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Zusammenfassung

Wir betrachten fiir eine Funktion u(x) ein semilineares elliptisches Dirichletproblem der Form

Bustu, +Afw =0 in QucRY,  Fu=gh,

u =0 auf Q.
RN ist ein Riemannscher Raum mit dem metrischen Tensor - und x ist ein Punkt in Qp. Wir
nehmen an, die Nichtlinearitiit f sei eine wachsende und strikt konvexe (f** > 0) C2 - Funktion.
Dann gibt es einen kritischen Wert A" > 0, so dass fiir 0 <A < A" eine minimale (klassische)
positive Losung u, existiert, und fiir A > A" gibt es keine Losungen. In dieser Arbeit
konstruieren wir eine untere Schranke pu° fiir den kritischen Wert A*, d.h. p* <A°(Q). Das
Gleichheitszeichen gilt unter folgender Bedingung:

QR ist ein Streifen, 8= aij (euklidische Metrik) und rk(x) =0 (kein konvektiver Term).

Die Methode, welche hier verwendet wird, basiert auf Arbeiten von L. E. Payne und G. A.
Philippin [SIAM J. Math. Anal. 14 (1983) no. 6 pp. 1154 - 1162] und R. P. Sperb [Internat.
Schriftenreihe Numer, Math. (ISNM) 80 (1987) pp. 391 - 400]. Grob gesprochen formulieren
wir ein Maximumprinzip fiir eine (verallgemeinerte) P - Funktion der Form

2 w
P=g(w)|Vw| +2 J gy)dy: gw):=1/(w+B) falls N>1 oder g(w):=e P* falls N=2.
0

w(x) ist die Losung eines "Torsionsproblems", welche im Gebiet Q2 definiert ist, und B ist ein
geeignet gewiihlter reeller Parameter. Es wird eine Ober- oder Unterlésung konstruiert, indem
wir das oben erwihnte Maximumprinzip mit einer minimalen positiven Losung eines eindi-
mensionalen semilinearen elliptischen Dirichletproblems mit der Nichtlinearitit f kombinieren.
Durch dieses eindimensionale Dirichletproblem wird auch die untere Schranke j1* bestimmt.
Im letzten Teil der Arbeit sind verschiedene Beispiele aufgefiihrt. Im besonderen werden
Probleme mit f(u) = e! betrachtet. Weiter wird auch das Beispiel Af(u) := — @(1 + u)P studiert,
d.h. ein Diffusions-Reaktions-Modell mit einer Reaktion p-ter Ordnung. Falls - 1 <p <0
gewiihlt ist, so erhalten wir eine untere Schranke fiir die kritische Grosse ®°. @" ist der Wert,
bei welchem eine Losung eintritt, die in einem Teilgebiet von Q identisch verschwindet. In
allen Fillen wird eine Metrik,

@0’ [Z. 7. .2
gij:p(r)iiij mit p(r):=e ', 0S0<1; ri= x%+x§+..‘+x§ :

zugrunde gelegt, welche uns zu den folgenden Klassen von Problemen fiihrt:
Au+bxu, +ApM @) = 0 n Q
u=0 af

mit b* = 0 (inhomogener Fall), oder b* = 0,/0, 0:=1/p (selbstadjungierter Fall). Fiir den
Fall, dass Q die Einheitskugel in RN ist, werden untere Schranken p* numerisch berechnet. Es
wird die Verbessserung der Schranken p* diskutiert, welche durch die Funktion g im Ansatz
fiir die P - Funktion erreicht wird.






Abstract

For a function u = u(x) we consider a semilinear elliptic Dirichlet problem of the form
Au+ r"(x)u,k +Afw=0 in Qc RY, Au:=g'y,
u=0 ondQ

where RN is a Riemannian space with the metric tensor g and x a generic point in Qp.

ij

Suppose the nonlinearity f is an increasing C2 - function which is strictly convex (f* > 0).
Then there exists a critical value A" >0 such that for 0 <A < A" there is a minimum (classical)
positive solution y, and for A > A" there are no positive solutions. In this work we construct a
lower bound p* for the critical value A*, i.e. p* <A*(Q). u* is optimal in the following sense:

the equality sign holds under the following conditions:

Q is an infinite strip, 8;= Sij (Euclidean case) and rk(x) =0 (no convectional term).

The method used is based on papers by L. E. Payne and G. A. Philippin [SIAM J. Math.
Anal. 14 (1983) no. 6 pp. 1154 - 1162] and by R. P. Sperb [Internat. Schriftenreihe Numer.
Math. (ISNM) 80 (1987) pp. 391 - 400]. Roughly speaking we use a maximum principle for a
(generalized) P - function of the form

-2 . f
P;:g(w)le| +ZIg(y)dy; g(w)::l/(w+[3)2 if N>1 or g(w)::e'Bw if N=2.
0

w(x) is the solution of a certain "torsion" problem defined in the given domain Qg and B is an
appropriately chosen real parameter. An upper (or lower) solution is constructed by combining
the maximum principle with a minimum positive solution of a one dimensional semilinear
elliptic Dirichlet problem with the given nonlinearity f. This one dimensional Dirichlet problem
determines also the lower bound p°.

Several examples are given, in particular problems with f(u) = e¥. Moreover the case Af(u) = —
D(1 +u)P, i.e. a diffusion - reaction model with a reaction of pth order is studied. If -1 <p <
0 we get a lower bound of a certain critical quantity ®° for which a dead core solution occurs.
In all cases we have chosen the metric

2
g;=pM 3, with p(r)::e""””. 0<6<1, r:=,/xf+x§+...+x§

which leads to the following two classes of problems:

Au+ b5, +Ap(r) f(u)

0 nQ
u=0 onoQ,
with: b :=0 (inhomogeneous case) or b= 0, /o, 6:=1/p (selfadjoint case).

Lower bounds p* for Q being the unit ball in RN are calculated numerically. The improvement
of the bounds p" due to the function g in P is discussed.






Einleitung

In dieser Arbeit beschiiftigen wir uns mit semilinearen elliptischen Dirichletproblemen. Fiir
eine Funktion u(x), x € EN, sei das folgende Problem gegeben:

Uul+Ap(X) fw) = 0  in QcE"
D)
u=0 auf 3Q.

L ist ein uniform elliptischer Differentialausdruck zweiter Ordnung der Form:

i 2 ;
L{u] = a’(x) 2%+ bi(x) 2L,
oxiax’ ox'

und Q ist ein beschrinktes Gebiet des euklidischen Raumes EN, N > 1. Wir nehmen an, dass
p eine positive Funktion in QUJQQ ist. Dem Vorgehen von R. P. Sperb in [27] entsprechnend,
lidsst sich das obige Problem (D) als eine Gleichung der Form

Auttu, +Af@ =0 inQcR

D)
u=0 af aQR.
interpretieren, wobei Au als Laplace-Beltrami Ausdruck beziglich der Metrik
. el
a’
g; = [ F] ™)

definiert wird und fiir I

k ;i
ri=b- (N-z)%%(mﬁ )-p‘—ﬁﬁ—i(ﬁ ),  a=detfa]

gesetzt wird. £ kann auch als Gebiet QR in einem Riemannschen Raum RN mit Metrik (M)
interpretiert werden. x € EN sind dann die lokalen Koordinaten von RN. Der nach aussen ge-
richtete Normaleneinheitsvektor von dQy, ist definiert durch

e ]
Y = gm

In einer Arbeit von P. L. Lions (sieche SIAM Review, [13]) finden wir einen Uberblick iiber
die Existenz von klassischen positiven Losungen bei verschiedenen Nichtlinearititen f. Wir
interessieren uns fiir den Fall f(0) > 0 (forced case) und nehmen an, dass f eine strikt konvexe



Funktion ist. Falls z.B. zusitzlich f* > 0 gilt, gibt es einen kritischen Wert A" = A*(Q), so dass
fiir 0 <A <" das Problem (D) (bzw. (Dy)) eine minimale Losung u, besitzt und fiir A > A*
keine Losungen existieren. Es geht in dieser Arbeit im wesentlichen um eine Konstruktion
einer unteren Schranke p” fiir den kritischen Wert A", die scharf ist, falls fiir (D) die folgenden
Bedingungen (Eq) gelten:

Q ein (Hyper-) Streifen in EN,
L[u] := Au, (Eq)
pi=1.

Dabei spielt das Maximumprinzip von E. Hopf (siehe [7]), welches wir auf eine "Energie-
dichtefunktion" P(x) fiir ein elliptisches Hilfsproblem der Form (H,) anwenden, eine
wesentliche Rolle (siche unten). Grob gesprochen besagt das Maximumprinzip folgendes: Das
Maximum einer nichtkonstanten Losung P(x) einer Differentialungleichung der Form L[P] 20
in Q kann nicht im Innern des Gebietes £ angenommen werden. Weiter lisst sich unabhiingig
vom Maximumprinzip ein Randpunktlemma beweisen, d.h. falls das Maximum in einem
Punkt x, € 02 angenommen wird und in diesem Punkt die sogenannte innere Kugeleigen-
schaft erfiillt ist, so gilt fiir die Normalableitung: dP/gv > 0. v kann hier ein beliebiger nach
aussen gerichteter Vektor von d{2 sein. In einem weiteren Schritt soll das Maximumprinzip mit
einer Losung eines eindimensionalen Hilfsdirichletproblems der Form (H,) kombiniert
werden, damit wir Ober- bzw. Unterfunktionen erhalten. Eine untere Schranke fiir den
kritischen Wert A* ergibt sich als kritischer Wert p* des eindimensionalen
Hilfsdirichletproblems (H,). Wir geben eine kurze Zusammenfassung der drei Kapitel.

Das erste Kapitel beginnt mit einer kurzen Zusammenstellung von Maximumprinzip und
Randpunktlemma. In M. Protter & H. Weinberger [7] wird dieses Thema ausfiihrlich
behandelt. Als Nichstes formulieren wir fiir unsere Zwecke ein spezielles kombiniertes
Maximumprinzip. Wir betrachten fiir eine Funktion P(x) eine Differentialungleichung mit
singuliren Koeffizienten

AP+WP, 0P, 20 inQ,
LEist definiertin Q= Q\ (s, 5, ... , Sp)-
Weiter sei:

®
S <0 arf o

Dann folgt aus Maximumprinzip und Randpunktlemma, dass das Maximum von P nur in den



singuldren Punkten (s, s,, ..., s ] der Koeffizientenfunktionen L¥ liegen kann. In R. P.
Sperb [8] wird ein allgemeiner Ansatz fiir eine P-Funktion der Form

2
P=gw)lVul +hq) (P)

vorgeschlagen. Hierbei ist u eine Losung eines Problems der Form (Dg). Im Hinblick auf die
Anwendung des kombinierten Maximumprinzips leiten wir eine elliptische Ungleichung her,
die fiir N > 1 gilt. Sie hat die Form:

_ L‘p

4
AP-——% > A|Vu| +B|Vu
g)| Vu|

2 f . "
| -t'C—ZZgLRnj 1 ]u,nu,j,

mit den Koeffizienten:

I

30l (T o N
== (W -g'lVul Jum-glVu -

A:=_283ﬂ(g-|f2) ;
Bi=(h'-2Mg) - & (h'-Mg) |
C="(h-2fg).

2g

R™ ist der kontravariante Riccitensor des Riemannschen Raumes RN, und r*J ist die
kontravariante Ableitung von ¥, Fiir den Spezialfall N = 2 erhalten wir durch Verwendung
einer Identitit eine elliptische Gleichung fiir P, die im Gegensatz zu [8] auch fiir r* # 0 gilt
(siche Lemma 1.4.1). Im weiteren berechnen wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die Normal-
ableitung oP/ov

dP _ du du : du du

=2 (0)[ W] ~2g(0)x S8-2 g(0) r"vk37+h (0) - 2A f(0)g(0) |.
K ist die mittlere Kriimmung von aQR in der von (M) induzierten Metrik. Um spiter untere

Schranken p* konstruieren zu kénnen, die insbesondere optimal sind, falls Q ein Streifen ist,
withlen wir fiir h

h™:=2 Afg.

Damit verschwindet der Koeffizient C in der obigen elliptischen Ungleichung fiir P. Die Funk-



=zl v

4
tion g = g(u) wird so gewihlt, dass der Koeffizient A von | Vul|  identisch null wird, d.h.

1
w+p) '

glu) =

B ist ein reeller Parameter. Diese Definition von g erfolgt im Hinblick auf eine Verschirfung
der untenstehenden Ungleichung (U). Falls f 2 0 gilt, der Tensor

8] posichmemideiinen Q ®,)
ist, und der Vektor

*+x V" auf 9Q, nicht nach innen gerichtet ist, (B,)

folgt aus dem kombinierten Maximumprinzip die Ungleichung:

ul‘l‘ll

2.5 _2A
[Vul™ < s%u) = <y | FEm dy (V)
u

fiir N> 1. Im Fall N =2 ist gemiiss Lemma 14.1 g:=¢" Bu zu wiihlen. Mit einer geeigneten
Wahl des Parameters B in der Hilfsfunktion g(u), die bewirkt dass dP/dv < 0 auf 9y wird,
erreichen wir eine Verschirfung der Ungleichung (U) (siehe z.B. Korollar 1.6.1). Wir
schrinken in unserer Arbeit die allgemeine Problemklasse (D) etwas ein und betrachten nur
Probleme mit ali(x) = &Y (8Y ist das Kroneckersymbol). Damit wird durch die Bezichung (M)
eine Metrik definiert, die konform zur euklidischen Metrik ist. Fiir diese eingeschrinkte
Problemklasse werden explizite Bedingungen angegeben, aus denen die Ungleichung (U)
folgt. Zum Schluss des 1. Kapitels betrachten wir fiir eine Funktion w(x) ein verallgemeinertes
"Torsionsproblem" ( Af(u) := 1 und a¥=38Y in (Dg)) und bestimmen mit Hilfe des
kombinierten Maximumprinzips cbere

Schranken & fiir

Winax 1= MAX w(x)
und obere Schranken 2 fiir
Tomex 1= )X [ Tw].
& lasst sich aus der Ungleichung (U) bestimmen, indem wirin (U) die Variablen separieren und

eine Fallinienintegration durchfiihren. Setzen wir % in der Ungleichung (U) ein und spezialisieren
diese auf den Rand 9€, so ergibt sich eine obere Schranke &



Das zweite Kapitel wird eingeleitet mit einer kurzen Charakterisierung der Existenz von
stabilen Losungen. Wir folgen im wesentlichen einer Arbeit von D. H. Sattinger (siehe [25]).
Grob gesprochen sind genau diejenigen Losungen die stabilen, welche durch eine strikte
Unterfunktion und eine strikte Oberfunktion eingeschlossen werden kdnnen. In einem
weiteren Abschnitt konstruieren wir eine Oberfunktion fiir das Problem (Dg) nach einer
Anregung von L. E. Payne & G. A. Philippin in [24]. Zum Ausgangsproblem (Dg) wird ein
lineares Hilfsproblem der Form:

Ew+x"w,k+q{w) 0 inQp, qw):=1+aw, «einreller Parameter

0 auf 3Q,

betrachtet. r und anR werden aus (Dy) iibernommen. Mit der Losung w(x) definieren wir
eine P-Funktion der Form (P) mith” =2 qg, g := (w + B) * 2. Falls die Bedingungen (B,) und
(B,) erfiillt sind, gilt fiir die Losung w die Ungleichung (U), welche scharf ist, falls die
Bedingungen (Eq) gelten. Als zweites Hilfsproblem definieren wir ein eindimensionales
Dirichletproblem der Form:

(H,)

w

oF) (yE X ) +pf(X) = 0, 0<5<s(0)
X(0) = X(s(0)) = 0 ( 5(0) siehe Ungleichung (U) ).

(H,)

Die Funktionen ¢ und vy sind durch das System

AEVE) = (550 ( s(w) ist in Ungleichung (U) definiert )
YOY(S) = 87 Sy = QW) 5.y,

besummt. Durch eine einfache Rechnung und unter Verwendung von Gleichung (H,) erhalten
wir fiir die Lsung X(5) mit § := s(w(x)) das folgende elliptische System:

AX 4+ X, +pf(X)

2
|Vw| , .
{ 1- 7 { RfX)- X" s, q(w)} in QR 5
0 af Q.

Der erste Klammerausdruck auf der rechten Seite der obigen Gleichung (D") ist infolge der
Ungleichung (U) nicht negativ (Maximumprinzip). Das Vorzeichen des zweiten Klammer-
ausdrucks erhalten wir, indem wir mit einer noch zu bestimmenden Hilfsfunktion y(s) 20 mit
Y¥(0) =0 den folgenden Ausdruck

X

k(s) = ¥(s) { L f(X) - X" 5,5, q(W) }



= B s

bilden (siehe Proposition 2.2.1). Es wird die Ableitung k” berechnet und daraus ergibt sich,
wieder unter Verwendung von Gleichung (H,), der Ausdruck:

k’(s) = 'ﬂs) x‘{ K f|x —Qyw } f

Falls zB. k'(s) <0 ist, so folgt, dass X = X{ s(w(x)) } eine Oberfunktion in QR fiir das Aus-
gangsproblem (D) ist. Das eindimensionale Hilfsproblem (H,) enthilt die beiden Parameter wy,,,
und T,,, welche durch das erste Hilfsproblem (H,) bestimmt sind. Sie sind im allgemeinen nicht

explizit bekannt. Wir kénnen uns aber mit oberen Schranken % und % begniigen, welche wir fiir

den Fall & =0 in (H,) am Ende des ersten Kapitels bestimmt haben ("Torsionsproblem").
Zum Schluss des zweiten Kapitels wenden wir die oben skizzierte Konstruktion auf die
Problemklasse (D) mit ali(x) := 8Y und der Gelfand-Nichtlinearitit Af(u) := AeY an (inhomo-
gene Gelfand-Gleichung). Im oben erwihnten Hilfsproblem (H,) wihlen wir o := 0. Falls fiir
die Anwendung des kombinierten Maximumprinzips die Bedingungen (B,) und (B,) erfiillt
sind, gilt fiir die Losung w des "Torsionsproblems” (H,) die Ungleichung (U). Damit ist die
oben konstruierte Funktion X = X{s(w(x))} eine Oberfunktion. X = 0 ist eine triviale
Unterfunktion. Es folgt, dass der kritische Wert ” des eindimensionalen Hilfsproblems (H,)
eine untere Schranke fiir den kritischen Wert A*(Q2) der Gelfand-Gleichung ist. Analog
konstruieren wir eine untere Schranke p* fiir den kritischen Wert ®°= ®°(Q) einer Diffusions-
Reaktionsgleichung mit der Dirichletrandbedingung u = 1 auf 9Q. ®" ist definiert als der Wert,
wo eine einpunktige Dead-Core Losung auftritt, d. h. die Losung u verschwindet nur in einem
Punkt des Gebietes Q. Wir fithren zuerst eine Transformation U := u — 1 durch. Das
transformierte Problem besitzt dann homogene Randbedingungen U = 0 auf dQ, d. h. die
Nichtlinearitiit in (D) ist ein Ausdruck der Form Af(U) :=—-®2 (1 + U)P. Falls — 1 < p<O
gewihlt wird, so ist der Dead-Core Wert u* des zugehérigen eindimensionalen Hilfsproblems
(H,) eine untere Schranke fiir ®"*. Fiir 0 < p < 1 erhalten wir obere Schranken. Alle Schranken
ergeben scharfe Werte, falls die Bedingungen (Eq) gelten. Im weiteren wird fiir p > 1 die
Nichtexistenz eines Dead-Cores bewiesen.

Im letzten und dritten Kapitel der Arbeit wollen wir einige untere Schranken p* numerisch
bestimmen. Aus der Konstruktion wissen wir, dass u* scharf ist, falls die Bedingungen (Eq)
gelten. Wir wollen pu* fiir die oben erwihnten Beispiele (Gelfand-Nichtlinearitit und
Nichtlinearitit der Reaktions-Gleichung) etwas niher untersuchen und betrachten dazu die
Problemklasse

0 inBcE. B=(Hyper)Kugel mit Radius =1
0 auf 0B.

Au+ bk(x) u,, + A p(r) f(u)

u

Als "Inhomogenitiit" wihlen wir folgende Funktionen:



2
p(r) e WA gl p (kein konvektiver Term) oder

- (Br)zﬂ k

p(r) :=e b o= Bzr Ty = 921" (selbstadjungierter Diff.- Operator).

B ist ein reeller Parameter, welcher noch zwei Bedingungen fiir Maximumprinzip und
Randpunktlemma geniigen muss. Die kritischen Werte A."(B) fiir die Gelfand-Gleichung bzw.
®*(B) fiir die Reaktionsgleichung lassen sich fiir die Einheitskugel B iiber ein System von
gewohnlichen Variationsgleichungen und einem Newtoniterationsschema numerisch
berechnen. Somit konnen wir die Giite der berechneten unteren Schranken p* diskutieren,
indem wir sie mit den kritischen Werten A*(B) bzw. ®*(B) vergleichen. Die Verbesserung der
unteren Schranke p* als Folge der Funktion g in der Ungleichung (U) wird diskutiert. Im
speziellen Fall N = 2 lassen sich die unteren Schranken j1* nochmals etwas verbessern, da wir
statt einer Ungleichung eine elliptische Gleichung fiir unsere gewihlte P-Funktion erhalten
(siche Lemma 1.4.1).

Um die Arbeit in sich abgeschlossen zu halten, werden im Anhang die entsprechenden
Formeln, welche im Zusammenhang mit dem Thema stehen aus [5] iibernommen und ergénzt.
Es werden auch einige Fortran-Routinen aufgefiihrt, welche fiir die Berechnung von
Losungen, Bifurkationsdiagrammen und der kritischen Werte beniitzt wurden.

Ich mochte an dieser Stelle meinem Referenten, Herrn PD Dr. R. Sperb, herzlich danken.
Diese Arbeit ist unter seiner Aufsicht entstanden, und ich hatte immer wieder die Gelegenheit,
Anregungen von ihm entgegenzunehmen. Auch méchte ich meinen beiden Korreferenten,
Herm Prof. Dr. J. Hersch und Herm Prof. Dr. G. Philippin, danken, dass sie diese Arbeit
durch ihre Korreferate unterstiitzt haben. Fiir die Hinweise zur Berechnung der Bifurkations-
diagramme und der kritischen Werte danke ich Herrn Prof. Dr. J. Waldvogel. Besonders
danken mochte ich schliesslich noch Hermn Prof. Dr. U. Kirchgraber fiir sein grosses Enga-
gement, das wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.
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1 Maximumprinzip
1.1 Bezeichnungen

EN bezeichne den N-dimensionalen euklidischen Raum. Punkte in EN bezeichnen wir mit
X,Y,Z, .. , (im Anhang zur Verdeutlichung auch fett gedruckt x,y,z, ... ) die Koordinaten mit
xi,y',z,..., i=1,...,N. Die lokalen Koordinaten in einer N Dimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeit (oder auch riemannscher Raum genannt) mit der Metrik g;, bezeichnen wir
ebenfalls mit xi,y',z\,..., i = 1,...,N. u(x) = u(x}), v(x), ¢(x),... seien skalarwertige
Funktionen in den Variablen x!,x2,...,xN. Fiir die gewohnlichen partiellen Ableitungen
schreiben wir oft eine abgekiirzte Form

2 N
Bei Summenbildungen, z. B. | Vu| = ¥ u,? , halten wir uns an die Summationskonvention.
i=1

Summationskonvention:
"Objekte", bei denen der gleiche Index einmal unten und einmal oben vorkommt, sind zu
summieren. Das gleiche gilt auch, wenn ein Index zweimal oben oder zweimal unten steht.

Weitere Beispicle: Skalarprodukt Vu-Vy=u,v,
G, . 0w i . du
Lineare Differentialoperatoren Lu] = a”(x) —— + b'(x) —
ox'ox’ ox'

Linienelement ds® = gikdxidxk

2
Atk Ol liiyiin Basgt ot s ——g'T,* .
9x 9x o’

Bei Tensoren beniitzen wir die iibliche Notation. Wir schreiben z.B. fiir die kovariante
Ableitung eines 1-fach kontravarianten Tensors beziiglich I" ¥

K
ot
i T

n



S0 =

oder fiir die kovariante Ableitung eines 1-fach kovarianten Tensors beziiglich I};*

Eine 1-fach kovariante Ableitung einer skalarwertigen Funktion u,; ist gleich der normalen
partiellen Ableitung nach der Variablen xi. u,;, bedeutet die 2-fach kovariante Ableitung der
skalarwertigen Funktion u(x). Weitere Definitionen und Formeln zur Differentialgeometrie
sind im Anhang aufgefiihrt.

Wir sagen, eine Funktion heisst von der Klasse CX(Q), falls alle partiellen Ableitungen bis und
mit k-ter Ordnung existieren und in £ stetig sind. Mit £ bezeichnen wir ein beschrinktes
Gebiet (offen und zusammenhingend) des N-dim euklidischen Raumes EN. Der Rand von Q
wird mit dQ2 bezeichnet. Wir nehmen an, dass sich eine Hyperfliche 92 lokal durch ein
geniigend regulires Funktionensystem

3 xi=x (&), i=1,...,N, a=1,..,N-1, EcE

darstellen lidsst, mit einer Funktionalmatrix

die den Maximalrang N-1 hat. Wir sagen dQ sei von der Klasse C¥, falls das obige
Funktionensystem k mal stetig differenzierbar ist. n bezeichnet den nach aussen gerichteten
Normaleneinheitsvektor von d<.

Im folgenden werden wir uns mit semilinearen elliptischen Problemen der Form
Llu]+ A p(x)f(u)=0 inQ

mit Dirichletrandbedingungen beschiiftigen, wobei L ein linearer Differentialoperator zweiter
Ordnung ist. Wir interessieren uns fiir klassische Losungen. Das sind Losungen, welche
erstens in Q mindestens so viele stetige Ableitungen besitzen, wie vom entsprechenden
Differentialoperator der Differentialgleichung verlangt werden. Zweitens konvergieren sie im
Falle von Dirichletrandbedingungen gegen die vorgegebenen Randwerte, wenn das Argument
x gegen den Rand 0Q geht.
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Semilineare elliptische Randwertprobleme beschreiben zum Beispiel Diffusions-Reaktions-
prozesse in der Chemie, oder sie kommen in der Verbrennungstheorie vor, siehe z.B. [2] und
[12]. In der Elastizititstheorie beschreibt z.B. das sogenannte Torsionsproblem

Au+l1=0 nQ
u=0 aufdQ

das Torsionsspannungspotential eines Stabes mit beliebigen Querschnitt Q. Der Gradient der
Losung ergibt dann die Torsionsspannung in einem Punkt x € Q an. Weitere Anwendungen
semilinearer elliptischen Randwertproblemen finden wir in der Halbleiterphysik (siehe [6]).
Bei all diesen Anwendungen soll die Lgsungsfunktion u eine physikalische Grisse sein, wie
z.B. eine Konzentration oder eine Temperatur. Es liegt in der Natur der Sache, dass wir in
allen Teilen dieser Arbeit immer von positiven Losungen ausgehen werden.
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1.2 Maximumprinzipien

In diesem Kapitel werden wir ein Maximumprinzip formulieren, das wir in den folgenden
Teilen dieser Arbeit gebrauchen werden. Wir betrachten einen quasilinearen Operator L der
Form

L{P] = a’(x) _8__2_I_L_+ W (P, .x) R
axi 9x it

fiir eine zweimal differenzierbare Funktion P. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dass ali(x) = ali(x) ist. Sonst setze man

al(x) = aij(x) + aji(x) ] (symmetrischer Teil).

L
2
Der Hauptteil Ly, von L lautet

i azP
P):=a’(x) ——
e ox'ax’

Definition 1.2.1 (elliptischer Operator)
Der Operator L heisst elliptisch in €, falls fiir den Hauptteil Ly; von L folgendes gilt: In jedem
Punkt xe Q existiert eine positive Grdsse m(x) sodass

2'(x) EE 2 m(x) EE = m(x) | |? fiiralle Ee E" (1.2.1)

L heisst uniform elliptisch in £, falls fiir L;; obige Ungleichung (1.2.1) gilt und eine positive
Konstante my, existiert, sodass gilt: m(x) 2 m, fiir alle xe Q.

Wir zitieren zwei Sdtze aus [7]. Es handelt sich um ein Maximumprinzip und ein Rand-
punktlemma, mit denen wir im folgenden ein kombiniertes Maximumprinzip (Lemma 1.2.5)
beweisen werden.

Satz 1.2.2 (Maximumprinzip)

Sei P(x) eine Losung der Differentialungleichung L[P] 2 0 in einem beschrinkten Gebiet Q.
Der Operator L sei uniform elliptisch in Q, und die Koeffizientenfunktion a'i(x) und W ' (p x)
seien fiir —o <1/ < und 1 <i,j <N in Q uniform beschrinkt. Falls P ein Maximum M in
einem inneren Punkt von { annimmt, dann ist P =M in Q.



T
Fiir das folgende Randpunktlemma ist die sogenannte innere Kugeleigenschaft wichtig.

Definition 1.2.3 (innere Kugeleigenschaft)
Sei Q ein beschriinktes Gebiet des EN. Der Rand 9Q efiillt die innere Kugeleigenschaft, falls
in jedem Punkt x,, € 0Q eine Kugel K mit Radius r > 0 existiert, sodass Q D K, und

K,M0Q = (xyy) ist.

Satz 1.2.4 (Randpunktlemma)

Sei P(x) eine nichtkonstante Losung der Differentialungleichung L[P] 2 0 in einem
beschrinkten Gebiet Q. Der Operator L sei uniform elliptisch in Q. Wir nehmen an, dass die
Losung P ihr Maximum M in einem Punkt x),€ dQ annimmt und 9 in diesem Punkt die
innere Kugeleigenschaft besitzt. Falls P stetig ist in QU{x,,} und dP/dn in x,, existiert, dann
gilt dort:

%>0 in P

fiir alle p mit p-n > 0, wobei n ein nach aussen gerichteter Normalenvektor von oS ist.

Bemerkungen:

1. Inder Beweisfiihrung des Maximumprinzipes, wie sie in [7] dargestellt ist, knnen iiber
die Koeffizientenfunktionen ali(x) und Wi(ni,x) schwichere Annahmen getroffen
werden. Die folgenden Vorausetzungen geniigen schon:

N P N . .
Yi'w Y IwWalxl
i=] i=1

Y

sind beschriinkt in jeder abgeschlossenen Kugel, die ganz in Q liegt, fiir —eo < 1Y < oo,
1<j<N.

2. Ebenfalls gilt auch die Randpunkteigenschaft unter dhnlich schwicheren Vorausetzungen.
Es geniigt iiber die Koeffizientenfunktionen a'i(x) und W (1 x) folgendes zu verlangen:

i
und V(LX)

N
i am(x)nknl am(x)nknl
kl=1 k,l=1

a’(x)
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beschrinkt in einer Umgebung U von x)€9Q, fiir —o <7) <o, 1 <j<N. Die
Umgebung U muss ganz in Q liegen und n' sind die Komponenten des
Normaleneinheitsvektors n von 0. Die Behauptung in Satz (1.2.4) gilt immer noch,
falls der Operator L nicht mehr elliptisch ist auf dem Rand dQ2 und der Rand nicht
zugleich eine charakteristische Fliche von L ist.

3. Wenn der Rand des Gebietes lokal von der Klasse C? ist, so ist dies eine hinreichende
Bedingung fiir die Giiltigkeit der inneren Kugeleigenschaft. Im Satz (1.2.4) (Randpunkt-
eigenschaft) ist die innere Kugeleigenschaft eine notwendige Voraussetzung, wie das
folgende Gegenbeispiel zeigt. Definieren wir ein Quadratgebiet der Seitenlinge 2, d.h.

Q::{(x.y)|—]<x<l,—1<y<l}.

Fiir die Funktion u(x,y) = — (1-x2) (1-y?) gilt dann folgende Ungleichung
Auz20 m Q.

Das Maximum von u liegt auf dem Rand dQ2 und es gilt u = 0 auf €. In den vier
Eckpunkten des Quadrates, wo die innere Kugeleigenschaft verletzt ist, gilt Vu =0.
Somit gilt dort fiir irgend eine nach aussen gerichtete Ableitung

2 <l
o

4. Maximumprinzip und Randpunkteigenschaft konnen unabhingig voneinander bewiesen
werden. Sie lassen sich auch auf allgemeinere Operatoren erweitern. Setzt man P durch

— P in Satz (1.2.2) und (1.2.4), so sind die entsprechenden Ungleichheitszeichen umzu-
kehren (Minimumprinzip).

Die Beweise der Sidtze (1.2.2) und 1.2.4) und weiteren Ergidnzungen finden wir in [7]. Das
folgende Lemma stellt eine Kombination von Maximumprinzip und Randpunktlemma dar.

Lemma 1.2.5 (Kombination von Maximumprinzip und Randpunktlemma)

Sei Q ein beschrinktes Gebiet des EN. Der Rand 0SQ crfiille die sogenannte innere Kugel-
eigenschaft. L sei ein uniform elliptischer Oberator mit den Koeffizientenfunktionen aij(x) und
W i(m,x). all(x) sei uniform beschrinkt in Q. W i(n,x) sei fiir =<7 <o in Q% :=Q\{s,,
Syy -0 8}y 5;€ Q definiert und in jeder abgeschlossenen Kugel beschrinkt, welche in Q
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liegt und keine der Punkte s, enthilt. Falls fiir eine nichtkonstante Funktion P folgendes gilt:
(i)  Pist eine CHQ)NC(QUIQ) Lisung von

L{P] =aij(x)P,ij+Wi(P,k, x)P, 2 0 in Q'

()  Auf dem Rand 3Q ist %S(}fﬁreincn Vektor j mit p-n > 0.

Dann gilt P=P__ in mindestens einem der Punkte s;€ Q.

Beweis:
Als erstes legen wir um jeden Punkt s.€ Q eine Kugel K. mit Radius € und definieren ein
"Restgebiet"

m
Q =Q\UKE.
£ 1

i=1

Dieses "Restgebiet" hat den Rand
aas =UdKEUIQ.
i=1

Aus Vorausetzung (i) folgt nach dem Maximumprinzip, dass P = P . auf 0Q, sein muss,
d.h. das Maximum von P kann auf dem Rand 9Q oder auf den Randern der Kugeln oK*
liegen. Angenommen das Maximum von P liege auf d{, dann folgt aus dem Rand-
punktlemma, dass gelten muss

oP

—>0 firalle b, mit p-n>0.
o

m
Dies widerspricht aber der Voraussetzung (ii). Also liegt das Maximum von P auf U KF.

i=]

Wir lassen jetzt € gegen 0 laufen und erhalten damit die Behauptung.

Wir wollen diesen Abschnitt abschliessen, indem wir ein Maximumprinzip fiir eine durch eine
Funktion h(x) erweiterte elliptische Ungleichung und ein Maximumprinzip fiir uniform
parabolische Ungleichungen ohne Beweis aus [7] zitieren.
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Satz 1.2.6 (Maximumprinzip fiir erweiterte elliptische Ungleichungen)
Sei P(x) eine Losung der folgenden elliptischen Differentialungleichung in einem beschriinkten
Gebiet Q des EN, d.h.

(L+h)[P]20 inQ.

Fiir den Operator L gelten die Voraussetzungen gemiiss Satz 1.2.2 und h(x) ist eine Funktion,
fiir die gilt

h(x) <0 inQ.
Dann gilt:

(i)  Maximumprinzip:
Falls P ein nicht negatives Maximum M in einem inneren Punkt von £ annimmmt, dann
ist u=M in Q.

(i)  Randpunktlemma:
Falls ein nicht negatives Maximum M in einem Randpunkt x,,€9Q angenommen wird
und der Rand dQ in x,, die innere Kugeleigenschaft besitzt, dann gilt dort

%:- 0 firalle umitp-n >0, nistder dussere Normalenvektor von d€2,

falls die Normalableitung existiert, P # const und stetig in QU{x,,} ist.

Satz 1.2.,7 (Maximumprinzip fiir uniform parabolische Ungleichungen)

Sei P(x,t) eine Losung der folgenden uniform parabolischen Differentialgleichung
5 2 .
1P -%‘E: alx) 9P 4 bi(x) 3—*1—%’ >0 inQx(OT).
ax'ax’ ox

Q ist ein beschrinktes Gebiet des EN, T < e und L ist uniform elliptisch in Q, d.h. fiir den
Hauptteil Lyy[ . ] = al(x) . von L gilt die Bedingung (1.2.1). Die Koeffizienten von L sind
beschrinkt. Dann gilt:

(i)  Maximumprinzip:
Falls P(x,t) ein Maximum M in einem inneren Punkt (x,,t;) € (Q x (0,T)) annimmt,
dannist u=M in Qx (0,;]; d.h. das Maximum kann nur auf dem "Zylinderboden" Q
x {0} oder auf der "Zylinderwand" 0Q x [0,t,] angenommen werden.
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(i) Randpunktlemma:
Falls P ein isoliertes Maximum M {d.h. P < M im Inneren von  x (0,T)} in einem
Randpunkt (x.ty) € 9Q x (0,T) annimmt und in x,,€ 9Q die innere Kugeleigenschaft
erfiillt ist, dann gilt dort

a_p >0 firallep:n>0, nistder iussere Normalenvektor von o€,

ou

falls P#const und die Normalableitung existiert.

Bemerkungen:

1. Das Maximumprinzip fiir parabolische Probleme unterscheidet sich wesentlich von
demjenigen fiir elliptische Probleme. Angenommen die Losung P(x,t) nehme zum
Zeitpunkt t; ein Maximum M in einem Punkt A € Q an (P(A,t;) = M). Falls Q ein Punkt
in Q x (0,t,) ist, welcher mit A nur durch horizontale und nach "oben" gerichteten
vertikalen Segmenten verbunden werden kann, dann ist P(Q) = M. (Die Losung P(x,t)
muss "nur" in einem Teilbereich von Q x (0,1,] konstant sein.

2. Die Aussage von Satz 1.2.7 gilt immer noch, falls P eine Losung von

{L+h)[P]-3§z 0 Qx0T
mit h<0 und M20.

3. Falls M = 0 ist, so kann die Einschrinkung h < 0 in  fallen gelassen werden. Das
Maximumprinzip lautet dann wie folgt:
Falls P eine Losung von

(L+h)[P]—%2 0 in Qx(©T) ist,
mit u(x,0) <0in Q und u(x,t) <0aufdQ,0<t<T dannist u(x,t) <0 in Q x (0,T].

4. Der Satz 1.2.7 lisst sich auf quasilineare parabolische Ungleichungen mit zeitabhiingigen
Koeffizienten verallgemeinern, d.h. die Funktion h und die Koeffizienten von L hiingen
nicht nur von x, sondern auch von der Funktion P und deren Ableitung P,,, sowie der
"Zeit" t ab. Die entsprechenden Vorausetzungen wie z.B. Beschrinktheit usw. miissen
erfiillt bleiben.
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1.3  Differentialgeometrische Interpretation eines semilinearen
elliptischen Randwertproblems

Als Ausgangspunkt sei das folgende Dirichletproblem gegeben:

Lul+Ap(x)f@) =0 in QcE"
u=0 af oQ,

2 .
BRI ———

p(x) ist eine positive Funktion in € und L{u] := a’(x)
axl.

eines uniform elliptischen Operators in 2.

Wir wollen obiges Problem in eine differentialgeometrische Form bringen, wie dies in [8]
gemacht wurde. Vorerst dividieren wir obige Gleichung durch p(x) und erhalten eine
Gleichung der Form

Lp[“] +Af(u)=0 inQ,
mit dem Operator

P
Lul=p ') a“(x} —+p 'x) bi(x )—
. Bxax ox’

p~'all ist ein symmetrischer positiv definiter Tensor (2 fach kontravariant), mit dem wir auf
natiirliche Art in £, statt der euklidischen Metrik, eine neue Metrik mit dem Tensor

a’ ;
g. =] = = pa; (1.3.1)
definieren. Damit erhalten wir einen riemannschen Raum RY, dessen Linienelement die Form
2 i)
ds” =g dx dx’
besitzt. Das Linienelement ist unter orthogonalen Koordinatentransformationen invariant.

Ebenfalls sind die folgenden zwei Differentialausdriicke unter orthogonalen Koordinatentrans-
formationen in der Variablen x € EN invariant:
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Der Betrag des Gradienten (oder 1. Beltramische Invariante)
|Vul| = u'lu,i = g“u.iu.j = p‘la“u,iu .

und der Laplace-Beltrami-Operator (oder 2. Beltramische Invariante)

i ik 2
Aumghy, 22 P, L u
=g, B acisd (N-2) Pax‘( J_) pa'_ax‘( )axk

wobei a:=det[aij] ist.

Mit dem Laplace-Beltrami-Operator lisst sich der Ausdruck

Lp[u] + Af(u)

wie folgt umformulieren:

L fu] + M) = Au+1u,, + M(u)
mit H::%-(N 2)3 a( J_) 1 3 -({a 4¥) .

Das Gebiet Q (EN > Q) kann auch als Gebiet Qp des RN interpretiert werden. Den nach
aussen gerichteten Normaleneinheitsvektor der Hyperfliche 02 bezeichnen wir mit n
("euklidische Einbettung"), den entsprechenden Normaleneinheitsvektor von 0£2, mit v. Wir
konnen diese beiden Normaleneinheitsvektoren durch einen Ausdruck darstellen. Sei die
Hyperfliche 9Q in EN lokal implizit durch eine Relation ¥(x) = 0 gegeben. Diese Relation
definiert eine Punktmenge, die auch als Hyperfliche des RN aufgefasst werden kann. Die
Normalen- einheitsvektoren n und v lassen sich wie folgt ausdriicken:

v | 3
cuklidischer Fall: n =2 i i R TSRS EE Blm i

vyl SV

]

riemannscher Fall: v=1%

ik
Yy oder in Komponentenschreibweise v' =+ £ ¥

A /2™ Vo

Die Vorzeichen werden so gewihlt, dass die Normaleneinheitsvektoren auf 92 nach "aussen
gerichtet” sind, d. h. wir denken hier an orientierbare Flichen. Zum Beispiel ist das
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Mobius-Band im 3-dimensionalen Raum eine nichtorientierbare Fliche. Es gilt der Satz, dass
ein hinreichend kleines Stiick einer Fliche stets orientierbar ist.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass die folgenden Probleme zueinander dquvalent sind:

Liul +Ap(x)f(u) = 0 0 Q

(1.3.2)
u=0 af dQ, 0Q mit Normaleneinheitsvektor n
und
A +ru, +Afw) =0 in
X & (1.3.2)
u=0 af BQR. annnm Normaleneinheitsvektor v,
x b a* 9 1.3 (7 4k)
it =0 _(N-2)2-9_(nfp)-—L-2 . =det[a.].
mit = )Paxi( p) T e a=det[a;]
Bemerkungen:

Wir wollen folgende zwei Spezalfille noch erwiihnen:

1. Im zweidimensionalen Fall N =2 ist

k
Fabe oLl 0 gz &)
P PJagx
Gilt zusitzlich ali(x) := 81, so ist
k
o L3 und Au =2.
p p

Das transformierte Problem (1.3.2") erhilt man lediglich durch eine Division der Glei-
chung (1.3.2) mit p(x).

2

Fiir den Fall N > 2 wollen wir noch ein Problem der folgenden Form betrachten:

sl T =l Sl
u=0 afdQ,

(1.3.3)



mit L[u] := %[ 2’ % ] (selbstadjungierte Form) und a:= det [aij ].

Dann ist das obige Problem (1.3.3) dquivalent zu

0 inQ
0 auf Q.

Au+ A f(u) e

u

ij
(Der konvektive Term ?}x’i' uy wird "wegtransformiert”.)

Die Rechnungen in den folgenden Abschnitten 1.4, 1.5 und 2.2 konnen eleganter und
allgemeiner durchgefiihrt werden, wenn wir differentialgeometrische Hilfsmittel ein-
fiihren. Deshalb wurde das Problem (1.3.2) als ein Problem in einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit interpretiert. Die hergeleiteten Formeln in den folgenden Abschnitten
gelten aber auch fiir den euklidischen Fall, d.h. falls der Laplace-Beltrami-Operator durch
den gewohnlichen Laplace-Operator in (1.3.2") ersetzt wird.

In den Ungleichungen, welche in den folgenden Abschnitten im Zentrum des Interesses
liegen, gilt Gleichheit, falls wir von einem homogenen Problem in einem (Hyper-)
Streifen 2 ausgehen; d.h. wir betrachten ein Ausgangsproblem der Form:

u(x)+Afu) =0, 0<Ixl<d

(1.3.4)
u'@ =u@d) =0

Definition 1.3.1 (Hyper-) Streifen:

Unter einem (Hyper-) Streifen  in EN mit Breite 28 verstehen wir ein unbeschrinktes
Gebiet, das durch 2 (Hyper-) Ebenen mit Abstand 25 begrenzt ist.

(Die (Hyper-) Ebenen denken wir uns symmetrisch zu einer Koordinatenachse.)
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1.4 Elliptische Gleichung / Ungleichung fiir eine allgemeine
Form der P-Funktion

In [8] wird zur Differentialgleichung (1.3.2'") eine verallgemeinerte Form der "Energie-
dichtefunktion” E,

2 u
E = |Vl +21.jf(s)ds
0

betrachtet, welche die Form

2
P:=g)|Vul +h) (1.4.1)

besitzt. g und h sollen spiter so gewihlt werden, dass P ein Maximumprinzip erfiillt. Wir
wollen vorerst die Randbedingungen ausser acht lassen. In einer Rechnung wird in [8]
gezeigt, dass die obige P-Funktion (1.4.1) fiir N > 1 eine elliptische Ungleichung der
folgenden Form erfiillt:

o 1 oo o B
AP- k> A|Vu| +B|Vul +C-2g T u™u”, (1.42)
gl Vul
e B (g lvl® gl val el
T2 ’ du
=-2g"2(g"'?) ,

B:=(h‘-21fg)'~%'(h'-1fg).

=D (e
Ci= g (h'-20%g)

a g B P
Tm.u ut = anu u

o
Touyu™

an ist der Riccitensor des Riemannschen Raumes RN.

Der Fall N = 2 wird in [8] separat behandelt. Als Resultat ergibt sich fiir P, statt einer
Ungleichung vom Typ (1.4.2), eine elliptische Gleichung mit etwas anderen Koeffizienten L,
A, B und C. Dieses Resultat ist aber nur fiir den Spezialfall r* = 0 giiltig. Im folgenden werden
wir eine analoge Rechnung, wie sie in 8] fiir obige Ungleichung (1.4.2) hergeleitet wird, fiir
N =2 und r* # 0 durchfiihren.
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Lemma 1.4.1 (ebener Fall N = 2)
Sei u eine C3(Q) Losung der Differentialgleichung (1.3.2"). Dann gilt fiir

2 i
P=gw|Vul +h(w=gw u’u, +h()

folgende Gleichung:
k
- L-P 4 2 i
AP- k= AlVul +BIVul +C-2gT w"”, (1.4.3)
gl Vul

2
mit Lk:=P‘k—2(h'—lfg)u'k+2grmu,mu'k—g|Vu| .

A=g(In(®)",

% d wf Y
B:=(h —Zlfg) - LZrku,k+kfj.

rku 2 rkl.l Nt e 1 . .
c:=2g[ ,k]_z[ x |(h'=20g ) + 1 (h"-24fg ) (W' -Mfg ),

I |V ]2 & P

Tnju u .-—-—KG ul +ru,u™,

K, ist dic Gausssche Kriimmung des Riemannschen Raumes R%,

Beweis:
Wir berechnen die kovariante Ableitung P,; und daraus den Laplace-Beltrami Operator von P.

2 _ _ , 2
P,=¢ u,i|Vu| +g u".iu,j +gu"u,ji+h' u, =2g 1.1".111,j +[g‘ |Vul +h’ ]""i (1.4.4)

_ i . . - - 4 _ 2 _
AP= Pl,i =4g’ ud.iu.ju"+ 2gu’ " u, +2g u'I,iu.j‘l +g7 |Vl + (g Bu+h)|Vul| +h J

(1.4.5)

Um eine elliptische Gleichung fiir P der Form (1.4.3) zu erhalten, miissen wir alle Terme in
(1.4.5) mit zweiten und dritten Ableitungen von u mit Hilfe der Differentialgleichung (1.3.2")
und der kovarianten Ableitung (1.4.4) von P eliminieren. Den Ausdruck u*J',i'i Ui eliminieren
wir unter Beniitzung der Ricci-Identitit (A.43) und der Differentialgleichung (1.3.2").

Es gilt:



gk _ ) [k k)i ks ~ J
[u i u, Ju,j = [u.ji u, 3 ]u =g (1.1.11:i 1.1.isj )u
und

gks ( Uy = Uy ) w= gk Rr;js u,nu'j = +gk’ Riujsu'"u’j .

Setzt man i=k so folgt (beachte: Usjis = Usjy )

injs nj

[u,ji'i -(A u),j] w=—g"R._u"u?=-R u"u’.

Der Ricci-Tensor R, ist durch Verjiingung iiber den 1. und 4. Index des Riemann-Christoffel-
tensors Rinjs definiert. Differenzieren wir die Differentialgleichung (1.3.2"), so erhalten wir

fiir (Au )'j die Gleichung
Aa) = . :
(Au ),j = [ lJ‘u,k ].j —Af U, ==, — r]‘u,ch —Af u, .
Daraus ergibt sich fiir den Ausdruck 2gu’, i u,; folgendes:

o ; ; _ w2
g’ =-2g Tm.u‘r'u'J -2 rkl.l.kju'J — 2\ [Vl (1.4.6)

mit T .:=R +g r, .
nj nj  Ssnlj

Indem wir entsprechende Indizes hoch bzw. herunterziehen, Ausdruck (1.4.6) einsetzen und
umordnen, lidsst sich (1.4.5) schreiben als

_ . 3 - . G
AP=12g U, u Y44 u,u 0’ -2gr u,kju‘] -2 Tnju u’+

4 i)
g | Vul +[(h‘-21fg)‘+g'(xf-ﬂ‘u,k}]IVuI ~he(ffu, +AF). (1.4.7)

Die Terme 4g’u,iju-iu~i und 2gr¥u,, juJ konnen wir iiber die erste Ableitung von P eliminieren.
Man beachte, dass die Dimension N des Riemannschen Raumes RN bis jetzt keine Rolle spielt.

Beniitzen wir zur Elimination von u,iju'ij die Schwarzsche Ungleichung

2 - . .
Jdj Jk i
|vu| u,iju 2 U, uu u,j

und die erste Ableitung von P, um den Term u,gu'*u'u,; zu eliminieren, so erhalten wir das



7
Eingangs dieses Kapitels erwidhnte Resultat (1.4.2) aus [8] fiir den allgemeinen Fall N > 1.
Wir wollen fiir den Spezialfall N = 2 die Identitdt (A.83) verwenden, um den Ausdruck u,iju-ii
zu eliminieren,

2 . 22 . I
Wuru,iju"’: |Ful (Bu) +2 u,iku"‘ku'lu.j—z.f}.u u'”u,iu,j.

Eingesetzt in (1.4.7) ergibt

28 1 ki k j
— 2gu Yu,u,. + 4g u.lku] u lu,j -2 Uy T u’+
|Vul

AP= Zg(Au) g

2 173 |Vu|

4 - ¢
g"|Vu| + [ (h'-2Afg) —-¢’ (rku,k —lf)] |Vu| -2g Tnju'"u'l—h' (r“u,k + Af) .
(1.4.8)

Die drei Terme 2guiu,u,., 4g2 u, udku u,; und 2g r*ud eliminieren wir wie folgt

'J r
iiber die erste kovariante Ableitung von P:

o . 4 2
2g u"’u,iu.j =Pu'-g’ |Vul -0’ |l

2
ik i k 2 e i e i
4g2u,iku"ku'u,j=P,k[P —2[g'|Vu| +h’}u'k]+[g’|Vu| +h‘] | Vul ",

Zgu,kir"u‘j=P,kr" [g |Vu| +h’ ]r“u

k"

Setzen wir die obigen Eliminationsgleichungen ein und beniitzen wir dazu die Differential-
gleichung (1.3.2"), so erhalten wir die Beziehung (1.4.3). Im Detail sieht dies unter
Beriicksichtigung der Reihenfolge der entsprechenden Terme wie folgt aus:

(i) Berechnung von LX:

k

© 2", A ; L'P,
2g ( D Pu'+—1

i P (P’k—2[g‘|Vu|2+h‘ ]u‘k] P, rk_
g i 2%
Vul’ g|Vul gl Vul

2 [}

k 2
mt L=P -20 -Afg)u +2grmuut-glVul .
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(ii) Berechnung von A:

s2 g’
;T = (i =A.
g+g+g g(h(@)

(iii) Berechnung von B:
—2g[1J‘u +7Lf] +2g +g *u, +(h'—21fg)‘—g‘{rku.k—lf]=
i 2 F k
th!_zlfg] -g [21' u.ﬂ-lf] =B,
(iv) Berechnung von C:

2g{ P‘u,k+1f:2_2[ r"u,k+7Lf]h‘+ % +h’rj‘u,k—h'[rku,k+ xf]=

2 [ rku,k]z— 2( 1 -2nfg) fu, + é{h’ ~g) (n -2ug) = C

(v) Berechnung von T“ju'“u*j:
Im 2-dimensionalen Riemannschen Raum R? degeneriert der Ricci-Tensor an zu
—I(ngj, wobei K die Gausssche Kriimmung des R? ist (siche Gleichung (A.34),
Anhang). Daraus ergibt sich fiir den Ausdruck Tnju"‘u*-‘:

4 2
'["ﬂju'“u"l =-K, |Vul + l'k.pu,ku'IJ ;

Spezialfille:

Eine direkte Folge aus den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) sind die folgenden Spezialfille,
welche wir kurz festhalten wollen.
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Lemma 14.2 (g=1,h"=2Af)
Sei u eine C3(Q) Losung der Differentialgleichung (1.3.2'). Dann gelten fiir

2 u
P=g(u)|Val +21 j f(s)g(s) ds
0
die folgende Relationen:
(i) Fir eine allgemeine Dimension N > 1 gilt:

Lkp
Bp-— ks ~2(M R g, (1.4.9)
| Zul

2
L¥:=05 P - 2afu* - |Vu| .
(ii) Fiir den Spezialfall N =2 gilt:

__ L*p,

AP- - Ikz % -2[r“"-r“r’-xcg”]u,ku,,, (1.4.10)
u

2
Lk:=P*—2(1.f—r'“u,m)u'k— | Vul .

Beweis:
Setze in den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) g :=1 und h" := 2Af und beniitze die Regeln iiber
"Hinauf- und Herunterziehen" von Indizes des Riemannschen Kalkiils.

Lemma 143 (g#1,h" =2Afg)
Sei u eine 03(9) Losung der Differentialgleichung (1.3.2). Dann gelten fiir

2 u
P=g)|Vul + sz’ f(s)g(s) ds
0

die folgenden Relationen:
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(i) Fiireine allgemeine Dimension N > 1 gilt:

k
_ L P, . 4
AP-——%_ 5> 259 (g2) | Wyl _2g[r""+R”+0.5 AMgg! g"‘]u,ku

_ 2 n:
gqui

(1.4.11)
k k . 2 ,
L“=05P —| 2fg—g' | Vul Ju*-g|Vul .
(ii) Fiir den Spezialfall N =2 gilt:

k
— L~ P, e |?
AP-—% =g (In) | Vul —28[TU“J“J*KGEH“0-5““"‘%}?5] g ]"’k“’l‘

gl Vul (1.4.12)
k k .k z
L =P -2g (Af-1Muy )u —g|Vul .
Beweis:
Setze in den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) h’ := 2Afg.
0

Der euklidische Fall, welcher hiufig anzutreffen ist, wollen wir speziell im folgenden Lemma
1.4.4 noch erwihnen.

Lemma 1.4.4 ( h" = 2Afg und euklidischer Fall, d.h. g; = G.U. )
Sei u eine C3(Q) Lisung der Differentialgleichung

Au+b ) u, +Af@) =0  nQ
u =0 anfaﬁ
Dann gelten fiir die P-Funktion:

P=g(w)| Vul’ 22 J f(s)g(s) ds
0
die folgenden Relationen:
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(i) Fiir eine allgemeine Dimension N > 1 gilt:
P, RIS 4 ab* Ly K
AP—L"—"22—2gm(gm) | Vul —Zg[a—il-&ﬂjlfgglﬁ u,u,

glvul (1.4.13)

2 2
L =05 P,k—[zlfg—g’|Vu| ]u.k—g|VU| b* .

(ii) Fiir den Spezialfall N = 2 gilt:

L P, " 4 x s
AP-—2% = g(In(g))"|Vul “Zg[%:‘“*"kb]+<0-5xf+bu.ng‘g‘ 8 [ugu .
g|Vul (1.4.14)

2
11:= P,k—Zg(lf—bsu,s)u,k—g|Vu1 b* .

Beweis:

Im euklidischen Fall ist der Riccitensor an = 0 (bzw. K5 = 0 im Fall N = 2) und alle

kovarianten bzw. kontravarianten Ableitungen werden zu gewShnlichen partiellen Ablei-
tungen. Setze in (1.4.2) und (1.4.3) h’=2Afg und ¥ = b~.
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1.5 Normalableitung fiir eine allgemeine Form der P-Funktion

Im Hinblick fiir die Anwendung von Lemma (1.2.5) in den folgenden Abschnitten benétigen
wir die Normalableitung dP/dv auf dem Rand 9€2,. Wir berechnen diese Normalableitung fiir
eine allgemeine Form der P-Funktion

P=g(u)|Vu|2+h(u)‘ 1.5.1)

v sei der (nach aussen gerichtete) Normaleneinheitsvektor von 0. Die Normalableitung
hingt im wesentlichen unter anderem von der Geometrie des Randes d<2; und der eingefiihrten
Randbedingungen ab. Nehmen wir an, dass sich eine Hyperfliche dQ; in RN lokal durch ein
regulires Funktionensystem

o =L eN ) = e joliaN G=1Nu0

darstellen lisst. Dann induziert die Metrik g, des RN eine Metrik 8qg in der Hyperfliche 0Qy
durch

i k
Byt T 55 1.5.2)
% &

Summationskonvention:
Summenbildungen, die mit lateinischen Indizes gekennzeichnet sind, laufen von 1 bis N,
griechische Summationsbuchstaben laufen von 1 bis N-1.

Besitzen Tensoren lateinische und griechische Indizes, so stehen im Tensorenkalkiil die
lateinischen Indizes im Zusammenhang mit dem metrischen Tensor g und griechische Indizes
mit dem metrischen Tensor Bap:

Wir kénnen fiir die gewhnlichen partiellen Ableitungen 9x'/0&* auch x!,, schreiben. Damit
schreibt sich (1.5.2) in Kurzform

1 k 1]
fop = Bik Xig X B (1.5.2")

Das Symbol :xi,CIL gibt kein Anlass zu Verwechslungen mit einer kovarianten Ableitung, da x!
hinsichtlich Koordinatentransformationen in 0 als Skalare zu betrachten sind. Der
kontravariante (konjugierte) Tensor g ist implizit iiber die Relation
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a
gusgm = 67

definiert. Daraus lasst sich ein Tensor ‘gik definieren durch
ik i
g =g gy (1.53)
Qik lisst sich als "Orthogonalprojektion” von g’k in den Tangentialraum von BQR interpretieren. Sei
w(x) eine beliebige Funktion, die differenzierbar ist. Auf BQ.R lisst sich die 1. Beltramische Inva-
2 . " 2
riante le | = g"‘n.;.',iw,]l als Summe eines Ausdruckes fiir die Tangentialableitung iVSw| und

2
und eines Ausdruckes fiir die Normalableitung [gvl] darstellen.
s 2 2
AT 154

2
|Vw| " ist die 1. Beltramische Invariante beziiglich der induzierten Metrik g%, Sie lisst sich mit

dem Tensor (1.5.3) darstellen, indem wir die Kettenregel auf w = w(x(§)) anwenden. Es folgt

2 i _ik
[sz| = guﬁv\r,mwr,B = gaﬁ x’,uxk,Bw,iw W =B Ww, .
2 2 .
Das Quadrat der Normalableitung hat die Form [%] = [w,kvk J =vivk w,.w,, . Somit lisst
sich Beziehung (1.5.4) auch in der Form

g wow, =B W, VIV W, 1.55)

schreiben. Aquivalent zu (1.5.5) ist die folgende Gleichung in Tensorkomponentenschreib-
weise

gh=g" +vivE, (15.5)

d.h. den kontravarianten metrischen Tensor gik des RN konnen wir zerlegen in einen Orthogonalteil
vi v und einen Tangentialteil ‘g'ik.
Als niichstes berechnen wir die Normalableitung fiir eine P-Funktion der Form (1.5.1). u(x)

ist eine Losung von Problem (1.3.2") mit konstanten Dirichletrandbedingungen. Daraus folgt,
dass der Gradient Vs auf der (Hyper-) Fliche BQ.R identisch verschwindet. Somit lésst sich die P-
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Funktion (1.5.1), welche auf dQy spezialisiert wird, schreiben als

2
p=g(0)[ %] +h(0) .

Wir bilden auf 9, die Normalableitung von P und erhalten

3
g—v‘1=g‘(0)[§v—“] +250) 2 $+h 0, (1.5.6)
2 ;
mit %—v-z“-: u, V' vk,

Die 2. Beltramische Invariante Au beziiglich der Metrik g'* lasst sich auf dQ, dhnlich zerlegen wie

.
die 1. Beltramische Invariante [Vul . Gemiiss Formel (A.82) gilt die Bezichung

Bu=Ry u+x s ﬁ .5.7)
Die skalare Grosse x ist die mittlere Kriimmung der Hyperfliche 0y beziiglich der indu-
zierten Metrik g®®, x ist definiert durch die Spur des 2. Fundamentaltensors b% von Q.
K= —gaﬂhns— = bﬂ|3
Das Vorzeichen von k wird so definiert, dass obige Definition fiir eine Hypersphire Sy _,
einen positiven Wert liefert (x = (N-1)/R). Man kann zeigen, dass die Summe der
Normalkriimmungen im Falle einer Hyperfliche 02 in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

My, fiir N-1 orthogonale Richtungen in einem Punkt konstant und gleich dem oben definierten
K ist. Aus der Dirichletrandbedingung u = 0 auf 0, folgt

EN_]u=0 auf o, .

Mit der Beziehung (1.5.7) kann die Differentialgleichung (1.3.2") auf dQ; geschrieben
werden als

g“+xav+rku +Af(0) = 0, (1.5.8)
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mit *= ——(N—Z)p a'( J_) :r_ail(e'_ i)lank‘ a:=dcl[aij].

(1.5.8) in (1.5.6) eingesetzt ergibt die Normalableitung von P auf dem Rand Qg

2
= % [ 20) [ % ] ~2g(0) x %- 2g(0) fu, +h7(0)- 21 (0)g(0) |.  (1.5.9)

%

Wir wollen in obiger Formel (1.5.9) noch die Dirichletrandbedingungen fiir die Losung u mit
einbeziehen, um den Term Fu,k anders zu schreiben. Zu diesem Zweck kénnen wir die
Hyperfliche dQ; auffassen als Niveaufliche von u(x) = 0. Dann gilt fiir die k-te Komponente
vk des (nach aussen gerichteten) Normaleneinheitsvektors v (sieche Abschnitt 1.3)

_ By

; (1.5.10)
|Vul

Es muss in obiger Beziehung (1.5.10) das negative Vorzeichen gesetzt werden, damit v ein
nach aussen gerichteter Vektor von 9 ist (u20 in Q). Wir 16sen (1.5.10) nach u,., auf und
erhalten fiir r"u.k den Ausdruck

_-|Vu‘rkvk=%uv-rkvk. (1.5.11)

Setzen wir (1.5.11) in (1.5.9) ein, so erhalten wir folgender Ausdruck fiir die Normalablei-
tung,

Qv

2
{g’(O)[ 5“] 2g(0)x——2g(0)r"v SL+h(0)-24 f(mg(o)]

Y%
¥l

Wir fassen obige Rechnung im folgenden Lemma 1.5.1 zusammen:

Lemma 1.5.1 (Normalableitung von P auf 0Q)
Sei u eine CHQUOQ) Lisung des Dirichletproblems (1.3.2'), dann gilt fiir

2
P=g()|Vul +h)

auf dem Rand 99 die Gleichung
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oP_ou| - du
oA gu|_3 —u—z H‘v h*(0) - 2A f . (1.5.12
P { £ ] 50) x 2 250) v, 21 1'0) - OO |- (15.12)
v ist der (nach aussen) gerichtete Normaleneinheitsvektor von 92 mit gikviv" = 1. x ist die
mittlere Kriimmung von 0 beziiglich der induzierten Metrik gqp und ist die Spur des 2.
Fundamentaltensors b%g von dQg. K ist so definert, dass fiir eine Hypersphire in EN vom
Radius R die Beziehung x = (N-1)/R gilt. r¥ist beim Problem (1.3.2') definiert.

Bemerkungen:

1. Falls die Hyperfliche 9, implizit durch eine Funktion ¥(x!, ... xN) =0 gegeben ist,
dann berechnet sich x nach der bekannten Formel von Bonnet (siche Formel (A.78) im
Anhang).

K=—E\7v=%ai{rg‘ ) milv=t|g—:|. g=dcl(gij).

Imebe m nen Fall N=2 istk =k 2 (geoditische Kriimmung einer Linie in R?)

2. Falls gilt: h’(u) = 2Af(u)g(u), so reduziert sich (1.5.12) zu

20 gu
2g(0}[ ][2(0)8\» {x+r“vk)]. (1.5.13)

3. Imnichsten Abschnitt werden wir Randwertprobleme betrachten, die Anlass geben, eine
konforme Metrik gij:=p(x)8i}. einzufiihren. Fiir diesen Fall wollen wir die
Normalableitung dP/ov angeben. Zwischen dP/dv im Riemannschen Sinn und oP/dn im
euklidischen Sinn besteht iiber die konforme Metrik der Zusammenhang

1 du
Jp on

Ebenfalls besteht gemiiss Formel (A.79) zwischen der mittleren Kriimmung x von BQR
(92 mit der von & induzierten Metrik) und der mittleren Kriimmung H von 0 (9 mit
der von Sij induzierten Metrik) der folgende Zusammenhang,
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1 d
=2 |H+N-1)Zh/p |.
X jﬁ[ +( )an p)

Der Ausdruck r* in (1.3.2") hat beziiglich der oben definierten konformen Metrik die
Form

¥ (N-2
1*=%_( : L(1n 5 )y -

Setzen wir alle obigen Gréssen in (1.5.13) ein, so erhalten wir

P k
al H+=InJp +bn

oP _ ou) | 80 ou on k

: 2g(0][a ] (1.5.14)

2g(0) av /p

(1.5.14) wiirde man auch durch eine klassische Rechnung, d.h. ohne Zuhilfenahme von
differentialgeometrischen Hilfsmitteln erhalten. Bei allgemeinen Randwertproblemen der
Form (1.3.2) ist der "differentialgeometrische” Weg aber eleganter und weniger rechen-
aufwendig. Der Ausdruck fiir dP/dv hingt nicht von N ab!
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1.6 Folgerungen aus dem Maximumprinzip

1.6.1 Maximum einer P-Funktion in einem Punkt, wo Vu = 0 ist

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten einige elliptische Gleichungen bzw.
Ungleichungen fiir allgemeine Formen einer P-Funktion

2
P=g(u)|Vu| +h(u), ueine Losung von (1.3.2) (1.6.1)

hergeleitet haben, wollen wir in diesem Abschnitt das Maximumprinzip (siehe Abschnitt 1.2)
fiir spezielle P-Funktionen anwenden. Die Funktion g wird spiter geeignet gewihlt, und h soll
die Beziehung

h'(u) = 2Af(u)g(w)

erfiillen. Falls die Funktionen a', bf, p und das Gebiet Qp im Dirichletproblem (1.3.2)
gewisse Voraussetzungen erfiillen, nimmt P sein Maximum in einem Punkt P an, wo
g¥u,u, =0 ist. Daraus erhalten wir eine Ungleichung der Form

h(upas) —h(u)

.12 2 ol =
|Vul < su)  mit s%(u):= =

(1.6.2)
In Abschnitt 2.2 werden wir Ober— bzw. Unterfunktionen konstruieren. Dort werden
Ungleichungen vom Typ (1.6.2) von Bedeutung sein. Aus Griinden der Einfachheit schriinken
wir uns aber beziiglich der allgemeinen Problemklasse (1.3.2) etwas ein und betrachten im
folgenden Teil dieser Arbeit Probleme, die Anlass geben zur Einfiihrung einer konformen
Metrik,

Au+b(x) u, + A p(x) f(u) = 0 in QcE"
u =0 auf 9Q, (1.6.3)
p >0 in QUAQ.

In [13] findet man eine Uebersicht iiber die Existenz von positiven Losungen fiir verschiedene
Nichtlinearitdten f(u). In der obigen Problemklasse (1.6.3) sind insbesondere "euklidische”
Fille (d.h. setze im obigen System p=1 und b%(x)=0, k=1, ... , N), aber auch Probleme mit
einem selbstadjungierten Differentialausdruck
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0 inQ
0 auf 9Q, (1.6.4)
g>0 in QUIQ

(0(x)uy )., + A f(u)

u

enthalten (setze in (1.6.3) p=1/c¢ und b“——-c.klo). Semilineare elliptische Randwertprobleme
kommen z.B. in der technischen Chemie oder bei chemisch - thermischen Problemen (z.B.
Gleichung mit Gelfand-Nichtlinearitét f(u) = e! ) vor. (siehe [2], [12] und [19]) In diesen
Anwendungsgebieten wird mit dem Ausdruck p(x)f(u) eine ganz bestimmte, vom Ort x
abhingige Reaktionskinetik festgelegt. Den Ausdruck bk(x)u,k bezeichnet man oft als
konvektiven Term. Die Losung u(x) kann eine Temperatur oder eine Konzentration einer
chemischen Substanz beschreiben. Wir nehmen an, dass sich Reaktionen im chemischen
Gleichgewicht befinden (steady - state). Meistens sind nur chemische Gleichgewichte
beobachtbar. Somit steht die Diskussion von stabilen Gleichgewichtslosungen, d.h.
Lgsungen, die nicht von der Zeit t abhingen, von semilinearen parabolischen Gleichungen
(oder Systemen) im Vordergrund. Die Problemklasse (1.6.3) kommt aber noch in vielen
anderen Gebieten der Naturwissenschaften vor (siehe z.B. [6]). Um die Formeln der letzten
Abschnitte anwenden zu kdnnen, bringen wir (1.6.3), gemiss dem Vorgehen in Abschnitt
1.3, in die differentialgeometrische Form. Wir fiihren zu diesem Zweck den folgenden
metrischen Tensor in {2 ein,

g, =P8, (1.6.5)
(8;; = 8 = &', : Kronecker-Symbol).

Der konjugierte Tensor (inverse Tensor) gl wird iiber die Beziehung (A.2) (siche Anhang)
definiert und lautet
i Y

&= (1.6.5')

(1.6.5) definiert eine Metrik, die konform zur euklidischen Metrik 5ij ist. Eine Bemerkung

iiber die konforme Metrik findet man im Anhang (Beziehungen (A.9) und (A.10)). Somit
konnen wir zu (1.6.3) ein dquivalentes Problem der folgenden Form,

Au+rtu, +Af()=0 in Q
(16.3)
u=0 auf o,

formulieren. Der Laplace - Beltrami Operator und der kontravariante Vektor r¥ haben in der
konformen Metrik (1.6.5) die Formen
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Au:= giku,iﬁ%_hﬂ?;&(m /P )y Uy » (1.6.6)
k
b N-2
il (n/p ), - (1.6.7)

Zur obigen Problemklasse (1.6.3") treten im folgenden immer wiederkehrende Grossen auf,
welche wir hier festlegen wollen:

Upnax = M2X u(x) , (1.6.8)
2 vl
|Vu| :=Tu. (1.6.9)
2
Tz = X |Vul”, (1.6.10)
B k
k":=H+a“hﬁ+bn“ : (1.6.11)
/P p
Kpin =TI K (1.6.12)
Q
Ry := max &ﬁ&lJJp(r) drp, (1.6.13)

Integration von P nach Q entlang einer geoditischen Linie .

Mit n bezeichnen wir den nach aussen gerichteten Normalenvektor von 0Q im euklidischen
Sinn, und v ist der entsprechende Vektor von 9Qg. Es gilt der Zusammenhang

v, =/p n, vkv"= ;{8
Im Fall N = 2 kénnen wir die "geometrische" Grisse k® als Summe der Form

k
b bnk
ek, ¢ —K

0

schreiben. K, ist die geoditische Kriimmung der Randkurve 9Qg. (siche Anhang Formel
(A.79") und Rs ist der Radius des grossten in £ einbeschriebenen geoditischen Kreises
(oder auch geoditische (Hyper-) Kugel im Fall N > 3).
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Mit der Losung u von Problem (1.6.3") definieren wir folgende P - Funktionen:

2
po= |Vl +21Jf(y)dy, (h'=2Af), (1.6.14)

oder

2
P:=g)|Vul + 2xJ fly)g(y)dy,  (h'=2Afg). (1.6.15)

4
Wir wiihlen g(u) so, dass der Koeffizient des fiihrenden Terms qu | in der Formel (1.4.11) bzw.

(1.4.12) Null wird. Dies ist der Fall, wenn wir g = 1 wihlen (Ansatz 1.6.14). Nichtriviale
Wabhlen von g sind durch die folgenden beiden Klassen von Funktionen gegeben:

allgemeiner Fall N>1: (g'?)"=0; dh gu)=—2—, (1.6.16)
@+P)

ebenerFall N=2: (lng)”=0;, dh gu)=oae ™ (1.6.17)

Mit dem Ansatz (1.6.15) fiir P und den obigen Wahlen von g ergeben sich fiir die
Ungleichung (1.6.2) folgende Formen, fiir welche wir in den folgenden Korollaren
Voraussetzungen angeben werden:

Umax

2
FalsN>1: |Vl < s*u:u,,B)=2% Jle(y) f(y) dy, (1.6.18)
u
B 2
. u+ : "
mnK:(}'):=[y+ﬁJSI. firu<y<up, .
3 Umnax
Falls N = 2: | Vul Ssz(u;um,B)=21IK2(y) f(y) dy, (1.6.19)
u
mit Kz(y):=e'ﬂw'u)sl, fir u<y<upy,-

Mit einer geeigneten Wahl von B in den Funktionen g gemiss Beziehungen (1.6.16/17)
erreichen wir eine Verschirfung der Ungleichungen (1.6.18/19). Der Wertebereich des reellen
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Parameters [ wird im folgenden durch eine Bedingung fiir die Normalableitung von P auf 0Q
(Formel 1.5.14) eingeschrinkt. Die Konstante a in (1.6.16/17) wihlen wir ohne
Einschriinkung der Allgemeinheit gleich 1 (kiirzt sich weg in (1.6.18/19).

Korollar 1.6.1 (konforme Metrik, g(u) = (u +B)2 N> 1)
Sei u(x) eine (positive) C3(Q)NCA(QuUOQ) - Losung des Dirichletproblems (1.6.3) in einem
beschriinkten Gebiet Q des euklidischen Raumes EN. Wir setzen

2 u
p. | Vul e [ gy, mit T cp <o,
(u+B) (y+B) Knin

Fiir die gegebenen Funktionen p, bX, k = 1, ..., N in (1.6.3) und k® treffen wir folgende
Annahmen:

. Ap f(u) K " . .
il sl s 1.6.
(i) Nﬁ s 8 b positiv semidefinit in €, (1.6.20)

mit

k
My == 20 st np), -2 (i /F)y (i /7y - S [a1mp + b np), ] 85,

@@ k.=20.

min

Behauptung: Es gilt die Ungleichung

|Vu|2 < s%(u) (1.6.21)

2

Tax u+p
R v S, K.(y)=| ——
mit s°(u) Z?LJK,(y)ffy)dy- und K,(y) [y+BJ'

Gleichheit gilt, falls Q ein (Hyper-) Streifen ist (B = e )undp=1,b¥=0,k=1,...,Nin
(1.6.3) gewihlt wird.

Beweis:
Wir beniitzen die elliptische Ungleichung (1.4.11) in Lemma 1.4.3 und stellen den
"differentialgeometrischen” Ausdruck



~2g (4R ugu, (16.22)

durch Terme mit gewbhnlichen partiellen Ableitungen dar. Der Ausdruck fiir die kontravariante
Ableitung von r* hat die Form

k| 1)k,

Wir berechnen die gewohnliche partielle Ableitung von r* und erhalten

@!'i:L.a_Qi_ ".p.l__N_—?_[ _o PPy ]
,u p .

Den Ausdruck fiir den kontravarianten Riccitensor R¥ in der konformen Metrik finden wir im
Anhang (Formeln (A.32) und (A.33)). Wir setzen die entsprechenden Ausdriicke oben in
(1.6.22) ein und erhalten

-2g (rl“l + Ru )u,ku,] =

(]

i 2
2 b bPy N2 PPy [vp| «
- R ) b Y

Der Tensor MNkl in Voraussetzung (1.6.20) ergibt sich aus obiger Gleichung, indem wir
setzen:

2
Dig 1| ap_1Vel ]_

Mit Lemma 1.4.3 und der Voraussetzung (i) erhalten wir folgende elliptische Ungleichung
fiir P:

-+
N u+B

- L'P,
AP+—|‘>@{MH Ap fu) Sn}u,ku,izo inQ,  (1.6.23)

2 2
miILk:=0.5P'k—[21fg—g‘|Vu| ]u‘k—g|Vu| rk, g(u};=+2._
(u+B)

Mit der Gleichung (1.5.14) und der Voraussetzung (ii) erhalten wir fiir die Normalableitung



vl =

von P auf dem Rand 02 folgende Ungleichung

2
p _ 2 ()| [Tul s
r - _2[_][ B =k ]50 Bllfaﬂn. (1.6.24)

falls _tf:£5|3<m_
min

Lo

Aus obigen Ungleichungen (1.6.23) und (1.6.24) folgt, gemiss dem kombinierten
Maximumprinzip (Lemma 1.2.5), P=P___ in einem Punkt, wo g*u,u,, =0 ist. Eine kleine
Umformung ergibt die Ungleichung (1.6.21) der Behauptung.

Bemerkungen zu Korollar 1.6.1

1. "Bestmogliche" Wahl von [:
Um eine "gute" Verschirfung von Ungleichung (1.6.21) zu erhalten, miissen wir
maglichst klein wiihlen. Die Wahl von B, welche die "bestmigliche” Verschirfung von
Ungleichung (1.6.21) ergibt, ist durch die Definition

B:= kbﬁ (1.6.25)

gegeben.

2. Grenzfall B — o:
Bilden wir in Korollar 1.6.1 den Limes B — oo, so erhalten wir das entsprechende
Resultat, bei dem eine P-Funktion der Form (1.6.14) als Ausgangspunkt genommen
wird. Die Voraussetzungen (i) und (ii) sind zu ersetzen durch:

@) My positiv semidefinit in Q,
@) K. 20 (unverinderte Bedingung).

Daraus folgt die Ungleichung

, U
|Vu s§:=2xjﬂy)dy.
u



N

Andere hinreichende Bedingungen:

MN” hingt nur von den gegebenen Funktionen p(x) und b¥(x) k=1, ... , N und der
Dimension N ab! Falls B < e und f(u) 2 0 fiir u 2 0 ist, dann ist die obige Bedingung (i')
hinreichend fiir die Voraussetzung (i) des Korollars. Héufig ist f(u) eine wachsende
Funktion ( z.B. f(u) = exp(u) ). Dann geniigt die folgende Bedingung

f0)20 und My positiv semidefinitin Q.

"euklidische" oder "differentialgeometrische" Herleitung von Ungleichung
(1.6.23):

Die "euklidische" Herleitung (d.h. ohne Verwendung von differentialgeometrischen
Ausdriicken) einer elliptischen Ungleichung fiir P, analog dem Vorgehen in Kapitel 1.4,
filhrt zu anderen Resultaten als die "differentialgeometrische” Rechnung. Die
"euklidische" Rechnung ergibt folgende Ungleichung fiir den Ansatz (1.6.14) (ohne
Zwischenrechnungen),

L P, k(A i
Ap_ﬁ > %{-%_[Tﬁféw(mﬁ 1,5]6”}u.ku.,. (1.6.26)
p~ I Vu

2
mit L, :=05P, -2 u, ~p-tVul (65 +npy,, ).

Fiir die Normalableitung von P ergibt sich

2
P__2[du 2 hnjp+b
e p[an][}-nanln,;pwnk].

Um das kombinierte Maximumprinzip (Lemma 1.2.5) fiir P anwenden zu kdnnen, muss
folgendes vorausgesetzt werden:

k
@ M= _%l';l__ [%+ b (1 Jp ). Ja“ positiv semidefinitin , (1.6.27)

) H+Sinf5+b%, 20 auf 30 (unverindene Bedingung).

Man vergleiche den obigen Tensor (1.6.27) mit dem Tensor (1.6.20) der Voraussetzung
(i) des Korollars. Die "euklidische" Rechnung fiihrt hier zu einer andern hinreichenden
Bedingung fiir die Anwendung des Maximumprinzips. Insbesondere hingt die obige
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Bedingung (1.6.27) nicht von der Dimension N ab! Die Unterschiede riihren daher, dass
bei der Elimination des Terms

2gu .iju'i'i
in (1.4.7) die Schwarzsche Ungleichung einmal im "differentialgeometrischen” Sinn:

2 . -
|Vui u,iju'IJ > u,iku"ku'lu,j (1.6.28)

und ein zweites Mal im "euklidischen" Sinn

o’ 2w 5 o Pu (1.6.29)
aidx axigd  xAxK gyiaxk i g

beniitzt wurde. Fiir den Fall N = 2 kénnte man zur Elimination des Terms Zgu,ijuij die
Identitdt (A.83) beniitzen. Damit ergiben sich keine Unterschiede zwischen der
"euklidischen" und der "differentialgeometrischen" Rechnung. Schreiben wir jedoch
Ungleichung (1.6.28) mit Hilfe der konformen Metrik (1.6.5) in Terme mit
gewohnlichen partiellen Ableitungen um, so werden die Unterschiede zwischen (1.6.28)
und (1.6.29) aus den folgenden beiden Gleichungen ersichtlich:

2 2 2
2, iy P, Pu | Pi N2 P, upy [Vul [Vpl

piu,u e ——u, —-
7 il wax’ ik TP 4 p? P 20?
und
ik i T 3 P, % |VP|I|VU|4
{.)2 u.,ku'J g Tl G WERL D SRPTECTMRNEE u,.—k|Vu| t—
¥ booxioxk adaxk 7 axlaxk ' P 4p?

Es stellt sich die Frage, ob die Bedingung (i) in Korollar 1.6.1 schwicher ist, als die
obige Bedingung (i') der "euklidischen" Herleitung. Wir wollen diese Frage fiir den
Spezialfall b*(x) =0,k = 1, ..., N in (1.6.3) beantworten (kein konvektiver Term). Die
Menge von nicht negativen Funktionen p in Q, welche die Bedingung (i) in Korollar
1.6.1 erfiillen, ldsst sich wie folgt beschreiben,

2
A=) p>0 inQ | (Ap—@]ﬁu-&b;—;zp.kp,l negativ semidefinit in Q }

Die Bedingung (1.6.27) in Voraussetzung (i') hat im obigen Fall die Form



APy o,
i

Daraus lisst sich die Menge A’ definieren durch
= v
A :={p>0 nQ | prlan's 0 inﬂ}.

Im Fall N = 2 folgt direkt A D A', da in diesem Fall aus der Bedingung, welche die
Menge A' beschreibt, die Bedingung fiir die Menge A folgt. Somit ist die Bedingung (i)
des Korollars 1.6.1 schwicher als die obige Bedingung (i'). Im Fall N > 2 ist der
(symmet- rische) Tensor MyX! in Korollar 1.6.1 nicht mehr diagonal. Wir kénnen jedoch
fiir jeden festen Punkt x € Q eine orthogonale Transformation der Koordinaten in EN
einfiihren, so dass MM diagonal wird. Es sei

y=Tx rnitTTT=TTT=I,

eine orthogonale Transformation, mit der Eigenschaft

¥

F 0, L= .=t =0.

' ¥ ay"
Der Tensor My wird punktweise auf Diagonalform transformiert, wobei die Ausdriicke

2
Vo
%

Ap-—p5— und 4p-

unter der obigen Koordinatentransformation invariant bleiben. Somit erhalten wir fiir den
Fall N = 3 die Beziehung

A=A",

d.h. die Bedingung (i) des Korollars 1.6.2 und die obige Bedingung (1.6.27) in (i') sind
zueinander fquivalent. Im Fall N > 3 ist aber (i') die schwiichere Bedingung.

Bei Problemen der Form (1.6.4) mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck sind
dhnliche Aussagen zu erwarten.

Spezialfille:
Wir wollen fiir einige Spezialfiille die Formen der Bedingungen (i) und (ii) in Korollar
1.6.1 festhalten.
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a) "euklidische Fille" (p=1in 1.6.3):

k
0] M: =- % positiv semidefinit in Q,

() K'=H+bn 20 af Q.

b) Probleme der Form (1.6.4) mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck:
Setze in (1.6.20)

Daraus folgt

1 N2 940 Kl 4 (o) Ag M
_ 2 7% Ao _ 'kl , Ao
® N':"E[“‘kl*a_ G }+Ea TN g ton

positiv semidefinit in Q,

i) %:=/c [H+%mﬁ ]20 auf 9Q.

c) Probleme, welche keinen konvektiven Term besitzen (bX=0,k=1, ..., N):

i) My=-(N2)(In/p ), (In/p ),~A(In/p)8" positv semidefinitin €,

9
H+anlnj3

>0 auf 3L
P

(i) x:=

Man beachte, dass die Bedingung (ii) zwischen Fall b) und c) nicht dndert.

Fiir den 2-dimensionalen Fall wollen wir die analogen Ergebnisse in einem speziellen Korollar
1.6.2 festhalten.

Korollar 1.6.2 (konforme Metrik, g(u) = e Pu ebener Fall N=2)
Sei u(x) eine (positive) C}(Q)NC3(QuaL) - Losung des Dirichletproblems (1.6.3) in einem
ebenen, beschriinkten Gebiet Q des euklidischen Raumes E2. Wir setzen
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- Bu 3 ¢ - By . kain
P:=¢ | Vul +21_[f(y)e dy, mt 0<P< :
]

Fiir die gegebenen Funktionen p, b*(x) k = 1,2 und k® treffen wir folgende Annahmen:

@) M‘; +Bp ( 0.5X f(u) + %s U, ] 5 positiv semidefinit in Q, (1.6.30)
: k1 k k 1 5 o
mit M =b'b -%w (In p),I—E{ Alnp)+binp), } 8, (1.6.31)
@ k, 20.

Behauptung: Es gilt die Ungleichung
B
Vul " < s%u) (1.6.32)

Unax
mit s2(u) :=2ljf(y)c-ﬂ(y_u)dy .
u

Gleichheit gilt, falls das Gebiet Q ein Streifen ist ( kbmin =0, B=0), und p=1, b*= 0, k=1,2
in (1.6.3) gewihlt wird.

Beweis:
Wir wenden Gleichung (1.4.12) in Lemma 1.4.3 an. Die kontravariante Ableitung von r* ist
im Beweis von Korollar 1.6.1 berechnet worden. Sie lautet fiir den Fall N = 2,

k
k_1{ab* bPy b’
t P_z{ n " E( Pasdyy + Py =Py By) [ -

Der Ausdruck fiir die Gausssche Kriimmung K einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit
einer konformen Metrik der Form (1.6.5) finden wir in Formel (A.27) des Anhangs. p,/p
ersetzen wir durch die logarithmische Ableitung. Wir erhalten mit Bedingung (i) folgende
elliptische Gleichung bzw. Ungleichung fiir P:

k
- L P'k

5
AP- = 2—§{N¢I+pﬁ [O.SKf(u)'F%uts]Skl} I.I.kl.l,l 20 in Q’

2
p
g(u) | Vul (1.6.33)

2
mit 2= P*— 207 g pf-bu,) ¥ —p g |Vl b5, glw)=c®.
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Mit der Voraussetzung (ii) und Gleichung (1.5.14) erhalten wir fiir die Normalableitung von P
auf 9Qp

aP_zau2B|V[k"< it 1
. E] 21l -k <0 wf 30y, (1.6.34)
K
falls 0 < p < —min,

Aus obigen Ungleichungen (1.6.33) und (1.6.34) und mit Lemma 1.2.5 folgt P = P i
einem Punkt, wo g*u,u, = 0 ist. Ueber eine kleine Umformung erhdlt man die
Ungleichung (1.6.32) der Behauptung.

0

Bemerkungen zu Korollar 1.6.2
1. "Bestmogliche" Wahl von
Wir kénnen Ungleichung (1.6.32) verschirfen, indem wir B moglichst gross wihlen.

Anderseits wird B durch die Bedingung (1.6.34) eingeschriinkt. Eine "bestmogliche”
Wahl von B ist durch folgende Definition

p=—2in (1.6.35)

gegeben,

]

Grenzfall =0
Wir erhalten das entsprechende Resultat fiir den Ansatz (1.6.14) fiir P, indem wir im
Korollar = 0 setzen. Die Voraussetzungen (i) und (ii) sind zu ersetzen durch:

') M positv semidefinitin Q, (Definition von M siche (1.6.31)),

@) k., >0 (Bedingung bleibtunverinderr).
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Daraus folgt die Ungleichung

) Umax
|Vu| < &2 :=21jf(y)dy.

u

Aequivalente Formulierung von Bedingung (i)

In der Bedingung (i) wird die positive Semidefinitheit eines zweifachen (kontravarianten)
Tensors verlangt. Wir wollen die Definition der positiven Semidefinitheit fiir Tensoren in
Erinnerung rufen, indem wir den entsprechenden Begriff aus der Matrixalgebra auf
Tensoren iibertragen.

Definition 1.6.3 (positive (Semidefinitheit)
Ein symmetrischer n x n Tensor MK(x) heisst positiv semidefinit in £, falls in jedem
Punkt x € Q die zugehorige quadratische Form

Q ® =MW EE
die folgende Eigenschaft besitzt:
Q (8)20, firalleEe E\{0].

Falls in der obigen Bedingung das strikte Ungleichheitszeichen gilt, so spricht man von
positiver Definitheit in Q. Eine dquivalente Charakterisierung der positiven Semidefinit-
heit ist die folgende:

Ein symmetrischer n x n Tensor M¥(x) ist genau dann in Q positiv semidefinit, wenn in
jedem festen Punkt x € Q2 die Matrix M keine negativen Eigenwerte besitzt.

Mit Hilfe des Wurzelsatzes von Vieta lisst sich die Bedingung (i) von Korollar 1.6.2 wie
folgt dquivalent formulieren:

(") Fir den Tensor A” =M+ B p? (0.54p (W) + b'u,,) 8"

gitt dt(AY) =A"AZ_(A"’)20 und
Spur(Au} =.'\“+A22 20 fiir allex € Q.

Diese einfache Aequivalenz gilt nur fiir 2 x 2 Tensoren. Fiir n x n Tensoren mit n > 2,
sind die entsprechenden Bedingungen der positiven Semidefinitheit fiir AX! etwas
komplizierter.



a)

b)
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Spezialfille

"Euklidische Fille" (p=1in (1.6.3)):

k
M M =b%- % positiv semidefinitin Q,

() K =k+bhn auf 3Q.

Zusatzbemerkung: Wihlen wir fiir b!(x), b%(x) die folgenden Funktionen:

bl(x) := 1‘ - b(x) = =]

X=X X —X2

dann gilt Mzk] =0 in Q. Wir erhalten fiir die P-Funkdon (1.6.14) (setze B=0 in Korollar
1.6.2) die elliptische Gleichung

_ L“P,
AP % ol i,

2
gw) |Vl
Aus dieser Bedingung allein folgt

P=P,, und P=P__ inPunkten, wo |Vul =0 ist oder aufaQ.
mn

Probleme mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck (siehe 1.6.4)

Gl
Setzein i) p = und b*:= K. Wirerhalten folgende Bedingungen:

@ M;] + % (0.51 f(u) + o,5u,5) 8" positiv semidefinit in Q,

t My =-(Ing),y +

0
L4

|

M['—‘

G R J_[k+—ln4’_]20 auf Q.

Falls B = 0 ist, konnen wir die obige Bedingung (i), gemiss der vorangehenden
Bemerkung 3, etwas umformulieren:
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det[MY ] = —(Inc}.”+3—§H—(lno),22+—g§}—(lnci).]z(]nc},n=
1 2 " :
dci[hessq]—z{(.&q) - |vql }20 inQ

2
Ve |
01

wd  Spw[M; ]=-Aho+849 = >0 in Q (automatisch erfillt).

Dabei wurde gesetzt,

Gy 9y

q:=Ino und da[hcssq]:=dct]:
Q21 99

} (Determinante der Hesseschen Matrix von q).

¢) Probleme, welche keinen konvektiven Term besitzen (b =0, k=1,2 in 1.6.3):
@ M +05BApfwd" posity semidefinitin @, mit My :=—A(In /5 )8"

(i) !‘c:=lcg=a“— >0 auf Q.

Wir finden diesen Fall in [8] oder [27]. Man beachte, dass die Tensoren MN“ in Xorollar
1.6.1 und Mzkl in Korollar 1.6.2 identisch sind, falls N = 2 ist. Der Ausdruck fiir ks in
der obigen Bedingung (ii) ist hier die geodatische Kriimmung der Randkurve 9.
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1.6.2 Obere Schranken fiir ug,, und Tg.,

Wir gehen von der Problemklasse (1.6.3) aus und schliessen fiir das Folgende die linearen
Probleme aus (f(u) # Au). Weiter nehmen wir an, dass fiir eine (positive) Losung u(x) von
(1.6.3) eine Ungleichung der Form (1.6.18) in Q gilt, falls N> 1 ist (bzw. Ungl. (1.6.19)
fir den Spezialfall N = 2). Wir erhalten eine obere Schranke fiir 7,,, indem wir die Ungleichun-
gen (1.6.18/19) auf dem Rand 9<2 spezialisieren (Dirichletrandbedingungen einsetzen) und das
Maximum, na.}lx| Vul , auf der linken Seite bilden. Dabei setzen wir voraus, dass die Integralaus-

driicke in (1.6.18/19) endlich sind. Wir erhalten somit eine obere Schranke fiir T, der Form
Tnax < 5 (0; Upay,B),  Definition von s siehe (1.6.18/19). (1.6.36)

Um eine obere Schranke fiir u_,, zu erhalten, filhren wir eine Falllinienintegration der
Ungleichung (1.6.18) (bzw. (1.6.19)) durch. Es sei P € Q ein Punkt, wo u=u_,, ist und
Q € 09 ein Randpunkt, dy das Bogenelement entlang einer geoditischen Linie y von P nach

Q. Dann gilt entlang y die Ungleichung

_d |7y
dy
und aus (1.6.18) bzw. (1.6.19) folgt
I"II'I'Il.l Q
|
J+ < | dy. (1.6.37)
8 $ (X; UpaxsB) g

Das Integral auf der rechten Seite der obigen Gleichung (1.6.37) konnen wir mit Hilfe des
geoditschen Radius Rg der grossten inbeschriebenen (Hyper-) Kugel von Qp abschitzen.
Daraus erhalten wir folgende (implizite) obere Schranke fiiru_, .,

Unax
__dx :
J T oty ekonRunel 810 (1.6.38)

Losungen des Ungleichungssystems (1.6.36) und (1.6.38) ergeben obere Schranken fiir u_, .
und Ty -

In verschiedenen Situationen der folgenden Abschnitte bendtigen wir obere Schranken fiir
Wrax und T, des folgenden Hilfsproblems,
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Zw+r"w,k+l

0 nQ
0 mfaﬂk

Der Laplace - Beltrami Operator beziiglich der konformen Metrik (1.6.5) ist in (1.6.6) defi-
niert, und r* definieren wir gemiss der Gleichung (1.6.7). Wir behandeln zuerst den Fall N>1
und nehmen an, es gelte die Ungleichung (1.6.21) in der Behauptung von Korollar 1.6.1. Wir
setzen in (1.6.21) fiir Af(u):=1 und erhalten die Beziehung

wmu
val < s(w; Wonax 'B) = \/W = J;w +£1‘i:v:mg—w)

B wird gemiiss der Definition (1.6.25) in Bemerkung 1. zu Korollar 1.6.1 gewihlt. Das
System der Ungleichungen (1.6.36) und (1.6.38) besitzt nun folgende Form:

(1.6.39)

1]

w

o WnaxB
T <[ 27255
max
WmxtB o [ Wme  Re
2 B z °

Lasungen des obigen Ungleichungssystems liefem obere Schranken fiir w,,,, und T.,,. Eine ni-

here Untersuchung zeigt, dass wir das Minimum aller méglichen Losungen des obigen
Systems erhalten, indem wir das folgende Gleichungssystem 15sen (setze das Gleichheits-
zeichen):

Qg [pYmmB (1.6.40)
min wn‘x+B
/“’mﬂ+B [Hmax  _ R
> arctan B i (1.6.41)
Wir fiihren die Hilfsvariable z ein,
wmu
z:= [—/=
B

und eliminieren in (1.6.41) den Term w“";—.'-ﬁ mit Hilfe von Gleichung (1.6.40). Wir erhal-
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ten daraus die transzendente Gleichung
zarctan (2) =05 k. Ry . (1.6.42)

Mit dem Newton-Raphson Iterationsverfahren bestimmen wir die Losung 2. Daraus lassen sich die

restlichen Grossen wie folgt berechnen:

22’.
= —;L = (1.6.43)
Kinl+2
B=—t_, (1.6.44)
kmin
w=ps" (1.6.45)

% und 2 sind "die bestmdglichen" oberen Schranken fiir Wy, und Tp,,. Falls Q ein (Hyper-)

Streifen mit Breite 28 ist (B — o) und die Inhomogenitiit p in (1.6.3) symmetrisch ist [p(x)
= p(—x)], so erhalten wir die Lsung

]
t=V26 =R = [/ &x. (1.6.46)
0

Analog behandeln wir den Spezialfall N = 2. Wir nehmen an, es gelte die Ungleichung
(1.6.32) in Korollar 1.6.2. Sie hat fiir das Hilfsproblem (1.6.39) die Form

= B(“‘m 3! W)

5 ;

[Tw| < s (w; Woas,B) =\/21_°

2k .
mit B=—"" (setze in Ungleichung (1.6.32) Af(u)=1; Def. von P siehe (1.6.35)).

7 ]

max
Mit der Definition

z:=Vl-e Pmax

erhalten wir analog zum vorangehenden Fall (N > 1) das folgende System, welches dem
System der Ungleichungen (1.6.36) und (1.6.38) entspricht:



S i

\/%_ananh(z)SRg.

"Bestmdgliche" obere Schranken % und £ fiir w,,, und T, erhalten wir als Losung des obigen

Ungleichungssystems, indem wir das Glechheitszeichen setzen.

g — k:'nin : (1.6.47)
/% artanh (2) = R, . (1.6.48)

Wir eliminieren in der Gleichung (1.6.48) ,/ 2/B und erhalten eine transzendente Gleichung, wel-
che dhnlich zu (1.6.42) ist.

zantanh ()= k>, Ry . (1.6.49)

Mittels dem Newton-Raphson Iterationsverfahren bestimmen wir die Lésung 2 der obigen Glei-
chung (1.6.49) und berechnen daraus die restlichen Grossen:

2
b
k.
B = (*%z}‘l] (1.6.50)
ad
R = f, y (1.6.51)
k.
2
&= -E%-)—. (1.6.52)

Falls Q ein Streifen mit Breite 28 ist (B = 0), und fiir die Inhomogenitit p in (1.6.3) die
Symmetriebedingung p(x) = p(—x) erfiillt ist, so ergeben sich die oberen Schranken fiir w_..
bzw. T, aus der Gleichung

&
t=V28 =R = [Jp0) ox. (1.6.53)
0
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2 Maximumprinzip und die Methode von Ober- und
Unterfunktionen

2.1  Existenz von stabilen Losungen

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Charakterisierung der stabilen Losungen, die als
Grenzwert spezieller Folgen von Unter- und Oberlosungen berechnet werden konnen. Diese
Folgen, werden mittels einem monotonen Iterationsschema erzeugt. Wir betrachten in diesem
Abschnitt ein allgemeines semilineares elliptisches Dirichletproblem der Form

Llu] + fxu) = 0 in Q, Qbeschrinktin E\, N> 1
u =g(x) aof 0Q,

(2.1.1)
= 2 :
mit L{u]:= a'(x) 9 U+ bi(x) QU
ox'ax ox'

Die Problemklasse (1.6.3), fiir welche wir im néchsten Abschnitt spezielle Unter- und Ober-
funktionen konstruieren werden, ist in der obigen Klasse (2.1.1) enhalten.

Definition 2.1.1: ( Funktionenraum Cm'u(ﬁ), 0<o<1,Q=QuaQ, siche [11])

Cmﬂ( Q) ist die Menge der differenzierbaren Funktionen, fiir welche alle gemischten partiellen Ab-
leitungen D“u der Ordnung kmit 0<1kI<m (1kl:=k +k, +... +ky) inQ existieren und die
m - te gemischte Ableitung D"u eine Hlderbedingung mit Exponent a erfiillt, d.h. es existiert eine
Konstante K, so dass gilt: |D™u(x)-D™u(y)| <K|x-yl u‘ fiir alle x,y € Q.

Jede Ableitung D™u besitzt eine eindeutige stetige Fortsetzung auf QUIQ.

: ; : m+l — ma __ mp _ m—
Falls 0 < B < & < 1 ist, so gelten die Inklusionen: C (QcC (Q)cC (QcC (Q),d.h.
C™< jst als Unterraum von C™ definiert. Falls o = 1 ist, so nennt man D*u lokal lipschitz-

stetig. Fiir das Verstdndnis des folgenden Beweises seien die Definitionen der Funktionen-
rdume LP(2) und W™P(£2) aus [1] zitiert.
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Definition 2.1.2: (Funktionenriume LP () und W™P (£2), siehe [1])

LP{Q) = { u | umessbarin Q und j Iu(x)lp dx < o0 }
Q

(Die Elemente von LP (Q) sind Aquvalenzklassen von messbaren Funktionen.)

W) :={ue @) | D%ue @) fir 0< o <m |

Die schwache oder distributionelle Ableitung v, := D* ist durch die Funktionalgleichung

J.u(x) D%(x) dx = (-1) Wi qu(x) ¢(x)dx  fiiralle ¢ € eines Testfunktionenraums
Q Q

definiert. Testfunktionenriume sind z.B. der Schwartzsche Funktionenraum S oder die
C=-Funktionen mit kompaktem Triger. Um die Existenz von klassischen Losungen
("mindestens” ue C(Q)NC(QuIQ) bei Dirichletrandbedingungen) garantieren zu konnen,
treffen wir fiir Problem (2.1.1) folgende ("minimale") Regularititsvorausetzungen, siehe [11]:

1)) L uniform elliptisch in Q mit Koeffizienten a'¥, b e C*(0),

(1) fe Ca(f_bd) (I ein Intervall, in welchem die Losung u liegt),

es existiert eine Konstante A 20, so dass gilt:

f(x,u) - f(x,u,) > ~A(u,-u,), firalle u >u, u,u,el, xeQ,

2 U
2a
(1) Qist durch eine (Hyper-) Fliche 0Q begrenzt, welche sich lokal durch C - Funktionen

2,
darstellen Lisst und fiir die Randwertfunktion g gilt ge C a{an). o e (0,1).

Aus der Bedingung (II) (eine schwache Form der Lipschitzbedingung) folgt z.B. fiir fe C!,
dass f, uniform nach unten beschrinkt ist, d.h. es existiert eine Konstante A 20, so dass gilt:

%(x,u)+1\>0 fir xe Qund uel (2.1.2)



s B

Bemerkung:

Aus weiteren Regularititssétzen (siehe Carlo Miranda, Partial Differential Equations of Elliptic
Type, Springer-Verlag 1970, 2nd. Edition, S. 183, Theorem 40, III.) ist jede klassische
Lésung auch von der Klasse C#*™%(Q) (n 2 0), falls die obigen Regularititsvoraussetzungen
verschirft werden durch:

Q) & bec @,

na _
r,) fe C (xI),
2+n,a 2+n,0
@, oQeC und ge C (99Q).
Definition 2.1.3: (Ober- und Unterfunktionen, siehe [11])

Eine Funktion ¢ € Cz(ﬁ) heisst eine Unterlosung fiir Problem (2.1.1), falls gilt:

Lol +f(x,9) 20 inQ
o< g aufofd.

Umgekehrt heisst ye Cz(ﬁ) Oberlosung fiir Problem (2.1.1), falls gilt:

Lyl +f(xy) <0 inQ
y2g afdQ.

Eine Unterlosung, welche nicht zugleich auch Losung ist, heisst "strikte Unterlésung". Das
gleiche gilt auch fiir Oberlésungen.

Den folgenden Satz iiber die Existenz von klassischen Losungen findet man z.B. bei Hudjaev,
S. I. [21] & [22], Sattinger, D.H. [25], oder Amann, H. [11]. Wir zitieren dazu
vollstindigkeitshalber einen kurzen Beweis aus [25], weil hier das Maximumprinzip zur
Anwendung kommt.

Satz 2.1.4 (Monotones lterationsschema und die Existenz von klassischen Losungen)
Es gelten die zu Problem (2.1.1) gemachten Regularititsvoraussetzungen (I) bis (III).
Sei @ eine Unterlosung und y eine Oberlésung von (2.1.1) mit
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o<y inQ.

Dann existiert fiir das Randwertproblem (2.1.1) eine minimale (klassische) Lésung u und eine ma-
ximale (klassische) Losung u mit

e<u<us¥Y inQ.
Weiter lisst sich u und 0 mit Hilfe des untenstehenden monotonen Iterationsschemas berechnen.

(L—A)[uhl] = - [f(x,uk) + Auk] in Q

(2.1.3)
v, = gx auf 0Q, k=0,1,2, ...

Falls u, = @, dann ist {u,} eine monoton aufsteigende Folge, die in C3(QuUOQ) gegen u
konvergiert. Analog ist {v,}, welche durch (2.1.3) definiert ist und mit v, = beginnt, eine

monoton fallende Folge, die in Cz(QuBQ) gegen U konvergiert.

Beweis:
Problem (2.1.1) ist dquivalent zu

(L—A)[u]

u

— [f(x,u) + Au] in

21.1)
g(x) aif 902,

wobei A durch Gleichung (2.1.2) fiiru € [, ¥, ,,] definiert wird. Der Differentialoperator
L — A hat die gleichen Eigenschaften wie L, und die Abbildung

u — f(x,u) + Au

ist streng monoton wachsend in u. Das Iterationsschema (2.1.3) fiihrt uns zur Definition einer
Iterationsabbildung T. T: u— Tu wird (implizit) definiert durch

(L—-A)[Tu]
Tu

- [f(x,u) + Au] in Q

[

(2.1.4)

g(x).

Wir zeigen, dass T eine monotone Abbildung ist, d.h. falls u < v ist, so folgt Tu < Tv fiir
Pin S U, VSV .. Die Gleichung fiir die Differenz Tv — Tu,

(L—A)[Tv-Tu]
Tv-Tu

—[f(x,v) = f(x,u) + A(v-u)] n Q
0 af 0Q,

(2.1.5)

I

erhalten wir, indem wir das System (2.1.4) fiir Tu vom System fiir Tv subtrahieren. A ist so
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definiert, dass die rechte Seite von (2.1.5) nicht positiv ist. (Definiere F(x,u) := f(x,u) + Au
= F,, >0, d.h. F ist streng monoton wachsend in u.)
Falls v —u 2 0ist, so folgt

(L-A)[Tv-Tu] £ 0 in Q
Tv-Tu =0 af 0Q.

Aus dem erweiterten Maximumprinzip (Satz 1.2.6) folgt (A20)

Ty-Tu 20 inQ .

T ist ein monoton wachsender Operator. Mit Induktion nach n zeigen wir jetzt, dass die durch
(2.1.3) definierte Folge {u,] eine streng monoton wachsende Folge ist, falls wir fiir das null-
te Folgenglied u, eine strikte Unterfunktion ¢ wihlen. Sei u; definiert durch u; = Tu, = Te.
Fiir die Differenz u, — u, folgt

(L= A) [u, — ug) = [f(x,u0) + Aug] — (L — A)fug] =~ [ Llug] + f(xu) 1< 0 in &,

u-u 20 aufaQ .

Mit dem erweiterten Maximumprinzip (Satz 1.2.6) schliessen wir
u, -y, > 0 inQ.
Die Folge (u, ) ist induktiv durch das Iterationsschema (2.1.3) implizit definiert. Da T ein

(streng) monoton wachsender Operator ist, folgt durch Induktion nach n, dass {u, ) eine
streng monoton wachsende Folge ist. Analog beweist man, dass die Folge, definiert durch

Vo =V v eine strikte Oberfunktion von (2.1.1)

Vg™ Wi

eine streng monoton fallende Folge ist. Weiter folgt aus
o< V¥ inQ

und der Monotonie von T, dass

u<v, inQ

fiirallen € N gilt. Damit haben wir mit Hilfe des Maximumprinzipes die Ungleichungskette



P=us<u <u,<.... <V, <V, <Vp=VY

bewiesen. Die monotonen Folgen (u,} und {v,} sind durch die Oberfunktion y und die
Unterfunktion ¢ beschrinkt. Daraus folgt, dass der punktweise Limes existiert.

u(x) := ‘gil,'_“.,.uk(x) und u(x):= Er_nka(x)
Im zweiten (und abstrakten) Teil des Beweises zeigen wir, dass u und u klassische L&sungen der
Fixpunktgleichung
u=Tu in Q 2.1.6)

sind. Das obige Fixpunktproblem (2.1.6) ist dquivalent zum Dirichletproblem (2.1.1). Der
Operator T ist eine Zusammensetzung von einer nichtlinearen Abbildung T,:v —
F(x,v):=f(x,v) + Av und dem Losungsoperator T,: h — u, wobei u Losung des
inhomogenen linearen elliptischen Randwertproblems

L-A) =h inQ
u =g auf oQ

2.1.7)

ist. F(x,u) istfirue [@_; .V, .. €ine beschrinkte C! - Funktion in u, o - holderstetig fiir
x € QUOIQ und transformiert punktweise konvergente Folgen in punktweise konvergente
Bildfolgen. Die zweite Abbildung T, bildet stetig LP(€2) in den Sobolew-Raum WZP(Q),
1<p<ee ab, da fiir eine Losung von (2.1.7) die folgende a priori LP Abschitzung gilt:

Es existiert eine von u unabhiingige Konstante C, so dass gilt

Il nz'psc[ Ihil +1gl, ]

wobeidie Il . Il - Norm definiert wird durch

1p i
||u||k_p:={z jIDlqude , Du=—28 _ jli=] 4.+, LeN.

12k ' ..o ’

2a
gisteine C - Erweiterung der auf 8 definierten Funktion g(x) in das Innere von Q.
Nach den Sobolewschen Einbettungssitzen (siehe [1]) enhilt die Aquivalenzklasse W2P

Reprisentanten aus C19, fiir welche die Sobolew-Ungleichung gilt, d.h. es existiert eine von
u unabhiingige Konstante K = K(n,p,Q2), so dass gilt:
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lul,  oSKlul,, firp>nund a=1-n/p.

Die "Maximumnorm" |u|, , ist definiert durch

1 1
IDuw -Dup|

- |
ol =2, ;o 1001 )

a
2y Ix-yl

ko _
Der Funktionenraum C u(Q). ae (0,1), mit der "Maximumnorm" |u | KaQ ist eine Banachraum.
Die obige Sobolew-Ungleichung bedeutet, dass der Funktionenraum Wz'p(Q) stetig eingebettet

l.a __ 2. 1o
werden kannin C (@) firp>nund &= 1-n/p (W (Q) = C " (), Q mit strenger lokaler
Lipschitzeigenschaft, siche [1] S.98). Daraus forgt, dass die in (2.1.3) definierten Folgen {uk] und

La _
{v,} in C a(Q) konvergieren. Weiter gilt fiir lineare elliptische Randwertprobleme der Form

(2.1.7) die klassische a priori Abschitzung von Schauder, d.h. es existiert eine von u
unabhiingige Konstante S, so dass gilt

Iulz.u;nss [ Ihlu;n"' I_glz.a;n]'

Dies bedeutet, dass die Abbildung T = T,-T, eine punktweise konvergente Folge in eine Folge ab-

20
bildet, diein C " (<2) konvergiert. T ist eine vollstetige (kompakic) Abbildung.

Wir kénnen also schreiben: u=lim u = lim T u =Tlim U= Ty, d.h. uistein Fixpunkt von
k—ee k—ee k—yee
20 _
T und damit eine Losung fiir das Randwertproblem (2.1.1), welchein C a(Q) liegt. Analog be-
weist man, dass auch u eine klassische Losung ist.

Zu zeigen ist noch, dass u eine minimale (klassiche) Losung ist. Sei w eine Losung von Tw =
w, mit § <w <. Dann folgt aus der Monotonie von T, T¢ =u, <w, und mit Induktion

nach n folgt u, <w fiir alle n. Daraus folgt u <w, d.h. u ist minimal. Analog zeigt man,
dass U maximal ist.

Das monotone Iterationsschema (2.1.3) ldsst sich auch auf parabolische Probleme anwenden,
da fiir diese Probleme auch ein Maximumprinzip gilt (Satz 1.2.7). Das Konzept von Unter-
und Oberfunktionen erlaubt uns, zwei verschiedene Dirichletprobleme miteinander zu ver-
gleichen.
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Satz 2.1.5 (Vergleichssatz fiir Dirichletprobleme, siche [25])
Wir betrachten zwei Dirichletprobleme P, und P,:

P: Llul+ fl(x,u) =0 inQ und P;: Liu] +fy(x,u) = 0 in(12
u=g afdQ u=g, afdQ,
und treffen folgende Annahmen:
0 o0,

@ f(xu) 21 (x,u) firallexe Q,,
(iii) ;rgz g2 o

Sei y eine Losung von P, und f,(x,y) 2 0 in ,, dann ist y eine Oberlésung fiir Problem P,.

Beweis:
Obige Behauptung ist eine direkte Folge aus dem Maximumprinzip. Sei y eine Losung von
P,, dann gilt nach Annahme (ii)

Uyl +f(xy)<0 in Ql .

V ist eine Oberlosung gemiiss Definition 2.1.1, falls wir weiter zeigen, dass y 2 g, auf 9Q,
ist. Aus der Annahme f,(x,y) 20 folgt

Liy]<0 inQ,
Setze w(x) := \p(x)*ei]nf g,- Daraus folgt:
Q,

Lwl <0 inQ,
w20 aufaﬂz.

Aus dem Maximumprinzip schliessen wir w 2 0 in ,. Insbesondere ist w =0 auf 9Q,
(Q, > Q,). Mit der Bedingung (iii) folgt y > g, auf 0Q,.

Zum obigen Vergleichssatz soll ein Beispiel erwihnt werden. Wir betrachten das Problem der
eingespannten Membran in einem ebenen Gebiet Q.. A,X > 0 sei der erste Eigenwert zu Q,
und u¥> 0 die erste Eigenfunktion. Dann gilt:
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N 2 .1
nN:...:nz:n, = 115...51157..1.

Wir betrachten dazu 2 erste Eigenfunktionen u' > 0in , und u* > 0in Q,, Q, > Q, und
wenden die 1. Greensche Identitiit auf den Ausdruck

u! (Auk + A5u%) - uk (Au' + A )
an. Daraus folgt die Integralungleichung

0= [u A+ A -u Ao+ A 1=
Q

Juiuk (lr—?s;)de—Iu" %.uidszjuiuk (l:(—li)de.
. Q

(uk2 0 in Q,, 9u'/on < 0 auf Q) Aus uluk 2 0in Q, folgt: A ¥ <AL

Eine hnliche Situation gilt auch bei nichtlinearen Problemen. Sei z.B. A,*¥ der (erste)
kritische Wert der Gelfand-Gleichung A u + A e" =0 in , mit Dirichletrandbedingungen u =
0 auf 9Q, . Dann gilt:

l2 < l-l

Q,5..0Q,5Q = .'\..Ns v SR
Die obigen Ungleichungen fiir A% folgen aus der Tatsache, dass die kritische Losung u**in
Q,, mit Q, 5 Q, eine Oberfunktion ist fiir die Gelfand-Gleichung in ; mit Dirichletrand-
bedingungen.

Als nichstes wollen wir den Stabilititsbegriff einer Losung U = U(x) fiir ein elliptisches
Randwertproblem einfiihren. Zum Dirichletproblem (2.1.1) betrachten wir fiir eine Funktion
u(x,t) ein zugehdriges parabolisches Anfangswertproblem

Lu] + f(x,u) = u, in Qx (0,T)
u= gx) af dQx(0T) (2.1.8)
u(x,0) = uy(x) in Q (Anfangsbedingungen).

Losungen U(x) von (2.1.1) konnen als Gleichgewichtslosungen von (2.1.8) aufgefasst
werden, welche der Anfangsbedingung u,(x) = U(x) geniigen.



Definition 2.1.6 (Stabilitiit)
Eine Gleichgewichtslésung U(x) des Randwertproblems (2.1.1) heisst stabil in der Maximum-
norm, falls fiir eine L&sung u(x,t) von (2.1.8) gilt: Fiir alle € >0 existiertein & >0, so dass

Nu @) -U)I_<8 = lluxt)-UxI_<e firallet20.
U heisst asymptotisch stabil, falls zusitzlich gilt: ~ llu(x,t) - U(x)ll _ = 0 fiir t — eo.

Stabilitiit heisst also, dass die zeitliche Losung u(x,t) von (2.1.8) fiir alle Zeiten t 2 0
geniigend nahe bei der Gleichgewichtslosung U(x) von (2.1.1) liegt, falls wir nur die
Anfangsbedingung u,(x) geniigend nahe der Gleichgewichtslésung wihlen. Losungen von
parabolischen Problemen geben z.B. die zeitliche Entwicklung eines chemischen Diffusions
-Reaktionsprozesses an (dynamisches Verhalten einer Konzentration u(x,t)). Beobachtbar sind
meistens nur Gleichgewichtslosungen. Deshalb ist die Frage der Stabilitit einer Gleichge-
wichtslosung von erheblichem praktischem Wert. Wir zitieren zwei Sitze aus [25], aus denen
eine Charakterisierung der stabilen Gleichgewichtslosungen folgt. Grob gesprochen ist
diejenige Losung die stabile, welche durch eine strikte Ober- und Unterfunktion einge-
schlossen werden kann. Sie kann durch das monotone Iterationsschema (2.1.3) von "unten
und oben berechnet” werden.

Satz 2.1.7 (Hinreichende Bedingung fiir asymptotische Stabilitit, siche[25])
Sei U eine Losung von (2.1.1), ¢ und y Unter- und Oberlésungen, welche U einschliessen,
d.h.

p<U<y Q.

u(x,t) sei die Losung des zugehorigen parabolischen Problems (2.1.8) mit einer Anfangs-
bedingung u(x,0) = uy(x).

(i) Ober- und Unterfunktionen fiir (2.1.8):
Falls fiir die Anfangsbedingung u,(x) fiir (2.1.8) gilt:

P<uy<y in QUIQ,
so folgt fiir die Ldsung u(x,t):

D(x,t) <u(x,t) <¥(x,t) firt=20,
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wobei ®(x,t) und ¥(x,t) Lésungen von (2.1.8) sind, mit den Anfangsbedingungen ¢(x)
und y(x).

(i) Hinreichende Bedingung fiir asymptotische Stabilitit:
Falls T"¢ ~ U und T™y N U fiirn — oo gilt, (T istin 2.1.4 definiert), dann ist die
Gleichgewichtslésung U asymptotisch stabil, d.h. insbesondere falls eine Anfangs-
bedingung u, im Intervall ¢ < u, < liegt, dann gilt fiir die zugehorige Losung:

u(x,t) = U(x) fiirt — oo,

Teil (ii) des obigen Satzes 2.1.7 hat auch eine Umkehrung. Falls U eine asymptotisch stabile
Losung ist, so lidsst sie sich als Grenzwert einer Folge von Ober- und Unterfunktionen
berechnen, die durch das monotone Iterationsschema (2.1.3) erzeugt wird.

Satz 2.1.8 (notwendige Bedingung fiir asymptotische Stabilitit, siehe [25])
Sei A, der erste Eigenwert des um eine Gleichgewichtslosung U linearisierten Operators von
Problem (2.1.1):

Uxl+£f,(x,U)x, x=0 auf 0Q . (2.1.9)

(i) Notwendige Bedingung fiir Stabilitit:
Damit U stabil ist, muss gelten A< 0.

Bemerkungen: (siche [25])

Angenommen es existiere eine Unterldsung ¢ und eine Oberlésung v fiir Problem (2.1.1), so
dass gilt

To 7uund Ty N firn— e, p<i,

dann ist nur die minimale Lsung u stabil im Sinne von Definition 2.1.6 (Amann, H.).
Zum Schluss sei die "einseitige” Stabilitit noch erwihnt. Falls eine Gleichgewichtslosung
U(x) der Gleichung (2.1.8) Grenzwert von oben einer Folge von Oberlésungen ist,

Ty \NU fiirn— o,

dann ist U stabil beziiglich kleinen Stérungen von oben her gesehen. Fiir den ersten Eigenwert
A, des zugehorigen, um die Gleichgewichtslésung U linearisierten Operators (2.1.9) muss
gelten: A, < 0.
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2.2  Maximumprinzip fiir eine P-Funktion und Konstruktion
von Ober- bzw. Unterfunktionen

R. Sperb hat in [29] das inhomogene Problem

Au+Ap()fu) = 0 i QcE’, Q beschrinkt

2.2.1)
u =0 afdQ,

p>0 nQ

betrachtet. Die Klasse von Nichtlinearititen f, welche in [29] betrachtet werden, sind durch
folgende Bedingungen charakterisiert:

(H) f(0) >0, fwachsend und strikt konvex.

Es ist bekannt (siehe [13]), dass fiir ein Problem der Form (2.2.1) mit Nichtlinearititen,
welche die obige Bedingung (H) erfiillen, folgendes gilt:

Es existiert ein kritischer Wert A* mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls 0<A <A ist, so existiert eine minimale positive Losung u,, welche stabil ist.

(i) Falls A > A" ist, so existiert keine positive Losung.

(iii) Falls 0 <A < A" ist, so existiert mindestens eine weitere (nicht stabile) positive Losung
u,, fiirdie gilt: u, <u, inQ.

Die Gelfand-Nichtlinearitiit f(u) = eV ist ein typischer Vertreter einer Funktion, welche die
Bedingung (H) erfiillt. Sei nun in Problem (2.2.1) eine Nichtlinearitit gegeben, die nicht der
Bedingung (H) geniigt, z.B. Ap(x)f(u) := A(1 + Bu). Dann existiert eine (positive) Losung,
falls A <A®=A,B "L A, ist hier der erste Eigenwerte der eingespannten Membran. Die

Lisung ist eindeutig. Die strikte Konvexitit ist im wesentlichen eine notwendige Bedingung
dafiir, dass eine Losung fiir A = A" existiert und dass mindestens zwei Losungen existieren
falls 0 <A <A’

Wir wollen mit Hilfe der Methode von Unter- und Oberfunktionen untere Schranken fiir A*
angeben, die scharf sind, falls wir von einem homogenen Problem ausgehen (p=1), welches
in einem Streifen mit Breite 28 gegeben ist. u = 0 ist fiir das Problem (2.2.1) mit der
Bedingung (H) eine triviale Unterfunktion. Oberfunktionen erhalten wir nach einer Idee von L.
Payne (siehe [23]), welche auf obige Problemklasse (2.2.1) erweiterbar ist. In [23] wird
gezeigt, dass
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G(x):=X[J2(wm—W(K)) ]

wobei w(x) die Losung des Torsionsproblems

Aw+1=0 inQcE

(2.2.2)
w=0 auf oQ

bezeichnet, eine Oberfunktion fiir das homogene (p=1) Problem (2.2.1) ist. X wird durch ein
eindimensionales elliptisches Randwertproblem der Form:

X6 +uf(X)= 0 OSsSsa:=J2wm

(2.2.3)
X(0)=X(sy) =0
definiert. Eine einfache Rechnung ergibt folgende elliptische Gleichung fiir X(s) mit
$:= Y2 (W= W(X))
[vwl”
AX+pfX) = | 1-—s {uf(X)-l-)s(—} in Q. 2.2.4)
s

Um zu sehen, dass der erste Faktor auf der rechten Seite von (2.2.4) nicht negativ ist,
beniitzen wir die Tatsache (siehe z.B.[23]), dass

2
|Vw| <2 (W, — W) =52, 2.2.5)
max

falls 0Q konvex ist. Das Vorzeichen des zweiten Faktors auf der rechten Seite in (2.2.4) ldsst
sich ermitteln, indem die Hilfsfunktion

R(s):=s [ pf(X) + E‘S—] 2.2.6)
betrachtet wird. Eine einfache Rechnung ergibt
R . d
R(s)=psX dxf(X).

Mit der Bedingung (H) iiber die Nichtlinearitit f folgt (man beachte, dass gilt X” < 0):

AX + uf(X) €0 nQ
X =0 afdQ,
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d.h. X ist eine Oberfunktion fiir das Ausgangsproblem (2.2.1), falls 0 <p <p*ist. p* ist
der kritische Wert des Hilfsproblems (2.2.3). Aus der Existenz einer Ober- und Unterfunktion
folgt mit Satz (2.1.4), dass eine Losung u mit 0 =y <u <u = X fiir das Ausgangsproblem (2.2.1)

existiert. Weiter folgt, dass 1* eine untere Schranke fiir den kritischen Wert A* sein muss, d.h.
RrEL

Die Lsung u ist im Sinne der Definition 2.1.6 asymptotisch stabil (siehe Satz 2.1.7), falls wir

die Anfangsbedingungen uy(x) so wihlen, dass gilt:

0<uy(x) < X{s(x)}

Wir wollen in diesem Abschnitt die Konstruktion von L. Payne (siehe [23]) erweitern. In [29]
wurde eine Erweiterung gegeben, indem ein Maximumprinzip fiir folgende P - Funktion
formuliert wurde:

2 o w
P=gw)| Vw| +2Jg(y)dy, Ll
0

K, ist eine untere Schranke fiir die Gausssche Kriimmung Ks einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit RZ, in welcher das Problem (2.2.1) interpretiert wurde. In diesem Abschnitt
soll insbesondere auch eine Erweiterung auf den hdher dimensionalen Fall N > 1 gegeben
werden, fiir eine P - Funktion der Form:

2 w
P=g(w)lvw|+2jg(y)dy. gy) = —1
0

(y +B)’
it 3:-£—sB<m (Def. von k_.._ siche (1.6.11/12).
krnin

Als Vorbereitung wollen wir die obige Konstruktion in eine allgemeine Form bringen. Als
Ausgangspunkt betrachten wir ein allgemeines semilineares elliptisches Randwertproblem in
einem beschriinkten Gebiet £, einer Riemannschen Mannigfaltigkeit RN,

Au+rX u, +Af(w) =0 in Q

u=20 aufE)ﬂR.

Zum obigen Problem betrachten wir 2 Hilfsprobleme. Als erstes definieren wir (entsprechend
dem Hilfsproblem (2.2.2)) eine Klasse von Hilfsproblemen der Form

(2.2.A)
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Aw+ 18 Wy +q(w)

0 in!’.!.ll
0 auf 3,

mit q(w) := 1 + aw, « ein noch freier reeller Parameter.

(2.2.HI)

w

Der Laplace-Beltrami Operator, r* und das Gebiet Q sind durch das Ausgangsproblem
(2.2.A) gegeben. In der obigen Klasse der Hilfsprobleme (2.2.H1) ist auch das
"Torsionsproblem" (in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit) enthalten ( a=0 ), welches im
folgenden von Bedeutung sein wird. Es ist bekannt, dass fiir (2.2.H1) im "euklidischen" Fall
und mit r*= 0 genau eine positive Losung existiert, falls

—w(u<ll N

A, ist der erste Eigenwert des (linearen) Dirichletproblems fiir die eingespannte Membran. Die-
ses Ergebnis lasst sich auf den "nichteuklidischen" Fall iibertragen. Somit existiertein &, so dass
das Hilfsproblem (2.2.H1) genau eine positive Losung w besitzt, falls gilt

—m<a<@.
Fiir den Fall eines eindimensionalen Hilfsproblems der Form

w +aw +1l+aw =0

w0 =w®) =0, §>0

lisst sich der Wert & als Losung einer transzendenten Gleichung angeben. Wir betrachten dazu die
"oszillierende" Losung, welche gegeben ist durch

w0 = 4] £ o )+ (31 |

mit C = ¢ 3 [ms[l_a}+—}%sm[,/_8]]

falls @ := a%/4 — o < O ist. Es gilt

wll,— e fiir C—0.

Danach lisst sich der Wert &,
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b:=a%4 -0
mittels der kleinsten positiven Losung § der (goniometrischen) Gleichung
y =-a2tan(yd)

berechnen. Daraus erhiilt man

Falls a%/4 — o 2 0 ist, so bleibt die Losung beschrinkt (nicht oszillierender Losung). Fiir den
Spezialfall a = 0 (keine Dimpfung) erhalten wir

2
yn_ue
4 &2

Dieser Wert entspricht dem 1. Eigenwert der eingespannten Saite der Linge 26.

Wir nehmen an, wir hiitten fiir die Losung des Hilfsproblems (2.2.H1) eine Ungleichung der
Form

|Vw| < s(w). 2.2.7)

Die Funktion s(w) wird spiiter gemiiss (1.6.18) fiir N > 1, bzw. (1.6.19) fiir N = 2 definiert.
Als zweites Hilfsproblem definieren wir analog zu (2.2.3) ein eindimensionales Randwert-
problem in einer selbstadjungierten Form:

oG) (¥ X'E) )+ f(X)
X0) = X(sD)

0, 0<5<sz=s(0)
(2.2.H2)

0 |

f(.) aus Ausgangsproblem (2.2.A), = Edg- .

Die Ansatzfunktionen @ und v seien Losungen des folgenden Systems fiir § := s(w) (siehe 2.2.7)

(s s.w)2

S S, — Q(W) Sy -

o) w(s)
() ¥(s)

(2.2.8)

Die Hilfsfunktion s(w) soll eine im Intervall (0, w_, ) invertierbare Funktion sein (w_, ist
das Maximum der Losung in £2). Wir denken uns die Umkehrfunktion w(s) in die Ableitungen
s, und s, eingesetzt, und erhalten ein Gleichungssystem mit s als unabhdngiger Variablen.
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Die folgende Proposition 2.2.1 gibt einen formelmissigen Zusammenhang zwischen dem
Ausgangsproblem (2.2.A) und den Hilfsproblemen (2.2.H1) und (2.2.H2).

Proposition 2.2.1 ( "Vorbereitungsformeln" )

Sei w(x) eine (positive) Losung in Q von (2.2.H1), s(w) #0 seieinein (0, w_, ) inver-
tierbare C2 - Funktion. X(§) sei eine Losung des eindimensionalen Hilfsproblems (2.2.H2) mit
den Ansatzfunktionen ¢ und v, welche durch das Gleichungssystem (2.2.8) bestimmt sind.

Behauptungen:
Fiir die Losung X(8) mit § := s(w(x)) gelten folgende Gleichungen:

2
) AX+5X, +pfX) = { 1- IV\:I }{uf(X)—X’s.wq(w)}, in Q,  (2.2.9)

5

w(s)
Gi) Sei ye) =exp - | Eqy (2.2.10)
s%(y)
dann folgt fiir die Funktion
k(s) =¥(s) { L f(X) - X", q(W) } (2.2.11)
die Beziehung
k’(s) = ¥(s) X'(s) { (18 S } : (22.12)
Beweis:

Wir berechnen den Laplace-Beltramiausdruck fiir X = X {s(w(x))}:

— .k 2 2 2 =
AX =X, = X" (5) | Wl +X 50 || + X5, Bw.

Daraus ergibt sich die Beziehung



. iy

2 2 -
AX+1E X, + R = X7 (50) | T | 4 X 5,0 [ T 4 X5 (Bw o+ fw, )+ p£(X) .

Wir eliminieren A w + r*w " iiber die Hilfsgleichung (2.2.H1) und klammern den Ausdruck
2
| Vw|

52

aus. Die Rechnung ergibt die Gleichung

2

[Ww|

BX+1 X, + R0 = [(55m)2 X7+ 6 5,00 X )

+ | f(X) - X" 8,5 q(w) .

Den Ausdruck
(580 )2 X7+ 825,00 X°

eliminieren wir iiber das eindimensionale Hilfsproblem (2.2.H2) mit den entsprechenden De-
finitionen der Ansatzfunktionen ¢ und y des Systems (2.2.8). Wir erhalten

(55 ) X4 52 0 X' == (RO = X 5,5, (W) ) -

Obige Gleichung eingesetzt ergibt

2
AX 415 X, +pAX) = { (% lv";l } {RfX)-X's,qw)} i Q.
s

Damit ist Formel (2.2.9) bewiesen. Um die Beziehung (2.2.12) zu verifizieren, betrachten wir
die Funktion

k(w) =k (s(w)) (Def. von k(s) sieche 2.2.11) )
und berechnen die Ableitung k, =k’s,, ,
K S =Y S (B EO) =X 5,5, qW) ) +

7[ 18 f,x X Siw —[ X (ssw)z +X Siww JQ(W) -X' 8,y Qrw ]

Den Ausdruck X“'(s,,)? + X" s,,,,,
eindimensionalen Hilfsproblems (2.2.H2) und den entsprechenden Losungen fiir die

eliminieren wir wieder wie zuvor mit Hilfe des
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Ansatzfunktionen @ und y des Systems (2.2.8). Durch weitere Umformungen erhalten wir
k's,, = (RX)-X"s,,qW) )[7’5,, +1%]+7X’s,, (u f.xﬁq.,,).
s
Gemiiss Definition (2.2.10) von 7y folgt
Y Swty = = 0.
Daraus erhalten wir fiir k” s, die Beziehung
k’ Sw = Tx'srw ( K f,x it ) !

Wir dividieren noch obige Gleichung durch s,,, # 0 und erhalten damit die Beziehung (2.2.12).

Falls wir fiir die Losung w des ersten Hilfsproblems (2.2.H1) eine Ungleichung der Form

2
|Vw| < s¥w) in Q (2.2.13)

beweisen kénnen, dann gilt fiir den ersten Faktor der rechten Seite in Gleichung (2.2.9)

{1-“7':'i }zo in Q.

Mit Hilfe der Beziehungen (2.2.11) und (2.2.12) lassen sich Bedingungen formulieren, die
das Vorzeichen des zweiten Faktors

{nfX)-X"s,, q(w) }

auf der rechten Seite von (2.2.9) bestimmen. Dann ist X = X{s(w(x))} eine Ober- oder
Unterfunktion, je nach Vorzeichen der Grosse

x'{ p'f'x_q'w } X

Gilt z.B. in (2.2.13) Gleichheit in Q, so ist X eine Lsung. § := s(w(x)) wirkt als "Transformations-
funktion" in der Losung X(8) von (2.2.H2).
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Wir wollen jetzt die Maximumprinzipien, wie sie in den Korollaren 1.6.1 und 1.6.2 formuliert
sind, mit Proposition 2.2.1 kombinieren. Dazu gehen wir von der Problemklasse (1.6.3") aus,
welche in einem beschrinkten Gebiet {2y eines Riemannschen Raumes mit einer konformen
Metrik g, = p(x) 8, gegeben ist. Als Hilfsproblem (2.2.H1) wihlen wir das lineare
inhomogene Randwertproblem

Aw+rw, +1

0 inQ

(2.2.14)
0 af 3Q, .

w

A. und r* sind in (1.6.6) und (1.6.7) definiert.

Mit der Losung w(x) des obigen Randwertproblems definieren wir eine P-Funktion der Form
(1.6.18) und wenden Korollar 1.6.1 an. (setze an den entsprechenden Stellen Af(u) := 1.) Wir
fassen das Ergebnis im folgenden Satz zusammen.

Satz 2.2.2 (Oberfunktion fiir Problem (1.6.3"), allgemeine Dimension N > 1)
Voraussetzungen:

(i) Sei X(S) eine Losung des folgenden eindimensionalen Randwertproblems:

06 (WO X ) +pfX) =0, 05§SSO;=,/2B‘ZM

(2.2.15)
X0) = X(s) = 0, (faus Problem (1.6.3"),  a:= Wy, +B,
2 2 1_2“33.
mit @F)=/1-25 [1+4/1-2 | y@=—1—2
2
2
1+ 1—--55-
undmax{wm.i‘;'—’}5|3<w. (2.2.16)
'

(ii) Bedingungen fiir das Maximumprinzip (Ungleichung (1.6.18) fiir Hilfsprob. (2.2.14) ):

My +—P 8" positiv semidefinit in Q 2.2.17)
w+p

( Mr.,,"l ist in (1.6.20), Korollar 1.6.1 definiert ),



- 75 -

b .
ki 20 (Def. siehe (1.6.11/12))

(iii) Bedingungen an die Nichtlinearitit f(u):

f0)20 wnd f(u)20 firu0

Behauptung: X(5) mit

§ :=s(w(x)) = \/ 2 (w(x) +B) (:"mu —-w(x))

¥ (2.2.18)
( w(x) Losung von (2.2.14) )
ist eine Oberfunktion in Qj, fiir das Problem (1.6.3") mit A = .

Beweis:
Die in (2.2.18) der Behauptung definierte Funktion s(w), 0 £ w < w___, mit der Bedingung
(2.2.16) an B besitzt eine Inverse w(s), welche wir in der Form

2
x:=w+[5=%(l+ 2 ) (2.2.19)

beniitzen werden. Wir bestimmen die Ansatzfunktionen ¢ und y der Voraussetzung (i), indem
wir die Ausdriicke auf der rechten Seite im System (2.2.8) berechnen. Dazu leiten wir die
Beziehung (2.2.18) in der Form (1.6.18) ab,

wl‘l\l.‘l

§S -2(w+|3)J

-1=5__1 (2.2.20)
(y+B)’

und setzen (2.2.19) ein. Es ergibt sich

_a /_bi]
sz—::t=sz 2{1+ -5 = . I_E
o
1[1+,f1—l§£}
2 a

Obige Beziehung (2.2.20) nochmals abgeleitet mit einer nachfolgenden Umformung ergibt

S Syy =




..

e

P = -2

xz

Somit erhalten wir fiir s2s,_, —q(w)s,, mit q(w)=1den Term

2 s
2 1-y1-%5-
S

Das System (2.2.8) fiir die Funktionen ¢ und y lautet somit

@(s) y(s) 1- -2—23

W) Y(s) = ——Y 8

Die Funktionen @ und v, die in Voraussetzung (i) definiert wurden, sind Losungen des obigen
Systems. Mit Hilfe der Proposition (2.2.1) und den Hilfsproblemen (2.2.14) und (2.2.15)
erhalten wir eine elliptische Gleichung in Qp der Form

2
AX +15 X, +pf(X) ={1v |V\:| Hgf(xnx% 1—2—:2 } (2.2.21)
S

Der erste Klammerausdruck auf der rechten Seite von (2.2.21) ist gemiiss Voraussetzung (ii)
nicht negativ. (Korollar 1.6.1, Maximumprinzip). Um das Vorzeichen des zweiten
Klammerausdruckes bestimmen zu konnen, definieren wir eine Hilfsfunktion y(s) gemiss
(2.2.10) durch

w(s)
: dy al 2 s ]
As):=exp) -& | ———2—— [ = ._._[1_ 1-28° |
T2 .[(y+l3)(wm—y) ‘/;5 a
Wieder mit Proposition (2.2.1) erhalten wir fiir die Funktion

k(s):=1(s){uf(X)+X‘;— -2 }

a
die Beziehung

k') =) X'(s) £y -



= U=

Mit der Voraussetzung (iii) an f(u) folgt

k’(s) £ 0, iﬁrOSsSso und
k() = 0.

Man beachte, dass die Losung X(5) des Randwertproblems (2.2.15) die Symmetrie X(-5) = X(5)
besitzt. Geméss dem Maximumprinzip muss das Maximum von X bei § =0 liegen. Das Minimum
wird im Punkt § = s, angenommen. Daraus folgt

X(8)<0 in 0<§<s,
Somit erfiillt die Funktion X(5) mit § = s (w(x)) das System

AX+P X, +pufX) <0 in Q
X =0 aufoQ,

d.h. X ist eine Oberfunktion in £y fiir (1.6.3") mit A=

Bemerkungen zu Satz 2.2.2:

1.  Unterfunktionen:
Aus der Bedingung (iii) an die Nichtlinearitdt f(u) folgt, dass X =0 eine (triviale)
Unterfunktion fiir (1.6.3") ist. Ersetzt man die Bedingung (iii) z.B. durch

(i) f(u)<0 und f'(u)20 firu20,

dann liefert die Konstruktion eine Unterfunktion. Es wird auf Abschnitt 2.3.2 verwiesen,
wo fiir f(u) folgendes gewihlt wird

fu):=-(1 +u)P -1<p<0.
2. Grenzfall B — « und "Konsistenz"
Wir bilden an den entsprechenden Orten in Satz 2.2.2 den Limes [ — oo und erhalten

den entsprechenden Satz fiir den Grenzfall.
Voraussetzungen:

(') Sei X(3) eine Losung des eindimensionalen Randwertproblems
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X“@)+pfX) = 0, DS’sSso:=,]2wm
X'(0) = X(sp) = 0, faus Problem (1.6.3’)

(2.2.15")

(") M;I positiv semidefinit in Q (Definition von M;l siehe (1.6.20))

b . ;
K in 20 (Bedingung unverindert)

@i f(0)20 und f(u)20 firu20  (Bedingung unverindert)

Behauptung: X(§) mit

s =s(w(x)) = J 2 (Wpex —W(x)) , w(x)Losung von (2.2.14)

ist eine Oberfunktion in Qg fiir (1.6.3") mit A = . (entspricht dem Ansatz (1.6.14) fiir P)

Um die Frage der "Konsistenz" zu beantworten, setzen wir im Ausgangsproblem (1.6.3")
p=1und b =0, k=1, ..., N ("euklidischer" Fall) und betrachten (1.6.3") in einem
(Hyper-) Streifen mit Breite 2. In dieser Situation erhalten wir aus dem Hilfsproblem
(2.2.14) fiir w_ . die Grosse

Wmax =

g
2

Obiger Wert in (2.2.15") als Intervallendpunkt eingesetzt ergibt s, = 8. Somit fillt das
eindimensionale Hilfsproblem (2.2.15") mit dem Ausgangsproblem zusammen. Fiir die
zur Konstruktion von X = X{s(w(x))} benutzte Funktion s(w) gilt die Identitiit:

SWK)) = { 2(Wpag - W(X) =x.
Die Funktion

1
(w+ B)2

gw)=

im Ansatz (1.6.15) bringt eine Verbesserung der konstruierten Oberfunktion X. Eine
"bestmogliche” Wahl von P ist durch die Definition (1.6.25) gegeben. Der Verbes-
serungseinfluss, welcher durch g erzielt wird, diskutieren wir in den numerischen
Beispielen des nachfolgenden dritten Kapitels.
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Obere Schranken fiir wy,,, und T,

Die Parameter w,,, und T, welche im Randwertproblem (2.2.15) der Voraussetzung (i) einge-
setzt werden miissen, lassen sich nur in ganz speziellen Situationen (euklidische Fille, Q
ein Streifen, Kreis oder gleichseitiges Dreieck) durch explizitc Formeln angeben. Wir
kinnen aber im Randwertproblem (2.2.15) obere Schranken &, fiir Wy, Tax cinsetzen, und
erhalten cine etwas schlechtere Oberfunktion. % und % bestimmen wir wieder iiber das Maximum-

prinzip fiir die gleiche P-Funktion der Form (1.6.18), wie sie fiir Satz (2.2.2) beniitzt
wurde. (sieche Beziehungen (1.6.42) bis (1.6.45) in Abschnitt 1.6.2).

Transformation des Hilfsproblems
Aus numerischen Griinden transformieren wir das Randwertproblem (2.2.15) der
Voraussetzung (i) mittels der Transformation

auf das dquivalente Problem

§0) (MO X) +pfX) = 0, 0<8<9, :=J§;_2amsm[%,/5wm ]

_ 4 (2.2.15T)
X(0) = X(8;) =0, =4

)

;ﬁ}, WO) =

o o 1
mit §3):=1+cos —_—

2 W)
Ueber die Riicktransformation

V=4a/2 afcsin[\/%'s']
erhilt man eine Losung fiir (2.2.15).

Oberfunktionen, die optimal sind, falls Q eine (Hyper-) Kugel ist.

Es ist klar, dass die Konstruktion gemiiss Satz 2.2.2 gute Oberfunktionen liefert, falls wir
Probleme in "streifendhnlichen" Gebieten betrachten. Fiir Probleme in (hyper-) kugel-
dhnlichen Gebieten miisste man eine andere P-Funktion zum Hilfsproblem (2.2.14)
definieren. Wir setzen

2
Pi=[Vwl 42w, wix)Losung. von (2.2.14),
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bzw.

2 w
Pi=gw)|Vwl + lj gy)dy, gw):=—L_ (siehe[8])
Nu w+f
falls man eine Verbesserung der konstruierten Oberfunktion erreichen mochte. Ein Ma-
ximumprinzip fiir obige P-Funktion mit g = 1 liefert uns eine Ungleichung der Form

=2

2
[Vwl|™ < w):= ‘r,m—%w{x) . 22.22)

Im euklidischen Fall (p =1 und bk=0, k=1, ..., Nin (2.2.14) gilt in obiger
Ungleichung Gleichheit, falls wir eine Losung in einem (Hyper-) Kugelgebiet einsetzen.
Setzen wir die obige Funktion s(w) im System (2.2.8) mit q(w) = 1 ein, so erhalten wir
fiir das Randwertproblem der Form (2.2.H2) bzw. (2.2.15) die Ansatzfunktionen

t|3(5)=%E , oy =Nt
N

i
SN -1
(vergleiche mit [23]) Das Hilfsproblem nimmt somit die Form

SIx) s N RX) = 0, 0STSs) =y

1
g (2.2.23)
X'(0)=X(s,) = 0

an (f aus Problem (1.6.3')). Sei X(5) eine Losung des obigen Systems. Dann ist

X(5) mit §:= } i;‘:m—-%w(x) , Ww(x)=Losung von (2.2.14)

eine Oberfunktion, falls die Nichtlinearitit f(u) die Bedingung (iii) von Satz 2.2.2 erfiillt
und der Tensor IVIN“1 (siche (2.2.17)) positiv semidefinit ist. Diese Oberfunktion ist eine
Liosung fiir Problem (1.6.3) mit p = 1 und alle bk = 0, falls das Gebiet Q eine (Hyper-)
Kugel mit Radius R ist. Man beachte, dass in diesem Fall das obige System (2.2.23) ein

Randwertproblem fiir die N-Kugel mit § ;=T =R/N und A= N}t ist

Obere Schranken fiir w_ ., welche optimal sind fiir eine (Hyper-) Kugel.

In [14] findet man andere obere Schranken fiir w_ ., welche wir als Parameter im
Randwertproblem (2.2.15) einsetzen konnen. Fiir ein Torsionsproblem der Form
(2.2.14) mit (p=1und alle b*=0, d.h. euklidischer Fall) wurde in [14] die Un-
gleichung
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\
Woax < % [—N] (2.2.24)

bewiesen. Dabei ist Vy das Volumen von Q und Sy das Volumen der N-dimensionalen
Einheitskugel. Gleichheit gilt, falls Q eine (Hyper-) Kugel ist mit Radius 1. Diese
Schranke ist nicht mehr "konsistent” mit der Oberfunktionenkonstruktion von Satz 2.2.2.
Sie kann aber trotzdem als obere Schranke z.B. im Randwertproblem (2.2.15"
(Grenzfall B — o) verwendet werden. Man erhilt damit gute Oberfunktionen, falls das
Ausgangsproblem (1.6.3') in einem "(hyper-) kugeldhnlichen Gebiet" gegeben ist. Falls
das Randwertproblem (2.2.15) zur Bestimmung von Oberfunktionen herangezogen wird,
so miisste man noch zusétzlich eine obere Schranke fiir T,,, cinsetzen, welche ebenfalls optimal

wire, falls Q eine (Hyper-) Kugel ist.

Wir behandeln den Spezialfall N = 2 wieder gesondert. Der folgende Satz ist dhnlich zu einem
Resultat in [29], welches eingangs dieses Abschnittes erwihnt wurde.

Satz 2.2.3 (Oberfunktionen fiir (1.6.3"), Spezialfall N = 2)
Voraussetzungen:
(i) Sei X(5) eine Losung des folgenden eindimensionalen Randwertproblems:

9® (WO X°) +pf(X) = 0, 0<§<sy= /-;-(1-6“"") 0225

X(0)=X(sy)) =0,  (faus Problem (1.6.3"),

: . ’ B s?
mit  §F) =yE), yE):= B

2k>.
und 0<sps—E8

tmn

(ii) Bedingungen fiir Maximumprinzip: (Ungleichung (1.6.19) fiir Hilfsproblem (2.2.14))

s
Vo [ 05 + “;—w,,] 8" positiv semidefinit in 2, (2.2.26)

(M; istin (1.6.31), Korollar 1.6.2 definiert),
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b
krnirl

2 0 (Def. siche 1.6.11/12)
(i) Bedingungen an die Nichtlinearitit f(u):

f(0)20 wund f()=0 fiiru20

Behauptung: X(5) mit

§:= s(w(x)) -\/ 2 (1-¢ POma- ) (2.2.27)

( w(x) Losung von (2.2.14) )

ist eine Oberfunktion in Qg fiir Problem (1.6.3") mit A = .

Beweis:
Der Beweis verlduft analog zum vorangehenden Satz. Die Funktion s(w) in der Behauptung
(2.2.27) hat die Inverse

w(s)=wm+—é—h1{l-£2s—J

Wir berechnen aus (2.2.27) die Ableitungen s, und s, und erhalten gemiss (2.2.8) das
folgende Gleichungssystem fiir die Ansatzfunktionen ¢ und .

¢(S)V(S)=[1-P—i—)

sy = -2 [1-E].

Eliminieren wir ¢ im obigen System, so erhalten wir einen Ausdruck fiir die logarittmische
Ableitung von y der Form

Als Losungen des obigen Systems finden wir die Funktionen @ und y der Voraussetzang (i).
Mit Proposition (2.2.1) und den Hilfsproblemen (2.2.25) und (2.2.14) ergibt sich eine ellip-
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tsche Gleichung fiir X(5) mit § = s(w(x)) der Form

2
EX+H‘x,k+pf(X)={1- |V‘:| }{[.Lf(X)+X‘15-}. (2.2.28)
s

Der erste Klammerausdruck auf der rechten Seite der obigen Gleichung ist gemiss
Voraussetzung (ii) (Maximumprinzip, Korollar 1.6.2) nicht negativ. Fiir den zweiten
Klammerausdruck definieren wir gemiiss (2.2.11) die Hilfsfunktion vy durch

B s

’KS) = 7 W.

Wieder mit Proposition (2.2.1) erhalten wir fiir k(s),

k(s) :=¥(s) f i f(X) + X’ ?}
die Beziehungen:
k'(s)= ¥s) X'(s) p £y,
k(0) = 0.

Fiir die Losung X(8) von (2.2.25) gilt (siche Beweis Satz2.2.2)): X(§)<0, 0<§< Sor

Daraus erhalten wir mit der Voraussetzung (iii) iiber die Nichtlinearitit f das folgende Glei-
chungssystem:

AX+P X, +pfX) €0 in Q
X =0 auf Q.

d.h. X = x{s(w(x))] ist eine Oberfunktion fiir (1.6.3") mit A = L.

Bemerkungen zu Satz 2.2.3:

1. Unterfunktionen
Es gelten die gleichen Bemerkungen wie in (1.) des vorangehenden Satzes 2.2.2 (X =0
ist eine triviale Unterfunktion).
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Grenzfall B = 0 und "Konsistenz"

Wir bilden an den entsprechenden Stellen in Satz 2.2.3 den Limes B — 0 und erhalten
folgenden Satz:

Voraussetzungen:

@) X"+pf(X) =0, 0<5<s;:=2Wngy
X'(0) =X(sy) = 0, (faus Problem (1.6.3"))

(2.2.25")

(i) M positiv semidefinitinQ,  (Def.vonM; siche 1.6.31)

k. 20  (unverindere Bedingung)

@ii") £0)20 und f'(u)20 fiir u>0 (unverinderte Bedingung)

Behauptung:
Sei X(5) eine Lésung von (2.2.25") mit Parameter p. Dann ist X(§) mit

§:=s(w(x)) == J2( Worax— W(x)) ,  wi(x)Losung von (2.2.14)

eine Oberfunktion in £ fiir (1.6.3") mit A = .

Analog zur Bemerkung 2. des vorangehenden Satzes bringt die Funktion
glw):=¢ e

im Ansatz (1.6.15) eine Verbesserung der im Satz konstruierten Oberfunktion. Wir
werden anhand numerischer Rechnungen in Kapitel 3 den Verbesserungseinfluss von
g(w) diskutieren. Eine "bestmégliche” Wahl von [ ist durch die Definition
2k,
B:=?-“ﬂ (siehe (1.6.35))

max

gegeben. Um die Frage der "Konsistenz" zu beantworten, betrachten wir ein Problem,
welches in einem Steifen £ mit Breite 28 der euklidischen Ebene gegeben ist (setze in
(1.6.3)p=1,und b* =0,k = 1, 2 .) In diesem Spezialfall gilt fiir (2.2.14)

Wmu=? (bzw. 50=8) "
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Damit fillt das eindimensionale Hilfsproblem (2.2.25) in der Voraussetzung (i) mit dem
Problem (1.6.3") zusammen. Die konstruierte Oberfunktion der Behauptung ist Losung.

3. Obere Schranken fiir wy,,, und T,
Der Bemerkung 3. des vorangehenden Satzes entsprechend miissen wir uns mit oberen
Schranken fiir W, und T, begniigen. Wir konnen im Hilfsproblem (2.2.25) obere Schranken %
und & fiir wy,, und T, einsetzen. W bestimmen sie iiber das Maximumprinzip fiir die P-Funk-
tion, die schon im Beweis des Satzes beniitzt wurde (siche Beziehungen (1.6.49) bis

(1.6.52)). Die konstruierte Funktion X = X {s(w(x))} in der Behauptung bleibt
Oberfunktion.

4. Transformation des Randwertproblems in der Voraussetzung (i):
Fiir numerische Berechnungen transformieren wir das eindimensionale Randwertproblem

(2.2.25) mittels
§:= % sin{\/gﬂ} (2.2.29)
auf die Form
Xe—Lt — _fX) =0, 0<8<0;=/2B amsin[ 1-g Plom ]

ws? (/B2 ) 2.2.25T)

y — - | d '
X(0) = X(9,) =0, =28 f aus Problem (1.6.3").

Setzen wir in der Losung X(9) die Riicktransformation

ity

ein, so erhalten wir eine Losung fiir das Hilfsproblem (2.2.25).

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir ein allgemeines semilineares elliptisches
Dirichletproblem der Form (1.3.2) mit A = 1 (siche Abschnitt 1.3). £ sei ein beschriinktes
Gebiet des Riemannschen Raumes RN. Zu diesem Problem definieren wir eine Klasse von
Hilfsproblemen der Art
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Av+r Vyetl+av =0 in Qp, mit a < & (siche Problem (2.2.H1) ff.)

(2.2.30)
v=20 aufBﬁR
und eine P - Funktion der Form
2 F 2 §
p=|Wyl +2J(l+uy)dy= 19v] +2v + av?. (22.31)
0

(@, und das Gebiet © sind identisch mit den entsprechenden Grossen im Ausgangsproblem

(1.3.2).) Das Maximum der Losung v(x) in £y bezeichnen wirmitv_ ..

Satz 2.2.4 (Erweiterung der Konstruktion von Ober- bzw. Unterfunktionen)
(i) Sei X(8) eine Losung des folgenden eindimensionalen Randwertproblems:

o® (VOX ) +£X) = 0,  0s§ss;:=JV,

(2.2.32)
X(0)=X(sy) = 0, (f aus Problem (1.3.2'))

mit o) =@ =y (1+ Vo) -as?  und Vou =2 Vpe + 0 V2,
(ii) Bedingungen fiir Maximumprinzip mit einen Ansatz (2.2.31) der P-Funktion:
FallsN>1: —(+R")  positiv semidefinit in Q@
FallsN=2: ¢ +K g -1 positiv semidefinitin Q,
(Rk] = kontravarianter Riccitensor, K = Gausssche Kriimmung von QR)

K+17v, 20 aufdQ, (vausserer Normalenvektor von dQ, mit givy, =1)

(i) fw)20 fir u=20

Behauptungen:
(i) Falls wir o < & so wihlen, dass gilt: f.x(X)—uZO fir 0<X <X S0 ist X(S) mit
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§ 1= S(V(X)) 1=y 2 (Vppee = V(X)) + @ (v, 2y — V3(X)) (2.2.33)

eine Oberfunktion fiir das Ausgangsproblem (1.3.2") (mit A = 1).

(ii) Falls wir cc< & so wihlen, dass gilt: f,x(X)—u:SO fiir 0 < X <X ., soist X(5) mit

§ = s(v(x)), siche Def. (2.2.33), eine Unterfunktion fiir (1.3.2")mitA =1,

(iii) Fallsin (1.3.2") r* =0 und fiir die Metrik By= 511 gewihlt wird (euklidischer Fall), und
Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 238 ist, so ist X = X{s(v(x))} eine Losung.

Beweis:

Vorerst sei bemerkt, dass der Wurzelausdruck in (2.2.33) fiir o < 8 wohldefiniert ist (Maximum-
prinzip fiir die P-Funktion der Form (2.2.31)). Wir beniitzen Lemma 1.4.3 und Proposition
2.2.1. Dazu bilden wir die Ableitungen s,, und s,vv von (2.2.33) und setzen die inverse
Funktion von s(v) in diese Ableitungsfunktionen ein. Die Rechnung (hier weggelassen) ergibt
fiir die Ansatzfunktionen @(s) und y(s) des Systems (2.2.8) folgende Form (setze q(v) := 1 +
av):

M) W(s) = (1 +0 vy )2—0‘.52

os)y’(s)= —as .

Als Losung erhalten wir die in Voraussetzung (i) definierten Funktionen

q:(s}=\|r(s)=\/(1+avw )2—1:5'.32 .

Mit Proposition (2.2.1) ergibt sich die elliptische Gleichung

2
AX+1 X, +(X) ={ 1__I_V:_|_} {f(x)+-s—'q>(s) w(s)} (2.2.34)
s

fiir X = X{s(v(x))}. Aus der Bedingung (ii) der Voraussetzung folgt, dass der erste Klammer-
ausdruck auf der rechten Seite von (2.2.34) nicht negativ ist. Dies folgt aus dem Maximum-
prinzip fiir die P-Funktion (2.2.31). Mit Hilfe von Lemma 1.4.3 konnen wir folgende
elliptische Ungleichungen in £, fiir P hinschreiben (setzte im Lemma g := 1 und f := 1 + av):



- 88 -

k
_ L*p,
FallsN21: AP-—% > 2(M4+RY)v,v, 20 nQ,

2
[Wvl

X 2
mit L5:=05P —2(1+av)vi-|W| 1*,

k
wo P, Kl .
falls N=2: ap-lv |*2=2[H+K0g“-r ]v.v,iao in Q
v

Z
mit o= P -2 (14 av—rv,, )vE- [Ov| 2.

Ueber die Gleichung (1.5.13) erhalten wir mit Voraussetzung (ii) die Beziehung

2
dP )
®__ (5"] (x+iv,) <0 af 3.
Mit Lemma 1.2.5 (Maximumprinzip) folgt P = P,,,, in einem Punkt, wo | Vv| =0. Somit giltdie
oben gemachte Aussage fiir den ersten Faktor auf der rechten Seite von (2.2.34). Um das

Vorzeichen des zweiten Klammerausdruckes verifizieren zu kdnnen, definieren wir eine
Hilfsfunktion

@(s) y(s)

5

k(s) i=s { f(X) + X’ } (setze in (2.2.11) ¥(s):= s).

Wieder mit Proposition 2.2.1 erhalten wir:

kK@) =sX(s) { fxX)-a },
k(0) = 0.

Fiir die Losung X(3) des Hilfsproblems (2.2.32) der Voraussetzung (i) folgt mit der Bedingung (iii)
X'(5)<0 fir 0<5<s,.
Falls wir im Hilfsproblem (2.2.32) a so wiihlen, dass f der Bedingung

£, (X)-a20 fir 0SX< Xy, , a<é

geniigt, so erfiillt X = X{s(v(x))} das System:
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AX+r°X, +f(X) S0 in Q

X=0 aufBQ.R.

Somit ist X eine Oberfunktion fiir (1.3.2") (mit A=1). Analog argumentiert man bei der
Behauptung (ii) (Unterfunktion).

Unter den in Behauptung (iii) gemachten Voraussetzungen ist der erste Klammerausdruck auf
der rechten Seite in (2.2.34) identisch 0. Das Hilfsproblem (2.2.32) fillt mit dem
Ausgangsproblem (1.3.2') zusammen.

(2.2.35)

Bemerkungen zu Satz 2.2.4

1. Transformation des Randwertproblems (2.2.32)
Falls a =0 ist, so ist (2.2.30) ein "Torsionsproblem”, welches zum Ausgangsproblem
(1.3.2") definiert wird. Das Randwertproblem (2.2.32) besitzt die Form:

X“@+f(X) =0, 0S5Ss):= {2V
X'(0)=X(s)=0.

Dieser Spezialfall ist als Grenzfall von Satz 2.2.2 bzw. Satz 2.2.3 (sieche Bemerkung 2.)
diskutiert worden.
Falls o # 0 ist, so miissen wir eine Fallunterscheidung machen:

1+ 0 Ve

= sin(Ja 9).

Sei a>0. Setze §:

Dann ist (2.2.32) dquivalent zu:

X®)+f(X) =0, 0<0<9
X(0)=X®,)=0, ‘=

- 1 5 1
mit ¥, :=—arcsin 1- ——— |.
" la (\/ (14 U V)’ ]

(2.2.32")




Se <0 See  §:= ' Vmmx gion| Mg 0 ).

Jiol

Dann ist (2.2.32) dquivalent zu:

X®)+fX) =0, 0% 135130

: (2.2.32")

X(0) = X(ﬂo) =0,

mit 9= 1 arsinh \[%—1 .
1] (I1-la| V)

Obere und untere Schranken fir v .
Das Hilfsproblem (2.2.32) in Voraussetzung (i) enthilt den Parameter v, der im

allgemeinen nicht explizit bekannt ist. Der Zusammenhang v . =v__ (o) kann in einem
Bifurkationsdiagramm dargestellt werden. Die Behauptung (i) gilt immer noch, falls wir
fUir vy, €ine obere Schranke 9 einsetzen. Damit wird der Endpunkt s,

Sy = Vo V9, V=204,

nach oben abgeschiitzt (setze das Ungleichheitszeichen "2" in der 2. Gleichung von
(2.2.35)). Eine (implizite) obere Schranke, welche konsistent ist mit der Konstruktion der
Oberfunktion in Behauptung (i), findet man als Losung der Ungleichung

“'m

) <R,
J Vm~2y—ay1

(siehe (1.6.38)). Falls o < 0 ist, so ergibt die Berechnung des obigen Integrals die
Bezichung

(2.2.36)

m[n,jq

= Jsjlale. mit Zg,, =1-10lvp,, . (2.2.36")
Wir bezeichnen die obere Schranke von v,, mit 9, welche wir als Losung der obigen Gleichung

2
erhalten, d.h. wir setzen in (2.2.36') das Gleichheitszeichen. ¥ := 2 9 + & ¥ ist die entsprechende
obere Schranke fiir V. (Definition von V__ . siehe beim Problem (2.2.32)). Als Losung



- 01 -

ergibt sich die Formel

p=1-1a19=2L, ——_ L )

1+Q

(2.2.37)

Mit der obigen Schranke 2 lisst sich eine obere Schranke 9 fiir den Integrationsendpunkt 8 im
Problem (2.2.32") angeben. Wir erhalten

3=_1 arsinh[ll_QzI] (2.2.38)
T 0 ) %
Die obere Schranke fiir v, lautet
0=L & <8 (2239
1+Q

Bilden wir in obiger Beziehung (2.2.39) den Limes o ./ 0 -, so erhalten wir

0= (2.2.40)

”lmpro

Dies ergibt die bekannte obere Schranke fiir ein "Torsionsproblem" (setze in (2.2.30)
o := 0, siehe [8]). Ueber die Beziechung

la|P=1-22

erhalten wir aus (2.2.37) die entsprechende obere Schranke fir V.,

2
¢ ][1_(12 J 2.2.41)

T Tar | 1+Q

Die Berechnung einer oberen Schranke fiir V. im Fall o > 0 erfolgt analog.

Im Teil (ii) der Behauptung sind untere Schranken fiir v, . einzusetzen. Wir geben hier
nur eine untere Schranke fiir Vmax a0, falls im Problem (22.30) a:=0undr*:=0
gesetzt ist. Den Laplace-Beltrami Operator ersetzen wir durch den gewohnlichen Laplace-
operator. Wir erhalten diese Schranke, indem wir die Ungleichung (Maximumprinzip)

|Vv] < s(v(x)) = {2 (Vynex — V(X))



=199 =
auf den Rand JQQ spezialisieren,

[vv| < 2¥m +

Wir integrieren obige Ungleichung entlang 0L, und verwenden die erste Greensche
Identitéit. Daraus folgt eine untere Schranke fiir v, der Form

2
1( 191

| Q 1ist das (euklidische) Flichenmass des Gebietes Q und | 92 | ist das Lingenmass des
Randes oQ2.
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2.3 Einige Anwendungen und Folgerungen

2.3.1 Untere Schranken fiir den kritischen Wert A* der inhomogenen
Gelfand-Gleichung

Wir wollen die Resultate des letzten Abschnittes auf das Problem

0 inQcE"
0 auf 3Q

Au+b5X)u, +Ap(x) e’

2.3.1)

u

anwenden, mit
a) p>0 in QUAQ
b*=0 k=1,...,N (Inhomogene Probleme ohne konvektiven Term b*u,,),
oder
b) p=1/o, 6>0 in QUIQ
b*=0,/0 (Probleme mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck (o(x)u,y),.

Fiir b¥ = 0, p = 1 wird die Differentialgleichung auch etwa Gelfand-Gleichung genannt. Die
obige Problemklasse gibt Anlass zur Einfilhrung einer konformen Metrik gemiss dem
Vorgehen in Abschnitt 1.6.1. Aus der Literatur ist bekannt, dass fiir den obigen Problemtyp
ein kritischer Wert A" existiert, welcher die Eigenschaften (i) bis (iii) besitzt, die zu Beginn
von Abschnitt 2.2 formuliert wurden (siehe auch [13], [17] und [18], wobei in diesen zitierten
Arbeiten nur homogene Probleme betrachtet werden). Die oben erwéhnte Eigenschaft (i) ldsst
sich fiir das Problem (2.3.1) noch etwas erginzen:

(i) Falls N =1, 2 ist, so existieren fiir 0 <A < A" genau zwei (positive) Losungen.
Falls N=3,4, ..., 9 und Q eine (Hyper-) Kugel ist, dann existiert sogar ein Wert A_, so
dass unendlich viele (positive) Losungen existieren (siehe Grafik 1).

Wir werden im 3. Kapitel dieser Arbeit einige Bifurkationsdiagramme Il u Il _ = Fkt(A) fiir ein
(Hyper-)Kugelgebiet berechnen. Im Hinblick auf die in den Anwendungen wichtige Stabili-
titsfrage ist es klar, dass wir eine Losung der obigen Problemklasse immer als stationdre
Losung eines zugehorigen parabolischen Problems betrachten (siehe Definition 2.1.6 und die
zitierten Sitze 2.1.7 und 2.1.8).
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u, =Au+ bk(x)u,k+ Ap(x)e” 0 Qx(0,T)
u=0 afdQx(0T) 2.3.1
u(x,0) = uy(x) (geeignet gewihlte Anfangsbedingungen)

Die Gelfand-Gleichung kommt z.B. in der technischen Chemie und weiteren Gebieten der
Naturwissenschaften vor (siehe auch [6]). Sie ist auch in der Differentialgeometrie von
Bedeutung (siehe [3]). In [2] und [12] und den angefiihrten Referenzen findet man obige
Gleichung vom Standpunkt der Ingenieurchemie erldutert. In [19] werden mathematische
Fragen ertrtert, welche durch Probleme der Art von (2.3.1) gestellt sind. Man stdsst auf die
Gelfand-Gleichung, indem man z.B. thermische Selbstentziindungsprozesse eines chemisch
aktiven Gemisches von Gasen betrachtet. Dieser Prozess wird mit einem semilinearen
parabolischen Reaktions-Diffusionssystem fiir die Konzentration C = C(x,t) und Temperatur T
= T(x,t) beschrieben. Das Gleichungssystem lautet (siehe [19]):

L _ KAT+qf(T.C) in Qx(0.T)
a @232)
% = DAC-¢f(T,C) in Qx(0,T).
Als Randbedingungen wird
T = T, af dQ (konstante Temperatur auf dem Rand),
_%_ = 0 af dQ (Rand undurchlissig)

gesetzt und die Anfangsbedingungen T, und C, werden geeignet gewihlt. Die Parameter
bedeuten folgendes:

k: Temperaturleitfihigkeit

D: Diffusionskoeffizient

€: Geschwindigkeitskonstante der Reaktion
q: Konstante der Wiirme

Es sind im Prinzip zwei Prozessabliufe moglich. Entweder ist nicht geniigend Zeit da, um die
Hitze, die von der Reaktion erzeugt wird, abzufiihren. Dieser erste Prozess fiihrt zu einer
thermischen Selbstentziindung (z.B. wenn das Reaktionsgebiet zu gross ist). Im andemn Fall
stellt sich rasch ein stabiles Gleichgewicht ein, zwischen der Wiarmeproduktion, erzeugt durch
den chemischen Prozess, und der Wiarmeabfiihrung. Die folgende Frage geht zuriick auf Ja.
B. Zel'dovic und D. A. Frank-Kamenetskii (1947/48):
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Unter welchen Bedingungen (Grosse des Reaktionsgebietes, Anfangsbedingungen) stellt sich
ein Gleichgewicht ein? Dieses chemische Gleichgewicht kann durch eine stationfire Losung
eines parabolischen semilinearen Systems beschrieben werden. Ein approximatives Modell fiir
den zweiten Prozess finden wir dadurch, dass wir eine Losung O-ter Ordnung C, von

DAC= 0 inQ
L.
= 0 af 3Q

in die Temperaturgleichung des Systems (2.3.2) einsetzen. C ist konstant, d.h. wir vernach-
lissigen den Konzentationsteil, welcher durch die Verbrennung weg geht. Somit erhalten wir
aus dem System (2.3.2) nur noch ein Anfangswertproblem der Form

ar .
* kAT+qf(T,C,) in Qx(0,T) 233)
T

T, af a9,

mit Anfangsbedingung T(x,0) = T,(x).
Die Grundgesetze der chemischen Kinetik und weitere Betrachtungen legen die Nichtlinearitit
f(T,C,) fest. Dies fiihrt uns auf die (zeitabhingige) Gelfand-Gleichung

ar T
x AT+Ae nQ

(2.3.4)

T=T

o auf a9,

mit Anfangsbedingung T(x,0) = T,(x). Fiir den Eigenwertparameter ist A := R2qe/k zu setzen.
R ist eine charakteristische Linge fiir das Reaktionsgebiet, z.B. der Radius der grossten
einbeschriebenen Kugel von Q. Das Problem (2.3.4) ist also nur ein approximatives Modell
fir die Temperaturfunktion T = T(x,t). Im Hinblick auf die Frage von Zel'dovic und
Frank-Kamenetskii interessiert uns fiir Problem (2.3.4) folgendes:

Man gebe eine gute untere Schranke " fiir den kritischen Wert A* an, fiir welche eine kritische
stationdre Losung T* existiert (Grenze, wo "Explosion" eintritt). Dazu konstruiere man eine
"gute" Oberfunktion X, so dass die Losung des zugehorigen parabolischen Problems (2.3.4)
mit den Anfangsbedingungen

Tx0)=T,x)=X(x) in Q

gegen eine stabile Gleichgewichtslosung konvergiert.
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Wir behandeln zuerst den homogenen und ebenen Fall N = 2 und nehmen die zeitunabhiingige
Gelfand-Gleichung zum Ausgangspunkt (setze in (2.3.4) T := u).

Au+die"

n

0 inQ

2.3.5)
0 auf 9Q

u

Um mit entsprechenden Formeln in [24] (siche dort Abschnitt 4) vergleichen zu konnen
betrachten wir zu (2.3.5) ein Hilfsproblem (Torsionsproblem) der Form

Aw+2

0 inQ Qaus 2.3.5)

(2.3.6)
0 af dQ.

w

Wir wollen fiir das obige Torsionsproblem nicht ein Maximumprinzip fiir eine P-Funktion der
Form (1.6.14/15) definieren, sondern direkt von der Ungleichung

|Vw |2 < sz(w) = O (Wppax — W(X)) 2.3.7)

ausgehen (Beweis siehe [24]). Dabei wurde gesetzt:

M .
a:=a°:=2|:l+ 1-22‘: , falls Q nicht konvex,
M .
a=2|1+_/[1-—2n0 , falls Q konvex,
2Woax

3
mit M, = ‘BE k|Vwl (k = Kriimmung der Randkurve 0Q),

w, = min { W, ) (A = Anzahl der kritischen Punkte, wo Vw = 0 ist).

1<ksA

W ist bei nicht konvexen Gebieten im allgemeinen nicht explizit bekannt und M, kénnen wir
nur fiir wenige Spezialfille explizit angeben. Fiir praktische Zwecke bendtigen wir eine untere
Schranke fiir M_ . . In [24] wurde eine untere Schranke der Form

k .
M. 2>-T8 (2.3.8)

min 3

Kenax

angegeben. k. und k__ sind die minimalen und maximalen Werte der Kriimmung k der
Randkurve 9. Es gilt Gleichheit in (2.3.8), falls Q ein Streifen oder ein Kreisgebiet ist. Wir
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setzen die untere Schranke (2.3.8) in die entsprechende obige Formel fiir o ein und erhalten
die Ungleichung

2
| Vw| ™ < s3(w) i=a (Wpngy — W), 2.3.9)
k_
mit a:=2| 1+ 1—+ , falls Q konvex ist.
2 Kax Winax

Korollar 2.3.1 (untere Schranken fiir A* der homogenen Gelfand-Gleichung (2.3.5), N=2)

Voraussetzung:

Wir definieren ein eindimensionales Randwertproblem der Form

*'I’G)(\Iﬁ)x')‘**%uex = X"+ 4*a¥+%ucx =0, 0<5<s)i= /AWy
a a

a
(2.3.10)
X)) = X(sc} = 0,
4-a 2
mit ¥(5) ;=5 *  und o(5) == %i(lﬁ (Definition von a siche (2.3.9)).

Behauptung:
Sei X" die kritische Losung zum kritischen Wert u* des obigen Problems (2.3.10). Dann ist X'(5)

mit
§ = S(W(X)) = {8 (Wygy — WX)) 23.11)
eine Oberfunktion fiir die Gelfand-Gleichung (2.3.5) mit A=p". Es gilt insbesondere
Upney = MAX U(x) € X ax (2.3.12)
und
w <A’ (Q). (2.3.13)

Gleichheit in (2.3.12/13) gilt, falls Q ein Streifen (a = 4) oder ein Kreisgebiet (a = 2) ist.
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Beweis:

Mit der Definition (2.3.11) fiir s(w) hat das System (2.2.8) fiir die Ansatzfunktionen @ und y
die Form (setze q(w) :=21)

®(s) Y(s) = (s s,y )= —’f-

POV = 5 5= 25 = & 452,

Eliminieren wir ¢ im obigen System, so erhalten wir eine Differentialgleichung fiir die
logarithmische Ableitung von v,

(s YV _14-a =[In(s(4_’)"’)].

Als Losungen ergeben sich die Ansatzfunktionen @ und y des Hilfsproblems (2.3.10). Wir
erhalten mit Proposition (2.2.1) eine elliptiche Gleichung fiir X = X {s(w(x))} der Form

2
Ax+uex={1— |vwl }{uchslr}. (2.3.14)

Mit der Ungleichung (2.3.9) folgt, dass der erste Faktor auf der rechten Seite von (2.3.14)
nicht negativ ist. Fiir die Bestimmung des Vorzeichens des zweiten Klammerausdruckes auf
der rechten Seite von (2.3.14) definieren wir k(s) durch

k(s) = ¥(s) { neX+ %r} ,
mit ¥(s) :=s¥* (Formel (2.2.10) mit q(y) := 2 und s%(y) = a (Wpnax - ¥) )-

und erhalten die Bezichungen (siehe (2.2.12))

(s) X'(s) p e*
0.

k’(s)
k(0)

Die Losung X von (2.3.10) ist eine gerade Funktion. Somit gilt (Maximumprinzip)

XS0 fir0s§ss,,

d.h. wir erhalten fiir X = X{s(w(x))} das System



AX+peX<0 inQ
X=0 aufoQ.

Falls X eine Losung von (2.3.10) mit Parameterwert | ist, so ist X(8), § definiert in (2.3.11), eine
Oberfunktion fiir das Ausgangsproblem (2.3.5) mit A = p. Insbesondere gilt diese Aussage
auch fiir die kritische Losung X* = X*(s(w(x))} zum Parameterwert 1* von (2.3.10). Somit
gelten die Ungleichungen (2.3.12) und (2.3.13). Es tritt in zwei Fillen Gleichheit ein. Falls
das Gebiet Q ein Streifen mit Breite 23 ist, so gilt fiir das Torsionsproblem (2.3.6)
2 ) 2
wx)=8 —-x°, wp,=08, a=4 M. =0).

min

Falls Q ein Kreis mit Radius R ist, so gilt fiir (2.3.6)

2
w(r)=%(kz-rz). w,,,.,=-‘-‘2—, a=2 (M_ =R".

mun

In beiden Fillen ist das Hilfsproblem (2.3.10) identisch mit dem Ausgangsproblem.

Bemerkungen zu Korollar 2.3.1

1. Korollar 2.3.1 ist eine Erweiterung des erwihnten Resultats aus [24] auf eine Klasse von
nichtlinearen Problemen, deren Nichtlinearitit die Bedingung (H) (siche Abschnitt 2.2)
erfiillt. Um eine Erweiterung auf die eingangs dieses Abschnittes formulierte Problem-
klasse (2.3.1) mit den Inhomogenititen p(x) (bzw. 1/0(x) fiir den selbstadjungierten Fall)
zu erhalten, miisste man zuerst eine Erweiterung der Ungleichung (2.3.9) beweisen.
Unter gewissen Voraussetzungen diirfte die Erweiterung vermutlich folgende Form
besitzen:

IVwI2 <2 (Wpgy — W(X)) ,

.
mit a:= 2[ 1+ 1= —{""‘— ] , falls X 20 ist. (Konvexititsbedingung).
2 Krvax Winax
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|vw|”
p(x)

2 - 12 2
Dabei ist zu setzen: |Vw| = bew. |Vw| =o(x) |Vw| fiir den selbstadj. Fall

9
H+ananE

und X:=
P

bzw. E:=JE[H+%]11 /o ] fiir den selbstadj. Fall,

mezznﬂn_c, Emin:rgg:ﬁ.

2. Die kritische Losung X* zum Parameterwert pu° des eindimensionalen Hilfsproblems
(2.3.10) lisst sich durch einen (impliziten) geschlossenen Ausdruck von transzendenten
Funktionen angeben (sieche [14] und [23]). Wir werden jedoch im Numerikteil dieser
Arbeit j1° mit einem Newtonverfahren berechnen.

Wir betrachten als nichstes die Gelfand-Gleichung (2.3.1) Fall a), N > 1 mit der
Inhomogenitidt p(x) >0 in QUIQ und b =0,k =1, ... ,N und fassen die Ergebnisse im
folgenden Korollar 2.3.2 zusammen.

Korollar 2.3.2 ( Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mitp >0 und b*=0,N> 1)

Voraussetzungen:

(i) Definition des eindimensionalen Randwertproblems (siehe Bemerkung 4 von Satz 2.2.2)
Sei X" (®) die kritische Lsung zum kritischen Wert j1* des Randwertproblems

30 (U)X ) +pe¥=0, 0<9<d
. N (2.3.15)
X(©0) = X@® =0, -=4

it @ = L {1 "_—L
mit H(D) : 1+cos[J§13J und Y(9): q;(ﬁ)'

Dic Parameter 8 und 4 sind wie folgt zu definieren:
Falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 28 ist, so wihlen wir fiir dund 4
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&
L1 -0 ud '3:=JJP(Y) dy,
0

Ja
andernfalls setze man (siche Beziehungen (1.6.42) bis (1.6.46))
A A
ﬂ:z% arcsin[z 2_ ] wobei 2 Lésung ist von
1+%

zarctan(z) = 0.5 . R, ist,

_ B . H+%}nﬁ
mit K o= I'Sﬂd'l? (2.3.16)
Q
Rs:=u&aa[m£mch . (2.3.17)

Aus den folgenden Hilfsgréssen

p=_2 22;' B'i=~:e——, G’FB'QZ- ﬁi"ma"{ﬁl'a’}'
Kin 144 L

wird 4:= % + B definiert.

(i) Voraussetzungen fiir Maximumprinzip (sieche Bemerkung Sc von Korollar 1.6.1):
~N-2)(1n/p ), (1n/p ),-a(I /5 )8"  positiv semidefinitin

X 20  (Konvexititsbedingung an den Rand o€2).

mn

Behauptungen:
(i) Esexistiert eine asymptotisch stabile Losung u(x) der inhomogenen Gelfand-Gleichung
(2.3.1) Fall a) mit

0 <u(x) < X'(0) = X;y in Q

(i) w<A'(Q)
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(iii) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit, falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 28
ist und im Problem (2.3.1) Fall a) p =1 gesetzt wird.

Beweis:

Eine Oberfunktion konstruieren wir gemiiss Satz 2.2.2 (setze dort als Nichtlinearitit f(X):=eX).
X = 0 ist eine (triviale) Unterfunktion. Die Existenz einer Losung u(x) folgt aus Satz 2.1.4 und
die asymptotische Stabilitiit aus Satz 2.1.7. Um einen Vergleich mit der Arbeit [24] anstellen
zu konnen, beachte man, dass hier das Hilfsproblem der Form (2.2.H1) wie folgt gewihit
wird:

]
[=]

Ew+1*w,k+2 in Q, Metrik: g, :=p(x) 3, )

auf 3Q

£
n
(=}

mit Aw=g'w, = %_W+N‘;2 (n/p ),kw,k
* = _¥( nJp )., -

Somit sind die Formeln (1.6.40) bis (1.6.46) zur Bestimmung der oberen Schranken & und % so-

wie Hilfsproblem (2.2.15) und Definition (2.2.18) fiir s(w(x)) an den entsprechenden Stellen
mit einem Faktor 2 zu korrigieren. Die Definition von

B=(p, &)

ist notwendig, damit die in Satz 2.2.2 konstruierte Oberfunktion X = X(5) mit § := s(w(x)) (siche
(2.2.18)) in Q definiert ist. (s(w) muss in (0, w,,,.) invertierbar sein.) Diese Schwierigkeit hat
man beim folgenden Korollar fiir den Spezialfalall N = 2 nicht.

0

Bemerkung zu Korollar 2.3.2
Fiir die selbstadjungierte Form der Gelfand-Gleichung (2.3.1) Fall b) sind die Voraus-

setzungen des Korollars an den entsprechenden Stellen zu éindemn.

(i") Folgende Grssen sind zu dindern:
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5
3 :=J' L _dx, falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 28 ist,
0

o(x)
k’min:=rgg|ﬁ[}{+%hﬁ], (23.16)
Q
Ry = pa | i, [ A=ar | (23.17)
¥

(ii') Die Voraussetzungen fiir das Maximumprinzip lauten (siche Bemerkung 5 Korollar
1.6.1):

K 4 (O'(N+2m )‘kl + Ao 51']

N~ N+2 SO 20 positiv semidefinit in €2,

X . 20.

Fiir den Spezialfall N = 2 gilt zusitzlich das nichste Korollar 2.3.3.

Korollar 2.3.3 (Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mitp >0
und b* =0, k=1,2; N = 2)
Voraussetzungen:
(i) Definition des eindimensionalen Randwertproblems (siche Bemerkung 4 von Satz 2.2.3)
Sei X‘(ﬁ) die kritische Ldsung zum kritischen Wert j1* des Randwertproblems:

K X

X+ X=0, 0<9<9H
(VB o)
cos’ B (2.3.18)

. A N d
X0) =X =0, === .
(0) = X(9) 7y

Die Parameter & und ﬁ sind wie folgt zu definieren:

Falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 25 ist, so wahlen wir fir 0 und f:
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)

ﬁ:=0 und %:=J,}p{y) dy ,

andernfalls setze man (siche Unterabschnitt 1.6.2, Beziehung (1.6.49) bis (1.6.52)):

X
$=Loamsin(8), oB=-m0  wobeid

\/E 2

Losung der goniometrischen Gleichung

zartanh(z) = X_. R

min B

k+%]nﬁ
istmit X . =mgink, , kg=——3—3-——-—_ (geoditische Kriimmung).

Rs ist in (2.3.17) definiert.

(ii) Voraussetzungen fiir Maximumprinzip (sieche Bemerkung 4c von Korollar 1.6.2):

An(/p) <0 inQ

K .20 (unveriinderte Bedingung gegeniiber Korollar 2.3.2).

m

Behauptungen: (identisch mit Korollar 2.3.2)
(i) Es existient eine (positive) asymptotisch stabile Losung u(x) der inhomogenen Gelfand-
Gleichung (2.3.1) Fall a) mit

0<u(x)< X' (0)=X , in Q

(ii) W< A(Q)

(iii) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit, falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 28
ist und im Problem (2.3.1 Fall a) p = 1 gesetzt wird.

Beweis:
Der Beweis verlduft dhnlich wie in Korollar 2.3.2. Wir beniitzen Satz 2.2.3 fiir die
Konstruktion einer Oberfunktion und Korollar 1.6.2 fiir das Maximumprinzip. X = 0 ist eine
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(triviale) Unterfunktion. Gemiss Satz 2.1.4 existiert eine Losung, welche nach Satz 2.1.7
asymptotisch stabil ist.
Bemerkungen zu Korollar 2.3.3
Analog zur Bemerkung des vorangehenden Korollars lisst sich das obige Resultat auch auf

eine selbstadjungierte Form der Gelfand-Gleichung ((2.3.1) Fall b) iibertragen. In Voraus-
setzung (i") sind die Parameter iiber die Geometrie von £ zu ersetzen durch:

% o =min kg, kg=13[k+%1n4’3 ]

Q
R s

Die Voraussetzung (ii) fiir das Maximumprinzip ist gemiss Bemerkung 4 b zu Korollar 1.6.2
wie folgt zu ersetzen:

(i) wf;‘+%(1+o,,w.,)a” positiv semidefinitin £,

AO'SH

- S 1
It M:I.——(lnﬂ'),kl+d2——o_-

X .20,

min

w(x) ist die Losung des folgenden Hilfsproblems (siehe Beweis Korollar 2.3.2), welches
wir beziiglich dem Riemannschen Raum mit der konformen Metrik

3

3 ik

Bk ™™ 5x)
darstellen:

Ew+1*w,k+2 =0 inQ
w=0 af 0Q,

mit Aw=0Aw wnd *=0, (SpezialfallN=2).
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2.3.2 Untere Schranken fiir den "Dead-Core" Wert ®° der inhomogenen
Reaktionsgleichung p-ter Ordnung

Wir betrachten in einem beschriinkten Gebiet Q des euklidischen Raumes EN, N =1, 2, 3,
4, ... die folgende stationire Gleichung einer Reaktion p-ter Ordnung:

0 inQcE
1 auf 0Q,

Au+ b x)u, - D’p(x) P
2.3.19)

u

mit (siche Problem (2.3.1))
a) p>0 in QUIQ
b=0 k=1,...,N (Inhomogene Probleme ohne konvektiven Term b*u,, ),
oder
b) p=1l/c, 6>0 in QuAQ
b* = 0,/c (Probleme mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck (5(x)u,,),,)-

Die obigen Dirichletprobleme beschreiben einen isothermen Diffusions-Reaktionsvorgang
einer chemischen Substanz (Reaktant), welcher sich im chemischen Gleichgewicht befindet.
u(x) ist ein Mass fiir die Konzentration in . Man stelle sich vor, das Gebiet Q enthalte einen
Katalysator, welcher eine irreversible chemische Reaktion eines Reaktanten erméglicht. Der
Katalysator ist ein Stoff, der in der stéchiometrischen Gleichung der Reaktion (und somit auch
in der obigen Gleichung (2.3.19)) nicht enthalten ist. Die Dirichletrandbedingung: u =1 auf
0L bedeutet, dass das Reaktionsgebiet Q im "Bad" eines Reaktanten mit konstanter Kon-
zentration liegt. Der Reaktant kann ungehindert durch die Oberfliche 0Q treten und in das
Innere von Q diffundieren. In der Problemklasse (2.3.19), Fali a) hingt die "Reaktionskon-
stante” vom Ort x € Q ab, wogegen in der Problemklasse (2.3.19, Fall b) der Diffu-
sionskoeffizient nicht konstant ist. Man spricht von nicht uniformen katalytischen Gebieten Q.
Der Parameter ®2 wird in der Chemieliteratur als Thielemodul bezeichnet und ist definiert
durch

2
2 kL
¢ ===
D
mit D: Diffusionskoeffizient,

k:  Geschwindigkeitskonstante der Reaktion,
L: typische "Linge" fiir das Reaktionsgebiet 2.

Aus dem Maximumprinzip folgt u < 1 in Q, d.h. die Konzentration des Reaktanten ist im
Innem von €2 immer kleiner als auf dem Rand 0€2. Es ist moglich, dass fiir gewisse Stoffe die
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Reaktion gegeniiber der Diffusion iiberwiegt. Die Konzentration des Reaktanten fillt im Innemn
des Gebietes ab, und iiber die Diffusion kann nicht geniigend Stoff von aussen her
nachgeliefert werden. Fiir gewisse Werte von p und @ ist es moglich, dass die Konzentration
u(x) in einem Teilgebiet Q, C € identisch verschwindet. Das Gebiet Q, (19Q,1#0) wird

als "Dead-Core" bezeichnet. Im folgenden soll die Frage beantwortet werden, unter welchen
Bedingungen ein "Dead-Core" eintreten kann. Wir bezeichnen den Thielemodui, wo ein
"Dead-Core" entsteht, mit ®* und die zugehdrige Losung mit u®. u® ist die Losung, die in
genau einem Punkt x, € Q null wird (ein einpunktiges "Dead-Core"). Wir interessieren uns
somit fiir untere Schranken p* von ®°, die fiir ein Grenzgebiet (Q ein Streifen) optimal sind.

Vorerst diskutieren wir den eindimensionalen und homogenen Fall

u"(x)—(!)zup 0 Ixl<d
(2.3.20)

u(+9) 1.

Es geniigt, das Problem im Intervall | x [<&:=1 zu betrachten. Probleme mit Thielemodul
@', welche in einem allgemeinen Intervall [-3, 8] formuliert sind, werden iiber eine Aehn-
lichkeitstransformation auf Problem (2.3.20) mit & = 8’ zuriickgefiihrt. Die Lésung u(x) ist
eine konvexe und gerade Funktion. Falls u_, ,

Unin = mu‘ll u(x)
positiv ist, so wird dieses Minimum nur im Punkt x = 0 angenommen. Falls u_, =0 ist, so
kann ein Intervall | x | < @ existieren, in welchem u = 0 ist. Die Lésung braucht nur im
Intervall [@, 1], ® >0 analysiert zu werden.
Wir betrachten zuerst eine isothermische Reaktion 0-ter Ordnung (p = 0). Sie wird durch das
folgende System beschrieben:

.-

®°, fallsu>0
inIxl<1, (2.3.21)

0 , fallsus<0

mit den Randbedingungen u(xl)=1.

Die Losung von (2.3.21) hat folgende Form:

2 2
%xh(l-%-), falls < ®°

u(x) =

Ix|-® -
H(le—m)u'[ -® ]. falls ®> " ,
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wobei wir fiir den kritischen Wert ®°,
und fiir die kritische Lésung u”,

zu setzen haben. @ > 0 ist durch die Relation
(1-©)®=0", fls &> (2.3.22)

bestimmt. H ist die charakteristische Funktion (auch Heavisidsche Sprunkfunktion genannt).
Man beachte, dass eine Liésung, welche ein "Dead-Core" besitzt, nicht CAQ) ist.
Sei nun p #0 und u_;, > 0. Wir multiplizieren (2.3.20) mit u” > 0 und erhalten

3. a2 2 [uwl_uw_l]
W)= &' Lo o8

Eine weitere Integration liefert uns eine implizite Darstellung
u(x)
I du
} 1 p+l
uITI n upf - umll'l

fiir die Losung u(x). Wir setzen in der obigen Formel (2.3.23) x = 1 und erhalten die
Beziehung @ = ®(u_, ), welche in einem Bifurkationsdiagramm dargestellt werden kann

(siche Grafik 3).

=(oy2p+D ) x (2.3.23)

(2.3.24)

1
_ [p+1 du
(D(umi'“) 2 I [pH1 p+l ‘
u_. u _umin
min

Ueber die Transformation

fiihren wir das Integral in (2.3.24) auf die Form
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(1-py2
o-Unm) 505, 05p+1), mtxi= 1= (U ) (23.25)
J2(p+1)
zuriick. B, ist die unvollstéindige Beta Funktion und ist durch das Parameterintegral
b3
B(a,b) :=I:“‘(1-t)"‘ 't (2.3.26)
0

definiert (siehe [31]). Die vollstéindige Beta Funktion (x := 1, bzw. u_. = 0) konvergiert nur,
falls |p < 1. Wir diskutieren die Beziehung (2.3.25) fiir einige p - Werte:

i p21: Das Integral in (2.3.25) divergiert fiiru_, — 0, d.h fiir jedes ® >0 hat
Gleichung (2.3.25) genau eine Losung u_, > 0. Es tritt kein "Dead-Core"
auf.

Falls p = 1 ist, lautet die Losung (lineares Problem)

o cosh (dx) _ 1

M) ® Ve oot D)

(i) 0<sp<1: Das Integral in (2.3.25) konvergiert fiir u_, — 0 gegen den kritischen
Wert

P - Ul ) (2.3.27)

1-p

Falls @ < ®", existiert genau eine Lsung u(x) mit Unir> 0. Andererseits
tritt fiir @ > ®° eine Losung mit einem "Dead-Core" der Form

u(x) = H(I x |- ) u'[ ";'_‘m“’) (2.3.28)
auf, wobei @ > 0 durch die Relation (2.3.22) bestimmt ist. Die kritische
Losung u®(x) zum oben definierten kritischen Wert ®° (siehe (2.3.27))
lautet

2

T (2.3.29)

(iii) -1 <p<0: Die rechte Seite der Beziehung (2.3.24) konvergiert ebenfalls wie unter
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(ii) gegen den kritischen Wert ®° (siche (2.3.27)). Es gelten die gleichen
Aussagen wie unter (ii), mit dem Unterschied, dass fiir ein Intervall ®*<
® < e nicht nur die "Dead-Core" Losung, sondemn noch zwei weitere Lo-
sungen mitu_. > O existieren (siche Figur 1 in Abschnitt 3.3).

ivy p—-1: Fiir die kritische Losung u* gilt (siehe (2.3.27) und (2.3.29))

u* = Ixl, firpo>-1 (dh. ® - 0).

Fiir (inhomogene) Reaktionsgleichungen p-ter Ordnung, die in einem allgemeinen beschriink-
ten Gebiet Q des k-dimensionalen euklidischen Raumes E¥ , k = 2,3, ..., N formuliert sind,
erwarten wir unter gewissen Voraussetzungen iiber dQ und der Inhomogenitit #hnliche
Aussagen, wie in den Bemerkungen (i) bis (iv) (siehe Korollar 2.3.4). Im folgenden Korollar
2.3.5 geben wir untere und obere Schranken p* fiir den kritischen Wert ®° an. Um Satz 2.2.4
aus Abschnitt 2.2 direkt anwenden zu k&nnen, filhren wir zuerst eine Transformation

U:i=u-1

durch. Damit kénnen wir die Problemklasse (2.3.19) auf eine Form mit homogenen Randbe-
dingungen bringen.

0 inQcE'
0 auf 3Q,

AU + b @)U, - ®*p(x) (1 + UY
(23.19)
U

(Definitionen von p und b siehe die beiden Fille a) und b) beim Problem (2.3.19)).
Die kritische Losung U” ist wie folgt charakterisiert:

Es existiert genau ein Punkt x € Q mit: —1< U”in Q\ (x;} und U'(x))=-1.

Korollar 2.3.4 (Nichtexistenz eines "Dead-Cores" falls p > 1, untere Schranken fiir ®*
falls —1 < p <0 und obere Schranken fiir ®* falls0 <p<1)

Gegeben sei die Problemklasse (2.3.19") (Fall a) oder b)) in einem beschridnkten Gebiet Q des
euklidischen Raumes EN,

Voraussetzungen: (Maximumprinzip gemiss Korollar 1.6.1 mit Bemerkung 5b und 5c¢)
Fall a)

~(N-2)(n /5 ), (1n/p ),-A(In /5 ) 8"  positiv semidefinitin Q
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B H +%m 5 |
Fall b)
(™)t s Ao g o oot @
e T - positiv se
R i = 1030 JE[Ha-%anE] >0 (siehe (2.3.16")
Behauptungen:

(i) Fallsp2 1 ist, dann existiert keine Lsung mit einem "Dead-Core" fiir (2.3.19")

(ii) Sei v_,, das Maximum der Losung des Hilfsproblems (2.3.32) mit a = 0.
Falls — 1 <p <0 ist, so folgt, dass

—"21(1;1’)%, mit §,:=v20 | (2.3.302)

eine untere Schranke fiir den kritischen Wert @ ist. 9 ist eine obere Schranke fiir Vmax (Siche

z.B. Formel (2.2.40)).
Falls 0 <p < 1ist, so folgt, dass

=

o :=—"21(:") gi mit § = /v, , (2.3.30b)
0

eine obere Schranke fiir den kritischen Wert @° ist. v, ist eine untere Schranke fiirv__ .

(ili) Die Schranken in (ii) sind scharf, falls wir homogene Probleme zum Ausgangspunkt neh-
men (d. h. p ;=0 :=11in (2.3.19)), die in einem (Hyper-) Streifen mit Breite 28 gegeben

sind und fiir v, = % = 812 gesetzt wird.

Beweis:
(i) Wir wollen sinngemaiss Satz (2.2.4) anwenden und konstruieren bei gegebenem @ > 0
eine (nicht triviale) Unterfunktion von (2.3.19"), fiir die

-1<X inQ
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gilt. X =0 ist eine triviale Oberfunktion. Daraus folgt mit Satz (2.1.4) (und Satz 2.1.7),
dass eine stabile Losung U existiert mit

-1<X<U<0 n Q.

Es ist bekannt, dass die Losung U eindeutig bestimmt ist (wende Maximumprinzip auf
die Differenz von 2 Losungen U, — U, an). Somit kann (falls p 2 1 ist) fiir (2.3.19)
keine Losung mit einem "Dead-Core" existieren. Wir wollen die einzelnen Beweisschritte
etwas ausfiihrlicher darlegen.

Aus den Voraussetzungen fiir das Maximumprinzip fiir den Ansatz (2.2.31) einer
P-Funktion erhalten wir folgende Ungleichung, welche wir spater beniitzen werden
(wende Korollar 1.6.1 auf das Hilfsproblem (2.3.32) an):

2
1- |z"| >0 inQ, 2.3.31)
s“(v)
wobei v Losung des Hilfsproblems
Av+riy, +q(v) =0 mn
. % (2.3.32)
v =0 af BQR.
mit q(v):=1+0av und
Av:= %—V+ ¥(lnﬁ ).kV.k '
- _N-2
=-S5t (0P ), ((2.3.19) Fall 2))
oder
Av:=06Av-c(N-2)(In{c ).kv.k
*=0,+6N-2)(n/5), ((2.3.19) Fall b)).
s(v(x)) ist definiert durch
S(V(R)) 1=y 2 (Vopax = VX)) + @ (Vg ~ V(X)) 2.3.33)

(siehe (2.2.33)). Um eine (nicht triviale) Unterfunktion —1 < X zu konstruieren, miissen
wir ein weiteres Hilfsproblem
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0® (VO X' ) -p2(1+xf =0, 0<3<s,
X'(0) = X(s,) = 0,

(2.3.34)

ik o) ==y (1 4 Bvge) ~ 67

und s 1= Viay o Vaxi= 2 Vinax + 0 Vs

definieren. Mit Proposition (2.2.1) erhalten wir fiir X(5) mit § := s(v(x)) (siche (2.3.33)) folgende
elliptische Gleichung:

2
| Vv

s¥(v)

Aus der Ungleichung (2.3.31) folgt, dass der erste Klammerausdruck auf der rechten
Seite der obigen elliptischen Gleichung nicht negativ ist in L. Das Vorzeichen des zweiten
Klammerausdruckes kénnen wir mit Hilfe der Formeln (2.2.10) bis (2.2.12) (siehe
Proposition 2.2.1) entscheiden. Setze

Exu“x.k—uz{nxf:{]_

k(s)=s|—u2(1+X]P+X'g}.
Daraus folgt (siche 2.2.12) |
k'(s)=sX‘(s){-u2p(1+X)"']—a}.
Wir wihlen ein a <0 so, dass gilt:
_wp1+Xx)’ —a 20 fir-1<X<0, p21, (2.3.35)

d h. @ < -p p2. Fiir V. kénnen wir die obere Schranke ¥,

0=L(1—Q2 ]2 m.itQ:=e[MRg]

im System (2.3.34) einsetzen (siche (2.2.41)). Wir erhalten somit das folgende System
von Ungleichungen:



ik =

AX+EX, -p2(1+4X) 20 nQ, p21
X<0 afodQ.

Man beachte dabei, dass fiir die Losung X des Hilfsproblems (2.3.34)
X( 20 0<5<5s

gilt. X = X{s(v(x))) ist somit eine Unterfunktion. Mittels der folgenden Transformation

5o 121010 i (T ) (2.3.36)

lal
(siche Bemerkung 1 zu Satz 2.2.4) ldsst sich (2.3.34) auf folgende Form bringen:

X-p2(1+X) =0, 0<9<d

(2.3.34T)

X(0) = X(9) = 0,

2
mit B = —L arsmh[ | 1;3 l} (Definition von Q siehe oben).
lal

Das obige eindimensionale Problem wurde in Punkt (i) zu Beginn dieses Unterabschnittes
diskutiert. Es hat fiir jedes 1 > 0 eine eindeutig bestimmte Losung X, fiir die gilt

-1<X Q.

X() mit der Inverse 8(5) aus (2.3.36) und 5(v(x)) aus (2.3.33) kombiniert ergibt die Unterfunk-
tion fiir das Problem (2.3.19") mit @ = . Somit kann (2.3.19) mit den oben erwihnten
beiden Voraussetzungen a) bzw. b) fiir p 2 1 keine Losung mit einem "Dead-Core"
besitzen.

(ii) Falls -1 < p < 0 gewihlt wird, so erfiillt die Bedingung (2.3.35) mit a:= 0 die
Ungleichung

—p2p1+%)° ' 20 fir-1$X<0, -1<p<0.

Das Hilfsproblem (2.3.34) zur Bestimmung einer unteren Schranke p* nimmt fiir o =0
die Form
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X“-p2 (14X =0, 0<5<5,:= 2 Vpay
X'(0) = X(sp) = 0

(2.3.34)

a. Sei X'(5) die kritische Losung des obigen Systems mit
§:=s(v(x)) = J 2 (Vpax — V(X)) .

Es gilt X"/()20und X" € C’((0,5,) ) Aus dem unter (i) erklirten Argument folgt, dass X" eine
(kritische) Unterfunktion gemiss Definition 2.1.3 in € fiir Problem (2.3.19') ist. Da es

sich um eine Konstruktion von Unterfunktionen handelt, kénnen wir im Randwert-
problem (2.3.34") die obere Schranke

V=

“Iuwn

(siehe (2.2.40))

fiir v ., (Maximum der Losung v(x) von (2.3.32)) einsetzen. Diese Schranke ist
konsistent mit der Konstruktion der Unterfunktion (siehe Beweis (iii) unten). Somit ist
der kritische Wert i* von (2.3.34') eine untere Schranke fiir den kritischen Wert &* von
Problem (2.3.19). Gemiiss den eingangs dieses Unterabschnittes ausgefiihrten Diskus-
sionen iiber die eindimensionale Reaktionsgleichung p-ter Ordnung gilt fiir u* die
explizite Formel (2.3.30a).

Falls in (2.3.19") p := 0 gewihlt wird und im obigen Problem (2.3.34") keine Schranke
fiir den Parameter v, eingesetzt wird, so ist X" = X"(s(v(x))} sogar die kritische
Losung fiir (2.3.19").

Falls 0 < p < 1 ist, so gilt in der Bedingung (2.3.35) fiir a = 0 das umgekehrte
Vorzeichen. Die oben definierte Funktion X{s(v(x))} wird Oberfunktion. X = — 1 ist eine
(triviale) Unterfunktion. Sei X* die kritische Losung von Problem (2.3.34') mit
Parameter p*, dann ist X*(s(v(x))) eine kritische Oberfunktion mit — 1 < X". Es folgt,
dass p” eine obere Schranke fiir den kritischen Wert ®* ist. Fiir den Endpunkt

s°=J2 Yin

des Integrationsintervalls miissen wir jetzt eine untere Schranke v, fiirv_ . einsetzen, um
pu* aus (2.3.34) gemiss Formel (2.3.30b) bestimmen zu kénnen (zu unteren Schranken
v, firv_ siehe Bemerkung 2 zu Satz 2.2.4).

Wir setzen im Ausgangsproblem p = ¢ = 1 und wiihlen fiir Q einen (Hyper-) Streifen mit
Breite 28. Das Hilfsproblem (2.3.32) mit o = 0 besitzt dann die Form
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vi(x)+1=0, 0<x%<9%
v =v® =0.

Somit gilt in Ungleichung (2.3.31) Gleichheit, falls wir die Losung v(x) = 0.5 (82 — x2)
des obigen Hilfsproblems einsetzen. Fiir die Beziehung (2.3.33) gilt s(v(x)) = x. Das
Hilfsproblem (2.3.34) fiillt mit dem Problem (2.3.19") zusammen. Die Schranken
(2.3.30a) bzw. (2.3.30b) sind scharf, d.h. es gilt

Bemerkungen zu Korollar 2.3.4:

Es gibt fiir die Behauptung (i) auch einen anderen Beweis (Vorlesung R. P. Sperb). Man
beachte, dass im Fall (ii) nicht die Existenz einer kritischen Losung bewiesen ist. Es wird
nur eine kritische Unterfunktion X* konstruiert. Der zugehorige kritische Wert p* von
(2.3.34) ist eine untere Schranke fiir den "Dead-Core" Wert. Im Fall -1 < p < 0 wiire
auch folgende mégliche Wahl von o denkbar, um die Bedingung (2.3.35) zu erfiillen:

a=p?lpl , mider Nebenbedingung o < & .

(Fiir die Definition von & siche Abschnitt 2.2, Problem (2.2 H1) ff.).

Daraus wiirden sich verbesserte Unterfunktionen ergeben und somit bessere untere
Schranken. Wir wollen aber im nichsten Korollar 2.3.5 eine verbesserte Unterfunktion
konstruieren, analog zum Beweis von Korollar 2.3.2. (Ansatz (1.6.18) fiir eine
P-Funktion mit o = 0 im Hilfsproblem (2.3.32)). Damit lassen sich die Genauigkeiten
der unteren Schranken p* in den beiden Korollaren 2.3.2 und 2.3.5 miteinander
vergleichen.

Korollar 2.3.5 (Inhomogene Reaktionsgleichung (2.3.19) Fall a) und b), N> 1)
Voraussetzungen:

(i) Fiir das Maximumprinzip gelten die Voraussetzungen des Korollars 2.3.4.

(i) p*ist durch das folgende Hilfsrandwertproblem bestimmt (siehe 2.2.15T):

) (¥ X) -p2(1+X’ =0, 0s9s<d

. (2.3.37)
X(0) = X(9)

0,

I
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it B0) = 2 Pl D 4
mit q)(ﬁ).~1+cos[ ﬁ}und y(9): CTJ{ﬁ)' i

1

Fiir das Problem (2.3.19) Fall a) werden die Parameter § und 4 gemiiss der Voraussetzung (i)
von Korollar 2.3.2 bestimmt, fiir den Fall b) in (2.3.19) gilt die zugehorige Bemerkung
zu Korollar 2.3.2.

Behauptungen:
(i) Der kritische Wert u* von (2.3.37) ist eine untere Schranke fiir den kritischen Wert @
des Problems (2.3.19), d. h.

B <o'(Q).

(ii) In obiger Ungleichung gilt Gleichheit, falls (2.3.19) in einem (Hyper-) Streifen der Breite
20 definiert ist und p := ¢ := 1 gesetzt wird (homogenes Problem).

(Setze dazu fiir die Parameter 4und 9 oben im Randwertproblem der Voraussetzung (ii):
1 A
—:= 0 und 9:=0).
A )

Beweis:
Der Beweis verlduft analog zu Korollar (2.3.2). Man setze dort anstelle von p eX, die
Nichtlinearitit —p2 (1 + X)P mit —1 <p<0ein.

Bemerkungen zu Korollar 2.3.5

(i) Die untere Schranke p*, die gemiss Korollar 2.3.5 bestimmt wird, ist eine verbesserte
Schranke gegeniiber dem Wert (2.3.30a) in Korollar 2.3.4, falls dort fiirv_, die obere
Schranke (2.2.40), d. h.

2
Guln
2
gesetzt wird. Vergleiche mit Tabelle 9 in Abschnitt 3.3.

(i) Fiir den Fall N = 2 lisst sich auch hier fiir die Reaktionsgleichung ein analoges Korollar
formulieren, wie Korollar 2.3.3 bei der Gelfand-Gleichung.
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3 Numerische Beispiele

Im letzten Teil dieser Arbeit mochte ich die Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 anhand einiger
konkreter Beispiele numerisch untermauern. Vorerst seien einige Bemerkungen allgemeiner
Art erwiihnt. Simtliche Rechnungen wurden interaktiv von einem Graphic-Terminal
(HP2648A) aus auf einer DEC-10 Anlage (KL 10B, 36-Bit Prozessor, 33 ns Zykluszeit)
durchgefiihrt. Zur Zeit der Ausfiihrung der Programmierarbeiten war auf dem Comutersystem
der Monitor TOPS-10 Version V7.03 installiert (Betriebssystem). Es wurde der Compiler
FORTRAN 10 Version 6 (1981) beniitzt. Um eine Mantissengenauigkeit von 7 Stellen (single
precision Genauigkeit) in den folgenden Tabellen garantieren zu kénnen, wurde alles in
doppelter Genauigkeit gerechnet (ca. 18 Stellen Mantissengenauigkeit, Zahlenbereich von
0.14 10-38 bis 3.4 1038). Wir wollen damit zeigen, dass alle folgenden Algorithmen auch fiir
hohere Genauigkeiten richtig funktionieren. Ausserdem lassen sich die auf dem Computer
berechneten Werte mit bekannten exakten Gréssen besser vergleichen. Aus physikalischen
Griinden wiirde jedoch eine Mantissengenauigkeit von hochstens 3 Dezimalstellen in den
numerischen Resultaten geniigen! Fiir den interaktiven Input und Output von Zahlen, sowie
den Output von Grafiken auf den Bildschirm bzw. Plotter (Interaktiver Digital Plotter
Tektronix 4663) wurden Fortranroutinen aus einem "Schirm-Paket" bzw. "Plot-Paket" bniitzt,
welche auf der Fortran Library des Seminars fiir angewandte Mathematik der Eidgenossischen
Technischen Hochschule Ziirich installiert waren (SAM Library). Es wurden auch eigene
Fortranroutinen geschrieben, welche teilweise im Anhang zu finden sind. Im folgenden
Abschnitt 3.2 wird die Gelfand-Gleichung der Form (2.3.1) betrachtet und im Abschnitt 3.3
die Gleichung des Diffusions-Reaktions-Modell p-ter Ordnung der Form (2.3.19)
(inhomogene Reaktionsgleichung). In beiden Fillen werden folgende Inhomogenititen
gewiihlt:

p(r):=c_@;_] und b“:=0, k=1,...,N (3.0.1)
oder
@
o=l =c? und b=k = @'rr, = 0%k, k=1,...,N. (3.02)

0 ist ein reeller Parameter und r ist der Radius:

r:=,/xf+xzz+...+xi - (xk=xk=kancsiscthoordinateninEN).

Die unteren Schranken p* fiir den kritischen Wert ®* sollen gemiss Korollar 2.3.2 falls
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N > 1, bzw. Korollar 2.3.3 falls N = 2 numerisch berechnet werden. In Abschnitt 3.3
berechnen wir untere Schranken p* fiir den "Dead-Core" Wert ®° der inhomogenen Gleichung
einer Reaktion p-ter Ordnung mit p = - 0.5, p = 0 gemiiss Korollar 2.3.5. Wir betrachten alle
Beispiele in einem (Hyper-) Kugelgebiet mit Radius 1. Dieses Gebiet ist ein ungiinstigster
Fall. Die berechneten unteren Schranken p* gemiiss den obgenannten Korollaren liegen weit
unterhalb den richtigen kritischen Werte. Die Inhomogenitiiten sind radialsymmetrisch
gewihlt, sodass alle (positiven) Losungen radialsymmetrisch sind. Zum Beweis dieses intuitiv
klaren Sachverhaltes siehe in [20] (dort Theorem 1 fiir den homogenen Fall, Korollar 1 fiir den
inhomogenen Fall). Somit Lisst sich der Laplace-Operator durch seinen Radialteil ersetzen:

Au = u”(D) + Nr'l u(r).

Es werden zu den obgenannten Beispielen noch zwei Variationsgleichungen betrachten, so
dass wir nach einer Transformation auf ein System eine Vektordifferentialgleichung der
folgenden Form erhalten:

x=Ftx) x=(x,%, ...,Xy) =4
TR & (3.0.3)
x(tg) =X, (Anfangsbedingungen) .

Zur Integration eines Systems obiger Art wurde die Methode von Runge-Kutta mit
Koeffizienten nach E. Fehlberg verwendet (siehe [33]). Es wurde die SAM-Fortranlibrary-
routine RKD verwendet (Double Precision Version, 1984, sieche Kurzbeschreibung im
Anhang). In dieser Routine sind die Runge-Kutta-Formeln 5. und 8. Ordnung implementiert.
Unsere gewihlten Beispiele sind im wesentlichen analytische Differentialgleichungen. (Die
Singularitit bei r = 0 ist nur eine Folge des gewiihlten Polarkoordinatensystems). Numerische
Experimente ergaben, dass die Berechnung der Lésung auf doppelte Genauigkeit (oder schon
auf 7 Mantissenstellen) mit der Methode 8. Ordnung effizienter ist als mit der Methode 5.
Ordnung. Bei der Methode 8. Ordnung liegt der lokale Diskretisationsfehler in der
Grossenordnung von O(h®). Der oben erwihnte RKD-Integrator bildet fiir alle folgenden
Berechnungen das Kernstiick. Weiter wurde fiir gewohnliche Quadraturprobleme das
Interaktive Mehrfach-Prizisions-Arithmetik-System IMP beniitzt. Dieses interaktive Pro-
gramm, welches von einem Terminal aus wie ein Taschenrechner bedient werden kann und
auch fiir sehr grosse Zahlenbereiche arbeitet, baut auf Fortranroutinen aus dem MP-Paket von
R. Brent auf (siehe [32]).
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3.1 Numerische Werte fiir w_ . und T . eines Hilfsproblems

Im Sinne einer Vorbereitung fiir die Berechnung der unteren Schranken fiir die kritischen
Werte A" bzw. ®* gemiiss den Korollaren 2.3.2, 2.3.3 und 2.3.5, definieren wir ein
Hilfsproblem in der folgenden (nichteuklidischen) Form:

Aw+rw, +2 =0 i Q= (Hyper-) Kugel mit Radius 1

(3.1.1)
w=20 af 0Q
@’
. =r A N-2 N-2 o
it Aw=p(—:_‘)'+ p(r)[ln,fp(r) ]'k“"x' I“=—W[ln p(r) ],k. pr=e 2

(Fall a) in (2.3.1) bzw. (2.3.19) ). Fiir die numerische Berechnung der (radialsymmetrischen)
Losung w(r) betrachten wir aber ein zu (3.1.1) dquvalente Form:

wo+ XLy yopm =0,  o0srei

w0)=w(1)=0.

(3.1.2)

Fiir obige lineare Differentialgleichung (3.1.2), welche wir mit Anfangswerten w(0) = w, und
w’(0) = 0 betrachten, lassen sich folgende Ausdriicke fiir w'(r) und w(r) angeben:

T

; 2 -
w (1-)=--F{'!sN l|:)(s)r.‘:ls (3.1.3)
w(r)=w(r;w0)=w0+jw‘(f)df. (3.14)
0

Aus der Randbedingung w(1; w,) = 0 lassen sich die gewiinschten Grossen berechnen:

1
Tm=|w(1)l= 2 Is”"p(s)ds (3.1.5)

1
wm“:w(O):ZJ' -j—l_—-l—-[sﬂ']p(s) ds |dF. 3.1.6)
T
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Falls 6 = 0 ist, lautet z.B. die exakte Losung: w(r) = 1/N (1 —r? ), und daraus erhalten wir die
Hilfsgrossen

und Tonax =

wmax

Z|-
Z|

Wir beniitzen die obigen Parameter als Kontrollwerte fiir die nachfolgenden numerischen
Berechnungen. Die Integrale (3.1.3) und (3.1.4) konnen nicht durch Ausdriicke mit
elementaren Funktionen explizit dargestellt werden. (Fiir N=1 ist (3.1.3) bis auf einen
konstanten Faktor die Error-Function "erf(.)", siche [31]). Zur Bestimmung der obigen Hilfs-
grossen fiir 8 # 0 fiihren wir in (3.1.2) eine Transformation auf Systemform durch:

Wir setzen

W= W
W, 1= W
und erhalten das System
W= w
L (3.1.7)
w, = L=Nw _2p0)

mit Anfangswerten wl(O) = w,

w,(0) = 0.

Dieses System besitzt eine 1/r - Singularitit. In der Subroutine, wo die Differentialgleichung
fiir den RKD-Integrator programmiert werden muss, definieren wir das folgende System:

, >0 (3.1.7")
-2/N, r=0.

(Fiir den Ausdruck ((1 — N)/r)w, wurde der Grenzwert (1-N)w,"(0), falls r — 0 geht,
gesetzt.) Die automatische Schrittweitensteuerung der RKD-Routine bewiltigt die 1/r - Singu-
laritiit des obigen Differentialgleichungssystems ohne Probleme. Es handelt sich hier um eine
ausserwesentliche Singularitit (oder Singularitit vom Fuchsschen Typus). Wir wihlen einen
beliebigen Anfangswert w,. Umevt. mehrals 7 Stellen Mantissengenauigkeit zu haben, berech -

nen wir die Losung w(r) an der Stelle r = 1 mit einer Toleranz von TOL := 10" 10 Daraus
erhalten wir die gewiinschten Grissen
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Die obige Gleichung fiir w_,, entspricht dem Newtonverfahren, welche hier in einem Schritt
konvergiert (lineares Problem). Um die oberen Schranken & fiir w,,,, bzw. % fiir T, zu bestim-
men, wenden wir Korollar 1.6.1 auf das Problem (3.1.1) an und berechnen diese Schranken
entsprechend dem Vorgehen in Unterabschnitt 1.6.2. Die bendtigten geometrischen Hilfs-
grossen

1
RS=I p(s)ds=%— crf[%] (geoditischer Radius, erf()) siche [31])  (3.1.8)
0
und
H+% p(r) on)? 2
B =% =—aa | ’[N—l_zterz)] 3.1.9)
Vo)

wurden mit dem im vorangehenden Abschnitt erwihnten IMP-Paket berechnet. Wir miissen
fiir die Inhomogenitit p(r),welche in (3.0.1) definiert ist, die Voraussetzungen (i) und (ii) des
Korollars 1.6.1 (mit Bemerkung 5c) verifizieren.

w+B

() [ch-z)(mJﬁ)k(mJa).1-[.4unf-_2—"];s‘“]w,,,v,,=

[—¥a‘r2+%ez+ wzfp ] W) 20 (3.1.10)
o)’ 5
(i) % =c® N-l—2[%] ) 20 (3.1.11)

Die obigen (hinreichenden) Bedingungen (i) und (ii) sind erfiillt falls

ezs% fiir Bedingung (3.1.10) und 8°<2(N-1) fiir Bedingung (3.1.11)
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gilt. Fir N=2,3,4 und 0 € [0, 1] sind die Werte fiir die oben erwahnten Grossen W,y bzw. %
und T, bzw. % fiir das Problem (3.1.1) zusammengestellt.

0 1 2

0.25 0.9948240 2.0105309
0.5 09796761  2.0435109
0.75 0.9556349  2.1032282
1.0 0.9243101  2.1972870

N=2
0 0.5 1.0 0.8655980 1.4776216
0.25 0.4961207 1.0000407 0.8589058 1.4785210
0.5 0.4847991 1.0006512 0.8397814 1.4829558
0.75 0.4669302 1.0032992 0.8110554 1.4966658
1.0 0.4438421 1.0104493 0.7774637 1.5314796
N=3
0 0.3333333  0.6666666 0.7763787 1.1493104
0.25 0.3302314  0.6646089 0.7691247 1.1461479
0.5 03211965 0.6587393 0.7481480 1.1375306
0.75 0.3069933  0.6499521 0.7157139 1.1261921
1.0 0.2887512 0.6396854 0.6753474 1.1172175
N=4
0 0.25 0.5 0.7140181 0.9297656
0.25 0.2474161  0.4974161 0.7066412 0.9249694
0.5 0.2399009 0.4899048 0.6852248 0.9111381
0.75 0.2281219 0.4781657 0.6518051 0.8899516
1.0 0.2130613  0.4632970 0.6094540 0.8642721
Tabelle 1

( Beispiel (3.1.1), Korollar 1.6.1)
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Achnlich wird ein Hilfsproblem fiir den Fall b) in (2.3.1) bzw. (2.3.19) mit einem selbstad-
jungierten Differentialausdruck behandelt. Wir betrachten das folgende Hilfsproblem wieder
in der "nichteuklidischen" Form, um den Zusammenhang mit der Theorie aus Abschnitt 2.2
herzustellen (Vergleiche mit Problem (2.2.H1)):

Aw+rw, +2=0 in Q=(Hyper-) Kugel mit Radius R =1
(3.1.12)
w=0 af aQ

(6r)

mt Aw=0Aw-o(N-2)(ln/G),w, r=0,+o(N-2)(Inf5), o@=e¢ .

Die Berechnung der exakten Werte fiir w,,, und T, verlduft analog zum vorangehenden Fall.

Dazu definieren wir in einer Subroutine, welche vom RKD-Integrator bendtigt wird, das fol-
gende System:

ey
w,= [(1~N)/r—92r]w2—2c 2 >0 (3.1.12")

‘_NN * r'-‘Ov
mit Anfangswerten wl(0)= W,
w2(0)= 0.

Wir wihlen einen beliebigen Wert w,(0) := W, als Anfangswert und berechnen die Losung w an der
Stelle r = 1. Daraus erhalten wir die gewiinschten Grossen

Wnax = Wo = W(1; W)

Tmax = YO WL W)l

Um die oberen Schranken % und ? bestimmen zu kénnen, miissen wir die Voraussetzungen (i) und
(ii) von Korollar 1.6.1 (siche dazu Bemerkung 5 b) fiir o(r) nachpriifen. Wir setzen in
(1.6.20):

MW o

u+p  o(w+p)’

=
]
= ‘g'\'

min

und



2
_B[ +1,T N;'zﬂzrzr,kr.lJ+%(N+92r2)8u.

'k"l

Wir erhalten zusammen mit der radialsymmetrischen Lsung w=w(r) von (3.1.12) folgende
Bedingungen (r, 1, 1, = 0):

; d 2 o[ _Ng'2 N-2 g2 2 2

@) [MN+ma ]w,kw,] [ gl 9+c(w+B)](w) 20
(3.1.13)

i ©n)’ :

(ii) or) [ +_1nJoF) =c [N—1+2(9!2) )ao (3.1.14)

Die obigen Bedingungen sind sicher erfiillt fiir

ezsz”—r;% falls N=3,4, ...

Zur Verifikation der Bedingung (3.1.13) fiir den Fall N = 2 schiitzen wir den Term 2/c(w+f)
wie folgt ab:
2 2 mit B mx

o(w+p) . O (Wnax +P) K oin

Wir konnen in der obigen Abschitzung statt der oberen Schranken fiir w,, und T, die richtigen
Werte einsetzen. Sie sind in Tabelle 2 fiir unser Spezielfall (2 ein (Hyper-) Kugelgebiet)
numerisch berechnet worden. Die obige Bedingung (i) ist aber fiir den allgemeinen Fall

schwierig zu verifizieren, da sie von der (unbekannten) Lésung w abhingt. Die beiden
Bedingungen (3.1.13) und (3.1.14) sind fiir

0<6<1, N=23,4

erfiillt. Somit lassen sich die oberen Schranken & und ? gemiss dem Vorgehen in Unterabschnitt

1.6.2 bestimmen. In der folgenden Tabelle 2 sind die Ergebnisse fiir das Hilfsproblem
(3.1.12) zusammengestellt.
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1) Winex 2 % ?
N=1
0 1.0 2.0
0.25 09845365 1.9689929
0.5 09400248 1.8788261
0.75 0.8716814 1.7376301
1.0 0.7869387 1.5576016
N=2
0 0.5 1.0 0.8655980 1.4776216
0.25 0.4922682 0.9844964 0.8522001 1.4531423
0.5 04700124 0.9394131 0.8132788 1.3812498
0.75 0.4358407 0.8688151 0.7524809 1.2666312
1.0  0.3934693  0.7788008 0.6753474 1.1172175
N=3
0 0.3333333  0.6666667 0.7763787 1.1493104
0.25 03281788 0.6563310 0.7645576 1.1296863
0.5 03133416 0.6262754 0.7302744 1.0722786
0.75 0.2905605 0.5792100 0.6768915 0.9814434
1.0 02623129 0.5192005 0.6094540 0.8642721
N=4
0 0.25 0.5 0.7140181 0.9297656
0.25 02461341 0.4922482 0.7033790 0.9136685
0.5 0.2350062 0.4697065 0.6725512 0.8666981
0.75 0.2179204 0.4344075 0.6246264 0.7927340
1.0 0.1967347  0.3894004 0.5642041 0.6979428
Tabelle 2

(Beispiel (3.1.12), Korollar 1.6.1 mit Bemerkung 5 b)

Fiir den Fall N = 2 lassen sich die oberen Schranken % und % etwas verschiirfen, falls wir Korollar
1.6.2 auf die Probleme (3.1.1) und (3.1.12) anwenden. Vorerst miissen wir aber die Bedin-
gung (i) in den Voraussetzungen von Korollar 1.6.2 nachpriifen. Die Bedingung (ii) indert
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sich gegeniiber Korollar 1.6.1 nicht. Fiir das Hilfsproblem (3.1.1) mit der Inhomogenitiit p(r)
erhalten wir folgende Bedingung:

2%
) (—A]nﬁ+Bp)5uw,kw,l=[92+ﬂp](w')220. osas% (3.1.15)

Der obige Ausdruck (3.1.15) ist positiv semidefinit fiir positive und negative Parameter 6. Fiir
Problem (3.1.12) mit der Inhomogenitit 1/o(r) hat die Bedingung (i) in Bemerkung 4 b) von
Korollar 1.6.2 folgende Form:

(i) [—(ha(c>),kl+g—gs“’ + %( 1+0,,W,q ) s"’] Wy W =

[e‘§+%(1+elmw')](w'f > 0. osas%ﬁ’ﬂ (3.1.16)

Obige Bedingung (3.1.16) ist fiir B # 0 schwierig nachzupriifen, da wir im allgemeinen die
Werte fiir den folgenden Ausdruck o, w,, bzw. fiir w” im Gebiet £ nicht kennen. In unserem
Fall gilt aber w’(r) < 0. Wir setzen fiir § den ("bestméglichen") Wert ein (siehe 1.6.35):

B = 2 Kmin g
Tmnax
Fiir | w” | kénnen wir die obere Schranke

IwmIslw(1)I= Trnx
o)

beniitzen. Wir erhalten fiir (3.1.16) folgende Ungleichung:

2% =
[ 9“§+ A[ 1+67 o(r) w(r) ] ] W) 2

O(r) Trrax
4& 2 Tcmin 1 2 » o) §
[9 5 +—0(1)fm[0(1)—9 ryo(1) “:m]](w (1) (3.1.16')

Der Ausdruck: 1/o(r) - Bzr Jo(1) Ty istfiir 0 <r< 1 nicht negativ, falls 8 im Intervall
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0<s6<1

gewiihlt wird. Die Werte T, sind in unserem Fall bekannt (siche Tabelle 2). Die Voraussetzungen
von Korollar 1.6.2 sind somit fiir die beiden Fille erfiillt. Die oberen Schranken & und # in der fol-
genden Tabelle 3 wurden gemiiss den Bezichungen (1.6.47) bis (1.6.52) berechnet. Man
beachte dabei den Unterschied zwischen den Problemen (3.1.1/12) und (1.6.39).

Problem (3.1.1) Problem (3.1.12)
] & R 7] R
N=2
0 0.8246376 1.3896331 0.8246376 1.3896331
0.25 0.8198761 1.3938281 0.8086009 1.3599186
0.5 0.8064187 1.4082907 0.7613283 1.2718752
0.75 0.7866378 1.4390280 0.6853438 1.1296324
1.0 0.7641247 1.4974135 0.5852098 0.9432445
Tabelle 3
(Korollar 1.6.2)

Die obige Tabelle zeigt, dass mit der Anwendung von Korollar 1.6.2 leichte Verbesserungen
fiir die oberen Schranken erziehlt werden. Fiir das Problem (3.1.1) erreichen wir eine
Verbesserung von 3 bis 8.5 Prozent gegeniiber einer Anwendung von Korollar 1.6.1. Fiir das
Problem (3.1.12) (selbstadjungierter Fall) liegt das entsprechende Ergebnis etwa zwischen 8.5
und 22 Prozent.
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3.2 Numerische Resultate zur inhomogenen Gelfand-Gleichung

3.2.1 Berechnung des kritischen Wertes A°* fiir eine (Hyper-) Kugel mit
Radius 1

Gegeben sei die Gelfand-Gleichung der Form (2.3.1) Fall a) in einer Einheits(hyper-)kugel mit
der in (3.0.1) definierten radialsymmetrischen Inhomogenitit p(r):

N-ly4apme =0, 0srsl
r
" 3.2.1)

u’(0) = u(l) N

u”+

0, p@):=¢e 2 | O einreeller Parameter.

U, bezeichnet den Maximalwert der Losung. Fiir jede Losung u gilt u(-r) = u(r) und u™’(r) £
0. Aus dem Maximumprinzip folgt u 2 0 fiir 0 <r < 1. Somit liegt das Maximum u_ . im
Punktr=0,d. h. u_, = u(0) =: u;,. Wir wollen fiir die obige Problemklasse ein Verfahren zur
Berechnung eines Bifurkationsdiagramms und des kritischen Wertes A* erkldren. Im
folgenden Unterabschnitt 3.2.2 sollen mit dem gleichen Verfahren aufgrund von Korollar
2.3.2 (N > 1) bzw, 2.3.3 (N = 2) untere Schranken p* fiir A* berechnet werden. Wir kénnen
diese unteren Schranken mit den exakten Werten vergleichen. Im Fall 6 =0 und N = 1 ldsst
sich fiir (3.2.1) eine Formel fiir die Losung angeben (siehe [23]). Sie lautet

u(x)=2In ————JL . 3.2.2)
cosh(ﬂx)

Der Parameter k ist durch eine implizite Bifurkationsgleichung

Ik =cosh(m ) (3.2.3)

gegeben. Gemiiss der obigen Gleichung (3.2.2) besteht zwischen k und u_,  der Zusammen-
hang

=€
k= 7 (3.2.4)

Setzen wir den Ausdruck (3.2.4) fiir k in (3.2.3) ein und lésen nach A auf, so erhalten wir
eine explizite Darstellung fiir A(u_, ) der Form

Mupa) =2€ Umax oroosh 2 [ eu""""p' ] . (3.2.5)

Um den kritischen Punkt (u*,,,, A") aus obiger Gleichung zu bestimmen, bilden wir die Ab-
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leitung dA/du,_, und setzen:

dMume) _
dupmex .

Daraus ergibt sich eine nichtlineare Bestimmungsgleichung fiir u”__ .

c(u“’“n)=\) eu“’“—] arcos.h[e(u“""m]. (3.2.6)

Setzen wir die Losung u® . in (3.2.5) ein, so erhalten wir den kritischen Wert A". Die appro-
ximativen numerischen Werte lauten
W= 1186842168634 ,

: (3.2.7)
A" = 0.878457679781 .

Wir geben hier eine zwblfstellige Genauigkeit an, damit wir mit denjenigen Werten vergleichen
konnen, welche wir im folgenden auf dem Computer berechnen werden. Damit soll eine
Sicherung der errechneten Zahlenwerte fiir den allgemeinen Fall N # 1 und 6 # 0, sowie die
richtige Funktion der programmierten Algorithmen gewihrleistet werden. Die nichtlineare
Differentialgleichung (3.2.1) ist fiir r = 0 singuldr. Weil die Berechnung der instabilen
Ldsungen mit dem Computer kritisch ist, miissen wir die Losungen im Nullpunkt durch
folgenden Ansatz approximieren:

W) =U,+ U, P+U,r*+U,1°,  0<r<r,. (3.2.8)

U, ist durch den Anfangswert U, :=u(0) =u_, gegeben. Die weiteren Koeffizienten U,
U, und U, lassen sich wie folgt berechnen:

Aus dem Ansatz (3.2.8) erhalten wir fiir den radialsymmetrischen Teil des Laplace-Operators
den Ausdruck

v+ Nly = aNU +4N+2) U, P+6 N+ Uyt +
Der Exponentialausdruck Ae" hat die Entwicklungskoeffizienten (siche [30])

le“=eo+elr2+czr‘+...,

. Uli
mit co=lc

e,=U¢,
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_Li =
ei_j lcUI‘e’:j‘IL 1=52030 .
k=1

Fiir die Inhomogenitiit p(r) lautet die Taylorreihe:
[CE R 0%
sy B g : _ k
pm=c * =D mt q=¢05E.
k=0

Die Reihenentwicklung fiir das Produkt Ap(r)e" lisst sich durch den Ansatz

Ap(r)e" = f0+flr2+f2r“+

gewinnen. Die Koeffizienten fJ sind durch das Cauchy-Produkt der Folgen c, und e, gegeben
(siehe [30]):

Yo
f, = ¢ ) (egi=2e )
- 0
f, = G4~ %
o
fj = chcj_k JE= 3
k=0

Ein Koeffizientenvergleich liefert uns fiir die Koeffizienten U,, U, und U, des Ansatzes
(3.2.8) folgende Ausdriicke:

U
e 0
U = -t =-Re (3.29)

2
it K. = O o1
, = (K, +K,¢p)e, mit K, : SN2 und K, : ENN2)

(=
I}

(=]
]

y =~ (R +(Ry+Rye) ey ) e, mit

4 73
9 . (3BN+4)86
R"_48(N+4)' RT_«#SN(N+2}(N+4)

N+1
und = :
® 24N* (N +2) (N +4)
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Die Entwicklung (3.2.8) enthilt nur gerade Potenzen von r. Zur numerischen Berechnung
substituieren wir in (3.2.8)

X =1
und erhalten folgende Entwicklungen bis zur dritten Ordnung in x

u=U+Ux+U,x2+U, X
o 3 (3.2.10)
= (U, +2U,x+3U,x*)2r.

=\
[

Die obigen Polynome werten wir mit dem Hornerschema aus (Implementation in der
Fortranroutine HORNER, siche Anhang). Um die Integrationsroutine RKD beniitzen zu
k6nnen, transformieren wir (3.2.1) auf ein System. Wir setzen:

l.l1 =u
u, = u’
und erhalten
u ==
1= (3.2.11)
_@nin U
u2=—Nr_lu2—?Lc @' b
mit Anfangswerten . (0) =u,,
! (3.2.12)

u,(0)=0.

Mit einem einfachen Schiessverfahren berechnen wir die Losung des Randwertproblems
(3.2.1). Wir wihlen einen festen Parameter u_,  und berechnen die Losung des Systems
(3.2.11) mit den Anfangswerten (3.2.12). Da das System (3.2.11) eine 1/r-Singularitit
besitzt, setzen wir die Losung aus zwei Teilen zusammen. Zuerst wird ein Zwischenwert x =
";2 gewdhlt. Wir approximieren in 0 St <r, u(r), u’(r) durch die Polynome (3.2.10). Im
Intervall r, <r < 1 beniitzen wir den RKD-Integrator und berechnen die Losung an der Stelle r
= 1. Als "Anfangswerte" sind die Grossen u(x,) und 2r,u, (x,) in die RKD-Routine
einzusetzen. Um die zweite Randbedingung u(1) = 0, erfiillen zu knnen, betrachten wir die
Losung an der Stelle 1, welche von A und u_, abhingt. Wir setzten

F(A, upgy ) = u(1) = u(l; Uy, A)

Mit dem Newton-Raphson Verfahren versuchen wir die Niveaulinie von
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F(Aupy) =0 (3.2.13)

iterativ zu bestimmen. Wir wihlen einen festen Wert fiir u_ . und betrachten folgende Ite-
ration:

Ay = Startwert (wird vom Programm abgefragt)

(3.2.14)
= A, - R,) n=12.. .
F, (M)
Die Ableitung
E@) = F,y = u,y (75 Upey, A) (3.2.15)

bestimmen wir aus einer Variationsgleichung der Ausgangsgleichung (3.2.1):

g +——-C +pm) (e"+re"{) =0, 0<r<l

ki = = '=A
LO=¢1)=0, £

(3.2.16)

Zur Bestimmung der Lisung {(r) an der Stelle r = 1 mit der RKD-Routine fiigen wir zum
System (3.2.11) ein System von Variationsgleichungen hinzu, welches wir mitintegrieren:

6= &
- o)

(3.2.17)

mit Anfangswerten  {,(0) = 0
£,0) =
In der verwendeten Software (siche Anhang) wird die Iteration (3.2.14) abgebrochen, falls

)
g,

, < C(A,+1)-TOL

gilt. TOL > 0 ist die eingegebene Fehlertoleranz fiir die automatische Schrittweitensteuerung
der RKD-Routine (siche Anhang) und C := 10 ist ein Sicherheitsfaktor. Falls 7&.“ =01ist, so
steuert das obige Abbruchkriterium den absoluten Fehler, sonst wird eher nach dem relativen
Fehler abgebrochen. Die Variationsgleichung (3.2.16) besitzt die gleiche 1/r-Singularitit wie
das urspriingliche Problem (3.2.1). Zur Bestimmung der Losung miissen wir wieder eine
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Entwicklung im Nullpunkt durchfiihren. Es sei
C(r)=§o+§1x+t,2x2+ﬁ3x3. 0<x<x,, x:= 12 (3.2.18)

der Ansatz fiir die Losung in der Nihe des Nullpunktes. Uber die Beziehung

o1 k=0,1,2,3
ck = ﬁ =y Ly &y
lassen sich die Koeffizienten fiir den Ansatz (3.2.18) direkt aus der Entwicklung (3.2.8) fiir
die Losung u(r) berechnen. Mit den Formeln (3.2.9) fiir U,, U, und U,, sowie dem
Anfangswert Uy :=u__erhalten wir folgende Koeffizienten {,:

=0, g
% Sy (3.2.19)

€
= (R +(2Ry+3Rye)eg ) 5 -

€
C1=(Kl+2l{2e0)7°. &

Die Koeffizienten K; und R; sind in (3.2.9) definiert. Bei geniigend kleiner Wahl von x, =r,2
liefern die Entwicklungen (3.2.10) und (3.2.18) gute Approximationen fiir die Losungen u(r)
und {(r) inr <r,. Im Interval r, <r < 1 wird die Losung mit dem RKD-Integrator berechnet.
Fiir volle Maschinengenauigkeit mit TOL := 108 erreicht man nach der typischen Zahl von 4
bis 6 Newtoniterationen mindestens 15 - stellige Genauigkeit fiir A, falls ein Anfangswert
eingegeben wird, welcher der Grossenordnung nach richtig ist. Wir berechnen somit einige
Punkte der Funktion

A= A(Up ), (3.2.20)

so dass die Niveaulinienrelation (3.2.13) erfiillt ist. Den obigen Zusammenhang (3.2.20)
stellen wir in einem Bifurkationsdiagramm dar. Wir halten uns an die in der Literatur (siche
[2]) iibliche Darstellung und tragen auf der Abszisse Werte von A und auf der Ordinate Werte
von u__ab. In der folgenden Grafik 1 sind die Bifurkationsdiagramme fiir die 2, 3, 4 und 5
dimensionale (Hyper-) Kugel dargestellt. Fiir den Parameter 6 (=:a im Diagramm) wurde ein
charakteristischer Wert von 6 := 0.5 gewihlt. Pro Kurve wurden 380 Punkte berechnet. Um
sicher eine glatte Kurve zu erhalten, wurde eine Mindesttoleranz von TOL = 10 - 10
verwendet. In der nichsten Grafik 2 sind fiir die Parameterwerte

0:=0.5 A:=18 und N:=3

alle 3 Losungen u(r) der inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1) im Intervall 0 <r <2
aufgezeichnet. Mit dieser Grafik bestitigen wir numerisch ein theoretisches Resultat aus [17]
und [18]. In jenen Arbeiten wird fiir semilineare elliptische (jedoch nur homogene) Probleme
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mit strikt konvexer Nichtlinearitit bewiesen, dass es kein Tripel von Losungen gibt, deren
Werte im Intervall [0, 1] geordnet sind. Die Graphen der instabilen Lésungen schneiden sich
gegenseitig.

Um den kritischen Punkt (A°, U," =u’_, ) bestimmen zu konnen, definieren wir vorerst die
Hilfsfunktion

G(um):-:m.

Wir wollen unter Verwendung der Gelfand-Gleichung (3.2.1) einen Ausdruck fiir die
Funktion G = G(u,,,,) herleiten. Dazu betrachten wir in der Niveauliniengleichung (3.2.13)
die Variable A als Funktion vonu_, .

w(1) = F(A, Upay) (3.2.21)
Wir leiten (3.2.21) nach u_,, ab und erhalten

du _du dA _
S + TR 0. (3.2.22)

Mit den Definitionen (3.2.15) fiir {(r) und

du(r)

na = T

(3.2.23)

ergibt sich aus (3.2.22) folgender Ausdruck fiir G:

G=-

x| 3

7(r) bestimmen wir aus einem weiteren Variationsgleichungssystems, welches wir zum
System (3.2.11) hinzufiigen.

111' =M,
(3.2.24)

. u
W= 1;N"2‘lp(’)° 'n,,

mit Anfangswerten: ~ 1,(0) = 1
1,0 = 0.

Einen kritischen Punkt u'm“ ist die Nullstelle von G(u___). Wir bestimmen ihn aus der

max
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Gleichung

G (Upe) = 0.

Mit u'm berechnen wir dann iiber die Newtoniteration (3.2.14) den kritischen Wert A*. Um
die Berechnung der Ableitung G, , zu vermeiden, verwenden wir diesmal ein Sekanten-
iterationsverfahren, welches im generischen Fall (G
Form hat:

»umax * 0) €in Fehlergesetz der folgenden

k (,,:kfzﬁ =1.618 ... , Goldener Schnitt ).

le,,, ! =constle,|

mit e, := u'm —u_,." (Fehler des n-ten Folgengliedes)

Es sei nebenbei bemerkt, dass der Konvergenzexponent beim Newtonverfahren im generi-
schen Fall quadratisch (p = 2) ist. Wir erhalten somit das folgende Iterationsschema:

ud, = "guter" Startwert (wird vom Programm abgefragt)

U= Wy +107°
Ums | = Umax —KOR (3.2.25)
" _ G(uh, _ G(ur)-G(un')
mit KOR = —D DIFF :=

Uaax ~Urax

Im Programm (siehe Anhang) wird das obige Iterationsschema abgebrochen, falls gilt
IKORI < C%(u®, + 1)TOL .

C2ist ein Sicherheitsfaktor fiir den Abbruch der Iteration und ist beim Abbruchkriterium des
Iterationsschemas (3.2.14) definiert (C = 10). TOL ist wieder die eingegebene Fehlertoleranz
fiir die RKD-Routine. Um eine Genauigkeit von ca. 14 Stellen fiir u®_,_ und A* zu erhalten,
bendtigt man bei guten Startwerten (d. h. mindestens eine Ziffer richtig) typischerweise 4 bis 6
Iterationen. Die Variationsgleichung (3.2.24) besitzt ebenfalls eine 1/r-Singularitit beim Term
mit der ersten Ableitung. Um die Losung numerisch berechnen zu konnen, ist es wieder
zweckmiissig, diese in der Nihe des Nullpunktes durch das Taylorpolynom
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MW ="y +N, x+M, X +M,x°, x:=r. (3.2.26)

zu approximieren. Die Koeffizienten 7, lassen sich aus (3.2.19) berechnen durch die
Beziehungen:

=1, m=4AL =0,
M =A%, ny=2L,.

(3.2.27)

Zusammenfassend halten wir fest:

In der Subroutine, in welcher das Differentialgleichungssystem mit den Variationsgleichun-
gen fiir den Runge-Kutta-Integrator RKD definiert werden muss, programmieren wir in
Fortran das folgende System:

F=DEXP (-0 .5DO*ALF*ALF*T*T+X (1)) (3.2.28)
DF=F

HI=(1.DO-NN) /T

DX (1)=X(2)

DX (2) =HI*X (2) —LAM*F

DX (3)=X(4)

DX (4) =HI*X (4)-LAM*DF *X (3)

DX (5)=X(6)

DX (6)=HI*X (6)-F-LAM*DF*X (5)

Anfangswerte: X(1)=UM X(3)=1.D0 X(5)=0.D0
X(2)=0.DO, x(4)=0.DO0, X(6)=0.DO0.
Dabei wurde gesetzt:
2
-@) R+
HI:=1_N E‘:=c[ ul]

(Verminderung des Rechenaufwandes), UM :=u,, ,

ALF:=0, F:=DF (hier unntige Definition, aber als Vorbereitung fiir Beispiel (3.3.1) gedacht)

und X (1) =u, DX (1) :=u,
X(2) :=u, DX (2) :=u,
X(3) =1, DX(3) =7,
X(4) =1, DX (4) =7,
X(5) ={; DX (5) :={;

x(6) =L, DX (6) =L, .
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In den Polynomen (3.2.10), (3.2.18) und (3.2.26) sind Terme bis und mit 6. Ordnung der
zugehorigen formalen Entwicklungen beriicksichtig. Der Abbruchfehler der abgeleiteten Poly-
nome der oben erwiihnten Entwicklungen sind von der Gréssenordnung O(r”). Mit den obigen
Anfangswerten berechnen wir die Koeffizienten von (3.2.10), (3.2.18) und (3.2.26) und
werten diese Polynome mit der Subroutine HORNER an der Stelle

I = ToL"

aus. Wir setzen TOL := 10 - !8 (volle Maschinengenauigkeit) und erhalten r, = 2.68 10 3. Aus
Sicherheitsgriinden wurde aber im Programm r, := 10 -4 gewihlt. Das Programm setzt nachher
den an der Stelle r, berechneten Losungsvektor als "Anfangswert" in die Subroutine RKD ein.
Es wird der oben definierte Wert fiir den Parameter TOL in der RKD-Routine eingesetzt (siche
Anhang). [ r,, 1] ist das Integrationsintervall. Die korrekte Funktion der oben erwihnten
Algorithmen wurden mit Testldufen bei verschiedenen Werten von TOL zusitzlich kontrolliert.
Es wurden verschiedene Rechenaufwinde beobachtet. Falls wir eine Losung berechnen, die
auf dem stabilen Ast des Bifurkationsdiagramms liegt (u_, <u”_ . ), braucht der
RKD-Integrator ca. 200 Schritte. Fiir die Berechnung von Lisungen auf dem ersten instabilen
Ast des Bifurkationsdiagramms (N = 3) benétigt der RKD-Integrator ca. 400 bis 500
Integrationsschritte. Fiir grosse Werte von u_  wird die Berechnung der Lésung schwierig.
Der Rechenaufwand nimmt erheblich zu. Der Aufwand zur Berechnung von Punkten des
Bifurkationsdiagramms (Newtoniteration (3.2.14)) bzw. der zusitzlichen Bestimmung des
kritischen Punktes (Sekanteniteration (3.2.25)) wird im wesentlichen durch den RKD-
Integrator bestimmt. Das Differentialgleichungssystem (3.2.28) fiir die Subroutine DGL sowie
die formalen Entwicklungen in der Subroutine ASYMPT (siehe Anhang File: BP1.FOR) sind
beziiglich des Aufwandes nicht optimal implementiert. Die Rechnungen wurden mit dem
Resultat (3.2.7) (Spezialfall N = 1 und 6 = 0) verglichen. Zudem konnte man mit dem
kritischen Wert A* = 2 der homogenen Gelfand-Gleichung (2.3.5) im Einheitskreis
vergleichen (siehe [2]).

Als weitere Variante der inhomogenen Gelfand-Gleichung betrachten wir das Problem ((2.3.1)
Fall b) mit dem selbstadjungierter Differentialausdruck (o(r)u,}),, und mit o(r) aus (3.0.2)):

o

u“+[N;1 +82r]u'+le. 2 eu=0, 0<r<l

(3.2.29)
w0 =u1) =0, (u0=u).

Analog dem vorangehenden Fall fiigen wir zur obigen Gleichung (3.2.29) zwei Variationsglei-
chungen hinzu:
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. @
n“+[-ﬂ-r;!-+0 r]u‘+lc 2 in=0, O<r<l

n'0)=n(1)=1 n=2u
ou,

und

2
81
g"+[§.?'.l+92r)c’+c 2 (eu+lcuc) =0, O<r<l

0

u
oA’

U

Lo =¢n=0

Somit miissen wir in der zugeh6rigen Subroutine DGL zum RKD-Integrator das folgende
System definieren:

F=DEXP (X (1)-0.5DO*ALF*ALF*T*T) (3.2.30)
DF=F

HI=(1.D0O-NN)/T-ALF*ALF*T

DX (1)=X(2)

DX (2)=HI*X(2)-LAM*F

DX (3)=X(4)

DX (4)=HI*X (4) -LAM*DF*X(3)

DX (5)=X(6)

DX (6)=HI*X (6)-F-LAM*DF*X(5)

Anfangswerte: X(1)=UM X(3)=1.D0 X(5)=0.D0
X(2)=0.D0 X(4)=0.D0 X(6)=0.D0

(Die Bedeutung der Variablen in der obigen Fortranroutine wurde beim System (3.2.28)
erklart.) Fiir die Berechnung der Losung u(r) um den Nullpunkt setzen wir die folgenden
formalen Entwicklungen an:

u) = Up+ U, x+ U, x2+ U, x>, mit x=r
(3.2.31)
u'() = 2r (U, +2U, x +3U, x*)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir analog zum vorangehenden Beispiel (3.2.1) fiir U,
die Ausdriicke



Uy = Upgy (Anfangswert) (3.2.32)
U, =*:—g]. cn=1cU°
2
U, = (K, +K;¢5) ¢, K, ’='g_"' K2:=3N(13;—+2)
U, =‘“(R1"'(R2+R3°o)°o)°o
: o* (3N +10) 8° N+1
mRERN T ENE N T UN (N+2)(N+4)

Die formalen Entwicklungen um den Punkt r = 0 fiir die Losungen n(r) und {(r) der
Variationsgleichungen erhalten wir ebenfalls analog zum vorangehenden Fall. Die Koeffizien-
ten fiir

NG = N+, x+1, X2 +1, X (x:=r")
uten: = 1 (3.2.33)
e
— 0 _
M=
M, = K, +2K;¢))e,
UD
113=—(R1+(2R2+3R350)c0)c0. e, =Ae

und fiir §(0=§0+C;!+C2X2*C313

ethaen wir. [, =0, G, =5k, k=1,2,3. (3:2.34)

Die Koeffizienten K, und K, sowie R}, R,, R; sind in (3.2.32) definiert. In Tabelle 4 sind die
kritischen Punkte fiir die Beispiele (3.2.1) und (3.2.29) zusammengestellt.
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Beispiel (3.2.1) Beispiel (3.2.29)
f ey A T X
N=1
0 1.1868422 0.8784577 1.1868422 0.8784577
0.25 1.1858628 0.8822885 1.1878229 0.8930035
0.5 1.1829795 0.8937142 1.1907258 0.9376127
0.75 1.1783510 0.9125355 1.1954226 1.0151950
1.0 1.1722263 0.9384231 1.2016708 1.1305507
N=2
0 1.3862944 2.0000000 1.3862944 2.0000000
0.25 1.3851319 2.0142181 1.3886192 2.0342728
0.5 1.3816829 2.0569269 1.3955121 2.1394820
0.75 1.3760637 2.1282631 1.4066970 2.3227839
1.0 1.3684718 2.2283695 1.4216183 2.5959664
N=3
0 1.6074568 3.3219921 1.6074568 3.3219921
0.25 1.6066317 3.3519830 1.6115702 3.3802413
0.5 1.6041525 3.4425042 1.6237791 3.5591477
0.75 1.6000167 3.5951295 1.6436171 3.8711445
1.0 1.5942451 3.8122491 1.6700860 4.3366443
N=4
0 1.8610469 4.8146962 1.8610469 4.8146962
0.25 1.8610415 4.8649703 1.8675612 49003914
0.5 1.8609626 5.0172296 1.8869029 5.1636422
0.75 1.8606350 5.2756691 1.9183225 5.6228399
1.0 1.8598089 5.6468890 1.9601219 6.3080304
Tabelle 4

(Kritische Punkte (A", u'm“) der inhomogenen Gelfand-Gleichungen (3.2.1) und (3.2.29).)
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3.2.2 Numerische Werte fiir untere Schranken p*

u* Werte zur inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1)

Nach den Vorbereitungen in den vorangegangenen Abschnitten sind wir nun in der Lage,
untere Schranken * fiir den kritischen Wert A* der inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1)
und (3.2.29), gemiiss den Korollaren 2.3.2 und 2.3.3, numerisch zu berechnen. Die unteren
Schranken p* sind durch die kritischen Werte eines eindimensionalen elliptischen Randwert-
problems der Form (2.3.15) bzw. (2.3.18) bestimmt. Wir kénnen somit zur Berechnung von
u* das gleiche Verfahren anwenden, wie es im vorangehenden Unterabschnitt (3.2.1)
beschrieben wurde. Wir miissen lediglich in der Subroutine DGL fiir den RKD-Integrator ein
modifiziertes Differentialgleichungssystem und ein anderes Integrationsintervall definieren. Als
erstes wenden wir Korollar 2.3.2 auf die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.1) an. Die
Voraussetzungen (ii) (Maximumprinzip) fiir die Inhomogenitit p(r) (siehe (3.0.1)) sind in
(3.1.10) und (3.1.11) iiberpriift worden. Um den kritischen Wert u* des Randwertproblems
(2.3.15) in Voraussetzung (i) des Korollars 2.3.2 berechnen zu konnen, definieren wir in
einer Subroutine das folgende System mit den beiden Variationsgleichungen:

F=DEXP (X (1)) (3.2.35)
DF=F

HI=-2*ALF*DTAN (ALF*T) )

DX (1)=X(2)

DX (2)=HI*X(2) =LAM*F

DX (3)=X(4)

DX (4) =HI*X(4) —~LAM*DF *X (3)

DX (5) =X (6)

DX (6) =HI*X (6) ~-F-LAM*DF*X (5) ,

Anfangswerte: X (1)=UM X(3)=1.D0 X(5)=0.D0
X(2)=0.D0 X(4)=0.DO0 X (6)=0.D0,

Integrationsintervall: 0 < < 9 .

Die Arrayvariablen X (*) und DX (*) sind beim System (3.2.28) definiert. Fiir die weiteren
Grbssen, welche mit dem Randwertproblem (2.3.15) verkniipft sind, gilt:
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HI :=- itarl [%] , F:= »*3x1 , F=DF (nicht nitig, aber einfach modifizierbar bei weiteren
a i
Beispielen, siehe Abschnitt 3.3),
Commonblock-Parameter: LAM:=j, ALF:= L oom= Xmax = X(0) .

Die Parameter 4 und O bestimmen wir gemiiss den Formeln in Voraussetzung (i) von Korollar
2.3.2. Dabei ist zu beachten, dass der Parameter B/,

g ot

X

geniigend gross sein muss (siehe Beweis von Korollar 2.3.2). Wir setzen deshalb

: {B'fallsﬁ'>0a,
P= 16 fais pstv.

ImFall B'> & setzen wir die Grossen

2
p-_4 2 i 22=i
B‘

4 2
min 1 + %

K

in A=W+ ﬁ ein. Fiir den Parameter % des Randwertproblems (2.3.15) erhilt man die Beziehung:
i

min - els B> O,

1 .
1 (3.2.36)
4 L s B @=1).

Fiir O gelten entsprechend die folgenden Formeln:

,‘Eﬁ arcsi.n[ 222J falls B' > &

di=q mim 1+2 (3.2.36")
%Jm falls B' <&

Der Wert fiir 1/Ja wird in der Subroutine PARAM (siehe File PARAN . FOR) gemiiss (3.2.36")

berechnet und iiber die Output-Variable DGP dem Hauptprogramm iibergeben. Im
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Hauptprogramm wird ALF=DGP gesetzt, da Variablen im Subroutinenkopf beim verwendeten
Fortrancompiler keine Commonblock-Variablen sein diirfen. Mittels dem Commonblock-
Parameter ALF wird die Grosse (3.2.36") der Subroutine DGL iibergeben, wo das Problem
(2.3.15) als System der Form (3.2.35) implementiert ist. Die Parameter I/JE und ® kénnte man
auch direkt (ohne vorherige Bestimmung der Hilfsgrosse 2) aus den oberen Schranken % und % be-
rechnen, welche fiir das Hilfsproblem (3.1.1) in Tabelle 1 aufgelistet sind. Im ersten Spalten-
paar der folgenden Tabelle 5 sind die Ergebnisse fiir die kritischen Punkte X’M und p*
dargestellt, welche sich aus dem System (3.2.35) mit den oben definierten Parametern
(3.2.36'/36") berechnen lassen. In den hinteren beiden Spalten von Tabelle 5 sind diejenigen
kritischen Punkte X" und p” aufgelistet, die sich ebenfalls aus System (3.2.35) ergeben.
Dabei werden aber die Parameter 1A4/2 und 9§ mittels Wmax und T, aus Tabelle 1 analog zu den
Beziehungen (3.2.36'/36") wie folgt berechnet:

min

B := max {Emli 5 Wy } (Def. von K. siehe (2.3.16) bzw. (3.1.9))

A= wo, +B (3.2.37)

L —— (2——"‘3‘;"“]

8 o u o u
(%, 7% eingesetzt) (Wpnax> Tmax CiNgESELZL)

N=2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2148430 1.0473036 1.2115387 1.8081094

0.5 1.2131203 1.0696049 1.2100092 1.8479547

0.75 1.2098847 1.1044780 1.2071487 1.9140552

1.0 1.2044644 1.1469448 1.2023817 2.0055325
N=3

0 1.2290509 1.1724911 1.2290509 2.7308913

0.25 " 1.1835494 1.2288679 2.7561216

0.5 " 1.2167340 1.2282747 2.8322456

0.75 & 1.2718729 1.2271275 2.9604436

1.0 - 1.3478945 1.2251412 3.1422520
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N=4¢4
0 1.2290509 1.2748936 1.2290509 3.6411884
0.25 " 1.2882027 " 3.6792161
0.5 i 1.3284649 2 3.7944717
0.75 ¥ 1.3965787 " 3.9903972
1.0 b 1.4936272 # 4,2724654
Tabelle 5
(Anwendung von Korollar 2.3.2 auf Problem (3.2.1))
Rechenaufwand:

Der Aufwand zur Berechnung des kritischen Punktes (X*,__, 1*) ist vor allem durch die
RKD-Routine bestimmt. Die Newton- bzw. Sekanteniterationen zur Berechnung der unteren
Schranken p* fallen weniger ins Gewicht. Experimentell wurde folgender Aufwand ermittelt:

Anz. Auswertungen der rechten Seite von (3.2.35) = ¢TOL R (3.2.38)

mit: c=182,

p= .é_ (Runge-Kurtta 8. Ordnung),

TOL = Parameter fiir die Fehlertoleranz in RKD-Routine.

¢ ist eine Konstante, welche von weiteren Grisssen abhiingt, wie z.B. Nichtlinearitit f(X) = eX
und Anfangsbedingungen. Bei der Bestimmung der obigen Aufwandformel (3.2.38) wurde
mit folgenden Startwerten experimentiert:

X(0) = X pax = 1.0 (muss ein gut gewihlter Startwert sein),

p=10 (muss nur in der Grossenordnung richtig gewihlt werden).

Falls z.B. TOL = 10" '° gewihlt wird, erhilt man mit der obigen Formel (3.2.38) ca. 3236
Auswertungen der rechten Seite von (3.2.35), um den kritischen Punkt (X*_, , ") mit ca.
7-stelliger Genauigkeit zu erhalten. Man beachte, dass das System (3.2.35) keine
Singularititen besitzt. Deshalb sind fiir die Integration weniger Schritte notwendig, als fiir die
Berechnung des exakten kritischen Wertes A" fiir eine (Hyper-) Kugel gemiss (3.2.28)
(1/r-Singularitit).
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' Werte zur Gelfand-Gleichung (3.2.29)

Als nichstes Beispiel betrachten wir die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.29) mit einem
selbstadjungierten Differentialoperator. Die Berechnung der kritischen Punkte (X‘mx, T}
verlduft dhnlich wie im vorangehenden Fall. Es sind die Bedingungen in der Bemerkung zu
Korollar 2.3.2 zu priifen. Die Voraussetzungen fiir das Maximumprinzip sind aufgrund der
Beziehungen (3.1.13/14) fiir 0 < 6 < 1 erfiillt. In der zweiten Doppelspalte von Tabelle 6 sind
wieder diejenigen Wertepaare aufgelistet, die sich ergeben, falls wir die richtigen Werte fiir die
Parameter w,,, und T, aus dem Hilfsproblem (3.1.12) (sieche Tabelle 2) im Randwertproblem
(2.3.15) bzw. im zugehérigen System (3.2.35) einsetzen.

9 x:nax u x:nax n
(%, % eingesetzt) (Wmax» Tmax €ingesetzt)

N=2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2164546 1.0569734 1.2129736 1.8244596

0.5 1.2197237 1.1105970 1.2158887 1.9155350

0.75 1.2253495 1.2059936 1.2209176 2.0744476

1.0 1.2290509 1.3478945 1.2282712 2.3120092
N=3

0 1.2290509 1.1724911 1.2290509 2.7308913

0.25 L 1.1906195 » 2.7737837

0.5 " 1.2465138 " 2.9051270

0.75 " 1.3448199 " 3.1329007

1.0 " 1.4936272 " 3.4702721
N=4¢g

0 1.2290509 1.2748936 1.2290509 3.6411884

0.25 ! 1.2941773 = 3.6983783

0.5 " 1.3534987 " 3.8735026

0.75 " 1.4573464 " 4.1772010

1.0 " 1.6134180 " 4.6270294

Tabelle 6

(Anwendung von Korollar 2.3.2 mit Bem. auf den selbstadjungierten Fall (3.2.29))
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Einfluss von g(w) im Ansatz der P-Funktion

Um den Unterschied zwischen

glw) =1
und
i
gw) := 1 , EMAX { Wiy, —o
(w+B)’ { Kinin }
im Ansatz
2 w
P=gw)|Vw| +2 J 2g(y)dy . w Losung von (3.1.1) (3.2.39)
0

zu illustrieren, berechnen wir gemiss Korollar 2.3.2 die kritischen Werte X™__ und p"* fiir
den Grenzfall B — oo, d. h. wir setzen im System (3.2.35) die Parameterwerte:

= ALF = 0,

=l

1 1 2
3 =Ry = [ {6 ds = [ s = Eertierr).
0 0

Es ergeben sich die in Tabelle 7 zusammengefassten unteren Schranken p*, die fiir das
Problem (3.2.1) sowie auch fiir das Problem (3.2.29) (selbstadjungierter Fall) gelten.

6 Xinax W
0 1.1868422 0.8784577
0.25 = 0.8876369
0.5 " 0.9155167
0.75 2 0.9631179
1.0 o 1.0321188
Tabelle 7

(Korollar 2.3.2, Grenzfall B — <, Dimension N > 1)
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Fiir den Spezialfall N = 2 kdnnen wir mit Hilfe von Korollar 2.3.3 etwas verbesserte untere
Schranken i* berechnen. Um den Verbesserungseinfluss von Korollar 2.3.3 gegeniiber
Korollar 2.3.2 abgrenzen zu konnen, listen wir in Tabelle 8 die Wertepaare (X'mu. ") fiir die
beiden Beispiele (3.2.1) und (3.2.29) auf. Die Voraussetzungen (ii) in Korollar (2.3.3) (fiir
das Maximumprinzip) wurden in Abschnitt 3.1 iiberpriift (Beziehungen (3.1.15) und
(3.1.16/16"). Die Rechnungen wurden mit Hilfe des Programmpaketes vorgenommen, das
schon die Berechnung von Tabelle 5 und 6 ermdglichte. In einer Subroutine ist die Differen-
tialgleichung (2.3.18) mit den zugehorigen Variationsgleichungen zu definieren, und im File
PARAZ2.FOR sind die Formeln gemiss Voraussetzung (i) von Korollar 2.3.3 zu program-
mieren. Wir geben hier die Resultate wieder.

0 Xmax u Xmax T

(Beispiel (3.2.1)) (Beispiel (3.2.29))
N=2

0 1.2280714 1.1022900 1.2280714 1.1022900

0.25 1.2269646 1.1077061 1.2303132 1.1261726

0.5 1.2235505 1.1230956 1.2376010 1.2030539

0.75 1.2175664 1.1457555 1.2518891 1.3514614

1.0 1.2086531 1.1709076 1.2774309 1.6136826

Tabelle 8

( Anwendung von Korollar 2.3.3, N=2)

Bemerkungen zu den numerischen Ergebnissen:

Um einen Einblick zu erhalten, wie stark die unteren Schranken p* gemiiss Korollar 2.3.2 und
2.3.3 gegeniiber den genauen Werten A’ fiir verschiedene Gebiete Q abweichen kénnen, wur-
den die Werte fiir einen ungiinstigen Fall berechnet, d. h. Q eine (Hyper-) Kugel. Falls Q ein
Streifen mit Breite 28 ist, und die Probleme homogen sind, d. h. p=1in (3.2.1) bzw. o = 1
in (3.2.29), so erhalten wir scharfe Werte fiir u* gemiss den oben erwahnten Korollaren. p*
ist im wesentlichen durch ein eindimensionales semilineares Randwertproblem mit der
Gelfand- Nichtlinearitit f(u) = e¥ bestimmt. Es ist klar, dass die Werte " fiir den hoher
dimensionalen Fall N>2 "schlechte” untere Schranken sein miissen. Die Verbesserungen fiir
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u*, welche wir durch die Hilfsfunktionen

1
(u+B)

glu) = N>1, bzw.

guy=¢e™ N=2

im Ansatz (3.2.39) fiir eine P-Funktion erhalten, liegen zwischen 5 und 10 Prozent. Dies ist
unter den Erwartungen. Der Verbesserungseinfluss der oberen Schranken fiir wy,,, und T, auf-

grund der Korollare 1.6.1 und 1.6.2 ist wesentlich grisser. Diese Schranken werden in den
eindimensionalen Randwertproblemen (2.3.15) bzw. (2.3.18) weiter verwendet, um die
unteren Schranken p” zu berechnen. Sind wir in der Lage, exakte Werte oder mindestens sehr
gute obere Schranken fiir die Parameter w,, und T, in (2.3.15) bzw. (2.3.18) einzusetzen, so

verbessern sich die berechneten unteren Schranken p” selbst fiir eine (Hyper-) Kugel erheb-
lich. Ich verweise in diesem Zusammenhang auch auf die Bemerkungen 5 und 6 von Satz
2.2.2. Fiir den ebenen Fall N =2 gibt Korollar 2.3.1 nur fiir homogene Probleme scharfe un-
tere Schranken, falls Q ein Streifen oder ein Kreis ist. Ein dhnliches Resultat fiir den Fall N =
3 wiire Gegenstand weiterer Untersuchungen. Den Verbesserungseinfluss, welchen wir mit
Korollar 2.3.3 (N = 2) gegeniiber Korollar 2.3.2 ( N > 1) erreichen, ist gering (héchstens ca.
3 Prozent). Wir kénnen somit Satz 2.2.2 quasi als Erweiterung von Satz 2.2.3 (siehe auch
[29]) auf den allgemein dimensionalen Fall N > 1 betrachten (Korollar 2.3.2 ist eine Folgerung
von Satz 2.2.2.).
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3.3 Numerische Resultate zur inhomogenen Reaktionsgleichung
p-ter Ordnung

Als letztes Beispiel betrachten wir eine inhomogene Reaktionsgleichung p-ter Ordnung der
Form (2.3.19, Fall a) in einer Kugel Q c EN mit Radius 1. Wir wihlen dieselbe Inhomo-
genitit p(r), wie sie im vorangehenden Abschnitt fiir die Gelfand-Gleichung (siehe (3.2.1))
definiert ist. Zur Berechnung der Losung setzen wir folgende Differentialgleichung an (radial-
symmetrisches Problem):

u’+ N—; 1 u' = ‘bzp(r) o’ p#l
@ 3.3.1)

w(0)=0, u(l)=1, pM):=e 2 . OeinParameter.

& ist der Thielemodul (siehe Abschnitt 2.3.2). Fiir eine (nicht negative) Losung folgt aus dem
Maximumprinzip, dass 0 < u_. <u(r) <1 ist fiir 0 <r < 1. Weiter gilt u(r) = u(-r). Das
Minimum der Losung wird somit im Punkt r = 0 angenommen (u(0) = u_; ). Die Berechnung
des Bifurkationsdiagramms @ = ®(u_. ) erfolgt nach der Methode, welche in Unterabschnitt
3.2.1 anhand der Gelfand-Gleichung erlidutert wurde. Das obige Randwertproblem (3.3.1)
besitzt in r = 0 eine 1/r - Singularitdt. (Im Fall p = 1 ist (3.3.1) eine lineare Differential-
gleichung vom Fuchsschen Typ.) Falls — 1 < p < 0 ist, so enthilt das Bifurkationsdiagramm
weitere kritische Punkte, die aber nicht im Zentum des Interesses liegen. Es geniigt somit, das
fogende System mit nur einer Variationsgleichung zu integrieren (wir kénnen hier Nu“’(0) =
®?p(0)uP(0) setzen, falls r — 0 geht):

IF (T.EQ.0) THEN (3.3.2)
F=LAM* (X (1) **PP)
DF=PP*F/X (1)

DX (1)=X(2)

DX (2) =LAM*F /NN

DX (5)=X(6)

DX (6)=(2.DO*F+LAM*DF*X (5) ) /NN
ELSE

F=LAM*DEXP (-0 .5DO*ALF*ALF*T*T) *X (1) **PP
DF=PP*F/X (1)

HI=(1.DO-NN) /T

DX (1)=X(2)

DX (2)=HI*X(2) +LAM*F

DX (5)=X(6)
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DX (6)=HI*X(6)+2.DO*F+LAM*DF*X (5)

END IF
Anfangswerte: X(1)=UM X(5)=0.D0
X(2)=0.D0 X(6)=0.D0.

Zwischen Problem (3.3.1) und dem in Fortran definierten System (3.3.2) bestehen folgende
Beziehungen:

Zusammenhang mit Problem (3.3.1): X (1) :=u DX (1) :=u’
X(2) :=u" DX(2):=u"
Zugehorige Variationsgleichung: X(5) = DX(5):=U
X(6):=C DX(6):=L", [C:=%]

Commonblockparameter: NN:=N, ALF:=0, Pp:=p, LAM:=0, UM:=u_ .,

@' ®

. - g - ' S =1
weitere Hilfsvariablen: HI:=lr—N. F=®e 24, DFi=0e ? pup s ALF:=

Das Bifurkationsdiagramm @(u,_. ) ist durch die Niveauliniengleichung

u]{l) = u](l:umjn,(b) = 1 (Losung an der Stelle r=1) 3.3.3)

bestimmt. Wir wihlen einen festen Anfangswert u(0) = u_; und l6sen (3.3.3) mit dem New-
ton-Raphson Verfahren auf (einfaches Schiessverfahren):

®, = Startwert (wird vom Programm abgefragt)

o o M- (3.3.4)
n+1 n Cl(l)

Nach ca. 4 Iterationen liefert das obige Iterationsschema (3.3.4) eine gute Approximation fiir
einen Punkt des Bifurkationsdiagramms (siehe Grafik 3). Der obige Algorithmus (3.3.4) ist in
der Subroutine BIFURK implementiert (siehe File BIFUR2 . FOR). Die kritische Losung u” ist
durch die Eigenschaft

O<u’(n <1, falls 0<r<1

(3.3.5)
u'(0)=0= u”nm
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charakterisiert. u® ist die Losung mit einem Dead-Core, das nur aus einem Punkt besteht. Man
spricht auch von einer Einpunkt-Dead-Core-Losung. Zur Bestimmung von u” miissen wir
homogene Anfangsbedingungen

u*0) = 0,
u*(0)= 0

wiihlen.

Der kritische Wert @* des Thielemoduls lisst sich wie folgt bestimmen:
Mit der Transformation

WY e
== vETh (3.3.6)
geht das Problem (3.3.1) iiber in
y + XLy = oy (3.3.7)

mit homogenen Anfangsbedingungen y(0) = y“(0) = 0. Wir bestimmen die Losung y an der
Stelle r = 1, d.h. y(1). Aus der zweiten Randbedingung u®(1) = 1 folgt

o' = L (Def. von y siehe (3.3.6)). (3.3.8)
y(1)"

Falls der Parameter p im Problem (3.3.7) negativ gewihlt ist, wird die Differentialgleichung
zur Bestimmung der kritischen Lsung singulir, falls u®(r) — 0 geht fiir r — 0. Wir machen
deshalb eine formale Entwicklung fiir die Losung und wihlen den Ansatz

y(r) = ')';Dr"'+§2 r7+2+0(r7+4). (3.3.9)
Einsetzen in (3.3.7) ergibt

y“+ gy = Y(N-2+7) T, (Y +2) (N+«,}§2r"+o(r’* ) (3.3.10

und fiir die rechte Seite von (3.3.7) erhalten wir

v 2
pmy” = ?EFT(1+(%~%]F+O(#)J. (3.3.11)
0

Zur Entwicklung von yP kann Formel (7) aus [30] beniitzt werden. Aus (3.3.6) folgt
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y-2 = py. (3.3.12)

Somit stimmen die Exponenten der niedrigsten Potenz in (3.3.10) und (3.3.11) iiberein.
Koeffizientenvergleich ergibt nun:

1

-1
ifu=(v(?~lv2+1r))p , (3.3.13)

2
_ OY(N-2+7) _

Y277 4GyvaN-2) 0 Wl

Obige asymptotische Entwicklung wurde in der Subroutine ASYMP T implementiert (siche Files
BP2.FOR im Anhang). Der Abbruchfehler des Ansatzes (3.3.9) fiir y’(r) liegt in der
Grossenordnung O(rY *3). Die approximative Berechnung der kritischen Losung y(r) erfolgt in
zwei Schritten. Wir wihlen einen Zwischenpunkt

1

3
= TOL” : (TOL ist der Toleranzparameter fiir die RKD-Routine, siche Anhang)

und bestimmen mittels des Ansatzes (3.3.9) die Losung des Problems (3.3.7) an der Stelle r,,.
Aus Griinden der Sicherheit wurde in den numerischen Berechnungenr, := 10- 5 gewihlt. Im
zweiten Schritt integrieren wir die Gleichung (3.3.7) mit der RKD-Fortranroutine in r, <r <
1. Als Anfangswerte sind die Grossen y(r,) und y(r,) in die Fortranroutine einzusetzen. Der
kritische Wert @ berechnet sich dann durch die Beziehung (3.3.8). Einige Werte fiir ®* sind
in den ersten Spalten von Tabelle 9 und 10 aufgelistet. Es wurde nicht bewiesen, dass die
formale Entwicklung (3.3.9) gegen die kritische Losung y konvergiert. Setzen wir jedoch 6 =
0 in der Inhomogenitit p(r) (siche (3.3.1)), so erhalten wir mit dem Ansatz (3.3.9) die
richtige Formel fiir die Lsung

1

p-1
YO =5, mit ,=[YN-2+7)] .y=ﬁ. (3.3.15)

(Formale Entwicklungen sind meistens asymptotisch, falls alle Koeffizienten formal bestimmt
werden konnen.) In der Grafik 3 sind fiir einige charakteristische Parameterwerte die
Bifurkationsdiagramme fiir eine (Hyper-) Kugel mit Radius R = 1 gezeichnet (setze 8 := 0.5
sowie p :=— 2, 0 und 0.5 im Problem (3.3.1)). Grafik 4 illustriert eine Lésung mit einem
Dead-Core fiir p = 0.5. Falls der Wert von p im Intervall -1 < p <0 liegt, gibt es mehrere
positive Losungen. In Grafik § sind fiir den Thielemodul @ = 1.09 die beiden positiven
Losungen und die Dead-Core-Losung aufgezeichnet. Letztere ist in einem Punkt nicht
differenzierbar. Wir wollen damit ein Resultat aus [17] und [18] numerisch bestitigen, wonach



. {54

3 Losungen fiir unsere Problemklasse (3.3.1) nicht geordnet sein konnen. Allerdings wurde
dies in [18] nur fiir klassische Losungen und fiir homogene Probleme mit konvexer
Nichtlinearitdt bewiesen. Man vergleiche mit der entsprechenden Bemerkung bei der
Gelfand-Gleichung in Unterabschnitt 3.2.

Wir wollen noch eine Bemerkung zur Stabilitdtsfrage anfiigen. Es sind vermutlich diejenigen
Lsungen die "stabilen”, welche in Figur 1 jenen Punkten auf dem Graphen und der Ordina-
tenachse entsprechen, die mit einer punktierten Linie markiert sind. Man erhilt ein Diagramm
mit einer Hysteresis.

@

Figur 1

(Schematisches Bifurkationsdiagramm
fiir Problem (3.3.1) mit—-1 < p <0)

Untere Schranken fiir den kritischen Wert ®°

Die unteren Schranken p* in den Tabellen 9 und 10 wurden aufgrund von Korollar 2.3.5
bestimmt. Die Voraussetzungen (i) in diesem Korollar fiir das Maximumprinzip sind fiir die
gewihlte Inhomogenitdt p(r) (siehe 3.0.1) im vorangehenden Unterabschnitt 3.2.2 im
Zusammenhang mit der Gelfand-Gleichung verifiziert worden. Zur Bestimmung von p*
miissen wir die kritische Losung X" des folgenden eindimensionalen Randwertproblems
berechnen (siehe 2.3.37):

x1‘=x‘z

. (3.3.16)
X, ==2/Jatan (8/V2) X, +2x’ (':%]‘

Anfangsbedingungen: X, (0) = X,(0) = 0, Randbedingung: xl(s) =1.



- 155 -

Die Parameter 4 und 5 sind gemiss der Voraussetzung (ii) von Korollar 2.3.5 bestimmt, d.h. es
werden die Formeln (3.2.36') und (3.2.36") beniitzt. Das System (3.3.16) wird bei der
Bestimmung der kritischen Losung X* in © = 0 singulir, falls p < 0. Deshalb wihlen wir in
einer Umgebung des Nullpunktes & = 0 fiir die kritische Losung den (formalen) Ansatz

- ¥ = y+2 Y+4
X@®) = X0 +X,0 +0@® ). (3.3.17)

Die Koeffizienten lassen sich durch Koeffizientenvergleich bestimmen analog dem Vorgehen
bei der Entwicklung von y(r) (vergleiche mit Beziehungen (3.3.10) bis (3.3.14)). Es wird in
(3.3.16) u := 1 gesetzt (vergleiche mit Transformation (3.3.6)). Die Rechnung ergibt

= p-1 N 2
X=[v¢-D] L et (3.3.18)

=--Lg 3.3.19
3q ° : )
Wir berechnen die Losung in zwei Schritten. Zuerst wihlen wir einen Zwischenpunkt

1

3
9,:=TOL""" (TOL siche Beschreibung RKD-Routine im Anhang)

und approximieren X(3,) und X(:3,) an der Stelle 8, durch

x<ﬂg=ﬁ:[x0+x2sf]md

(3.3.20)
. -1 < B ol
XM)=1, [1f)(0+(1r+2))'(2131 ]

Wir setzen die obige Losung an der Stelle 9, als Anfangswert in die RKD-Routine ein und be-
rechnen die Losung an der Stelle 9. Die untere Schranke p* erhalten wir anschliessend aus der Be-

zichung

o i . 2
oSt L Y, (3.3.21)
x@®) " 1-p

Die mittleren Spalten der Tabellen 9 und 10 enthalten einige Werte fiir ",

Setzen wir im obigen Randwertproblem (3.3.16) fiir die Parameter 4 und 13 die Definitionen (3.2.37)
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ein, dann erhdlt man wesentlich verbesserte untere Schranken. Sie sind in den letzten Spalten
der Tabellen 9 und 10 dargestellt. Man beachte, dass im Fall p = 0 die Funktion

X=X {05 /& arcsin (sw(x))/ /3 )} mit s=s(w(x)= 2\/ (wx) + B) By =90 |

eine Losung des Problems (3.3.1) ist. w(x) ist die Losung des Hilfsproblems (3.1.1). Aus
Proposition 2.2.1 folgt fiir X = {s(w(x))}

AX

prp X in Q= Kugel mit Radius 1
X =1 auf 9Q

Die berechneten Werte fiir u* in der dritten Spalte von Tabelle 10 miissen somit mit den
richtigen Werten @ zusammenfallen (Kontrollwerte). Im Fall N = 2 kann man ein weiteres
Korollar angeben, welches dem Korollar 2.3.3 fiir die Gelfand-Gleichung entsprechen wiirde.
Daraus ergeben sich etwas verbesserte untere Schranken p*. Die numerischen Experimente
zeigten aber nur eine 1- bis 2- prozentige Verbesserung (siche Bemerkungen zu den
Ergebnissen bei der Gelfand-Gleichung).

B ¢ u- ut

(exakte Werte) (W, Zeinges.)  (Wax Trax CINgES.)

N=2
0 1.3333333 0.7413965 0.9719214
0.25 1.3379560 0.7438447 0.9751952
0.5 1.3517406 0.7508582 0.9848397
0.75 1.3744362 0.7613085 1.0002704
1.0 1.4056242 0.7727888 1.0202985
N=3
0 1.7638342 0.7939335 1.2116623
0.25 1.7718678 0.7976687 1.2171201
0.5 1.7959104 0.8087740 1.2333971
0.75 1.8357768 0.8268967 1.2601703

1.0 1.8911261 0.8512504 1.2967806
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N=4
0 2.1081851 0.8278780 1.3991071
0.25 2.1191643 0.8321880 1.4063940
0.5 2.1520872 0.8450928 1.4282526
0.75 2.2068900 0.8664871 1.4646621
1.0 2.2834027 0.8960876 1.5155443
Tabelle 9
(Anwendung von Korollar 2.3.5 auf Problem (3.3.1) mit p =—0.5)
e (I)‘ u- u-
(exakte Werte) (W, Teinges.)  (Wpax» Tmax €INEES.)
N=2
0 2.0 1.5200465 2.0
0.25 2.0078040 1.5259568 2.0078040
0.5 2.0311131 1.5432343 2.0311131
0.75 2.0696125 1.5703257 2.0696125
1.0 2.1227593 1.6038913 2.1227593
N=3
0 2.4494897 1.6050117 2.4494897
0.25 2.4609670 1.6125627 2.4609670
0.5 2.4953393 1.6350131 2.4953393
0.75 2.5524108 1.6716497 2.5524108
1.0 2.6318012 1.7208831 2.6318012
N=4
0 2.8284271 1.6736336 2.8284271
0.25 2.8431584 1.6823468 2.8431584
0.5 2.8873476 1.7084350 2.8873476
0.75 2.9609528 1.7516855 2.9609528
1.0 3.0638161 1.8115258 3.0638161
Tabelle 10

(gleiche Tabelle wie 9, jedoch Problem (3.3.1) mit p = 0)
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Anhang

Zusammenstellung der beniitzten Begriffe und Formeln aus der
Differentialgeometrie (siche [5])

N-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit MN:

Eine (allgemeine) N-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit MN ist ein zusammenhiingender
topologischer Hausdorff-Raum (2.Trennungsaxiom), auf welchem eine Aquivalenzklasse von
Atlanten der Klasse CK existiert. Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit ist lokal euklidisch, d.h. es
existert eine Koordinatenumgebung (Karte genannt) mit den lokalen Koordinaten

Die Koordinatentransformationen zwischen zwei iiberlappenden Karten sind C¥ - Funktionen.

Sonderfall: Fliche 02, welche im euklidischen Raum E3 eingebettet ist.
Parameterdarstellung von 9Q:

ul, u? = x ('u?) (A.1)
x=(x',x% x3)  kanesische Koordinaten in E3,
ul, u? lokale Koordinaten von 9Q; auch Gausssche Koordinaten genannt.

Riemannsche Mannigfaltigkeit RN (Riemannscher Raum):

Eine Ck-MannigfaItigkcit RN heisst eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, falls in jedem Punkt
pe RN ein positiv definiter symmetrischer Tensor mit den kovarianten Komponenten Zix
definiert ist. g, wird als der metrische Tensor der Riemannschen Mannigfaltigkeit RN
bezeichnet.

Der kontravariante (inverse) metrische Tensor ist iiber die Relaton

g g =8 (A2)

definiert. Das Kronecker-Symbol 8% ist definiert durch

ik=1,...N, (A.3)

¢ {Ofaﬂsi:k
7 1 s =k

Es gilt 8, = 5% = 8%,
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Beispiel: Metrik einer Fliche 0Q in E3, die durch eine Abbildung der Form (A.1) gegeben ist.

Bop = 8, X x".ﬁ fi=1:2: (A4)
Linienelement (1. Grundform):
ds? = g, du' du* (A.5)
Volumenelement:
do=Jg du'... du®, g = det (g,) (A.6)
Skalarprodukt:
(v,w) = g v' w¥ (A7)

(vi, wk kontravariante Komponenten von zwei Vektoren v,w)

Linge eines Vektors:

vl =,/gkvi vk (A.8)

Konformitit einer Abbildung: (Winkeltreue)

Sei F: 9Q — 9Q" eine eineindeutige Abbildung eines Flichenstiicks 0Q in E3 (mit
Koordinaten u!, u? ) auf ein Flichenstiick Q" in E3 (mit Koordinaten u!*, u2*). u®, u®*
seien so gewiihlt, dass die Abbildung F gegeben ist durch:

.
l.ll = 'I.ll

22 = g?

(gleiche Gausssche Koordinatensysteme fiir 9Q und 9Q" )
Die Abbildung F ist genau dann konform (Winkeltreue einander sich schneidender
Kurvenstiicke auf 0Q bzw. auf 9Q" ) falls gilt:

Es existiert ein) > 0, sodass gil: g}, =n(',u’)g, ik=1,2 (A9)

Konforme Metrik einer Riemannschen Mannigfaltigkeit RN:
Eine Metrik g, heisst konform zur euklidischen Metrik 3, falls eine Funktion p > 0 existiert,
so dass gilt:

g, =P8, ik=1.. /N, (A.10)
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Christoffel-Symbol 1.Art: (ist kein Tensor)

r _1[%m, O%8m 9%
im= 2| Q0 gy o

in der konformen Metrik:

op
\ _
)0 PyT

ST -
Tim =% P Sim* P Bip = Pom 8 o

i
Christoffel-Symbol 2.Art: (ist kein Tensor)
1_ _im
Iy =8" L
in der konformen Metrik:

1_ 1
L= E[p'i 8, +p,8,-p, 8,

Beziehungen zwischen den Christoffel-Symbolen: (Symmetrien)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

Transformationsgesetz eines r-fach kovarianten und s-fach kontravarianten

Tensors (r+s)-ter Stufe:

k jI Jr -pI
T PyoPs _ op 1k du ou' Ju
m, ... m, j wk mooccc T _mg g
du Jdqu gy
Oberer Index: Kontravarianter Index
Unterer Index: Kovarianter Index
Sonderfille:

Kontravarianter Tensor 2. Stufe:

o

= MP ik g5m
T o=

S

[=F]
=
Qv

=
L3

(A.18)
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Kovarianter Tensor 2. Stufe:

Tp = T BuJ ouk
ko™ on’
Gemischter Tensor 2. Stufe:
T -1k 3uJ aﬁ
m ] au a.uk
Riemannscher Kriimmungstensor: (hingt nur vom metrischen Tensor g, ab)
gemischter:
R l:‘nhjll_ jki+ Pri_pPri
T g jtotpk T Nk T opl
kovarianter:

Ri =& R

Darstellung durch Terme mit 2-ten partiellen Ableitungen:

2 2
azglh+agjk_agkh 8g +gm T
alj allk auh aul allj au[ auh auk [ ]krn hli jlm” hki ]

wnk
Ryp = 3

Symmetrien:
thkl S th.tl ’ thu = thlk ’ thkl = Rmhj

Riemannscher Krimmungstensor fiir R%:
nur die folgenden 4 Komponenten sind verschieden von Null:

R =Ry = - Ry =—Ryyy

Gausssche Kriimmung Kg:

in der konformen Metrik:

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)



- 162 -

Riccitensor: (Spur des Riemannschen Kriimmungstensors iiber den 1. und 4. Index)

kovarianter:
Al _p!
R, =8 Ry =Ry, (A28)
kontravarianter:
o
R =g ¢"R_ (A29)
Darstellung durchTerme mit partiellen Ableitungen:
2 - e _
W U Wk PO ;_r_k"?_‘_“_{i (A30)
] al.l'] auk ou' J P J du
Symmetrie:
R, = Rkj (A31)
in der konformen Metrik:
kovariante Darstellung:
o BT M N-2 ¥
R, =-(N-2)p' (p )’jk+4_‘;'§' Vol 8, +AIn /5 5,
(A32)
Py Ps 2
e N2l 3TH w1 N4
R, = 7 [p,jk E— ]+2P(Ap+ 25 |Vp| JSjk
kontravariante Darstellung:
. R.
k
R" =2 (A33)
p
Riccitensor fir R2:
Rjk == I(G (Einsteinsche Mannigfaltigkeit) (A34)
in der konformen Metrrik:

R, =AInJp 8, (A35)
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Differentiation:
kovariante Ableitung eines Skalars w:

w,. = -al”- 0{\««,i ist ein kovarianter Tensor) (A.36)

1 au]
kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors t':
i

oy gt + F } t* (t i. K ist ein gemischter Tensor 2-ter Stufe) (A.37)
uk

kovariante Ableitung eines kovarianten Vekiors t:

_-—--—I' (t.

t. . . ist ein 2-fach kovarianter Tensor) (A.38)
S da i

kontravariante Ableitung eines kontravarianten Vektors t1:

k .
= gk‘ £ p (Heraufziehen eines Indexes) (A.39)
zweite kovariante Ableitung eines Skalars w:

_aw

w, -T. w, (A.40
ik~ Ogigk ik )

Kovariante Ableitung des metrischen Tensors: (Satz von Ricci)

By =0 g%,=0 8 ,.=0 (AA41)

Bemerkung:

Kovariante (bzw. kontravariante) Differentiationen von Summen und Produkten gehen nach
den Regeln der elementaren Differentialrechnung. Mehrmalige kovariante Differentiation hiingt
(von trivialen Ausnahmen abgesehen) von der Differentiationsreihenfolge ab. Es gilt die Identi-
tidt von Ricci.

Identitit von Ricci:

fiir kovariante Vektoren t :

ki i Ckijls (A.42)



1.

fiir 3-fach kovariante Ableitungen eines Skalars w:

5

Wikt — Wi = Ry Wis (A.43)

ij
Sonderfall: RN =EN (Vertauschung von partiellen Ableitungen)

s
Ryii= 0, Worii = Wokji (A.44)

1. Beltramische Invariante fiir skalare Funktionen v und w:

Vv Vw =gk VW (A.45)
Sonderfall: v=w
g
|Vw| = g% w,w, (A.46)
2. Beltramische Invariante fiir eine skalare Funktion w:
( Laplace-Beltrami-Operator )
Aw=g*w, =(g"w,), (A47)
Darstellung durch gewohnliche partielle Ableitungen:
= 1 d ik ow :
Aw=-—L_9[ 5 g w] g=det(g, ) (A.48)
{g ( ' | -
Sonderfall: RN=EN
I
Aw=Aw=) oW (A.49)
k=1 (0u)

Geodatische Linien in RN: (Autoparallele Kurven oder "kiirzeste" Verbindungenskurven)

Differentialgleichungssystem fiir die Koordinatenfunktionen u' = u'(s) beziiglich einer
beliebigen Metrik:

Du _ iii+rj‘u’u"= 0, i=1l....N (A.50)
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mit Anfangsbedingungen
ui(so) = uoi und gikiliixk|s -5 = 1 (s, ist frei wahlbar).

= Ableitung nach der Bogenlinge s, % = kovariante Ableitung in Richtung des kontra-

varianten Tangentenvektors X' (intrinsic derivative).

e
ds
Fiir eine Losung u' des Systems (A.S0) gilt

g " = 1 firalles. (A1)

Differentialgleichungssystem beziiglich einer konformen Metrik der Form (A.10):

J K
g Palll o P, ik s Pau P
a4 -z J. ki )y A as -
U+ ——u —ﬁﬁjkuu =i+ u—?- , A= Laaa N, (A52)
mit Anfangsbedingungen

i i .k 0
ui(sy) :=uy und pd,ud |s=S[,= . [p'i=_p'].

Falls p = p(r) gewiihlt wird mit r = JaOt+...+@% , 50 entsprechen den Geraden im Parame-
terraum (mit Koordinaten ul, ... , uM) den geoditischen Linien in RN,

Hyperflachen 0Q in RN

Unter einer Hyperfliche 0Q verstehen wir eine (N-1) - dimensionale Untermannigfaltigkeit,
welche wir uns in einem Riemannschen Raum RN (bzw. euklidischen Raum EN) eingebettet
denken.

Bezeichnungen:
Lokale Koordinaten in RN: x j=1,..,N
Lokale Koordinaten in 0Q: ¥ a=1l,..,N=1

Lokale Parameterdarstellung von 0Q:

=0 @, ...,o"=0 @, j=1,..,N, a=1..,N-1. (A.53)
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Rang der Funktionalmatrix:

Kovarianter metrischer Tensor fiir eine Hyperflache 0Q:
(von g, induzierte Metrik)

_ . ox' ox _ ik
guﬂ—gikﬁﬂ—g-&x.ax B

Konvention:
Summation iiber lateinische Summationsindizes von 1 bis N.
Summation iiber griechische Summationsindizes von 1 bis N-1.

(A.54)

(A.55)

Kontravarianter (inverser) metrische Tensor g** fiir die Hyperfliche 0Q:

A
- gcﬂ.= 8‘]’

Christoffel-Symbol 1.Art: (kein Tensor)

i [agﬁv i 9oy 3 aguﬁ]

aBy ~ 2| ou® auB al.l?

Zusammenhang mit T,

_ x o % |ox
o™ [ ik T o B P ]ﬁ

[opy:  beziiglich der (induzierten) Metrik g, q.
rifr :  beziiglich der Metrik g;,.

Christoffel-Symbol 2. Art: (kein Tensor)

E_ &
Fap =8 Tog,
Symmetrien:
: Y Y
rﬁB’Y—rBﬂT’ ruﬂ'rﬁu

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)
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Sonderfall: RN =E3 (Fliche im euklidischen Raum E? )

2

d’x 9x
L. = L2 (Skalarprodukt) (A.61)
B Su%uP ou’ o

Verallgemeinerte Ableitungsformeln von Gauss:

X" 5= bogV™ (A.62)

v™ :  Komponenten des Normalenvektor von 92 mit Linge: gi.k\,'i V=],
xm-uﬂ : Mit dem Symbol ";" bezeichnen wir die verallgemeinerte zweite kovariante Ableitung.
Sie wird definiert durch

m PR 11 m_j k
X =X +I'.k )H,ax.

Holi) ‘aB j B-

x“‘:uﬂ sind die Komponenten eines Tensors 2-ter Stufe beziiglich den Koordinaten u®.

Sonderfille:
Ableitungsformeln von Gauss fir eine Fldche in E:

b

B n™ (A.63)

m -
X af =

n™ : Komponenten des Normalenvektor von 92 mit euklidischer Lange: 8,nin* = 1.
x“‘,uﬂ : (gewohnliche) zweite kovariante Ableitung, welche durch die Beziehung

L Fx™  B3xm
P P

definiert wird.

Verallgemeinerte 2-te kovariante Ableitung einer skalarwertigen Funktion:

Wi o W gTﬁ ( gewdhnliche partielle Ableitung ) (A.64)

Wiap = Wigg ( gewohnliche zweite kovariante Ableitung ) (A.65)
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2. Fundamentaltensor einer Hyperfliche dQ in RN:
i

b‘-‘ﬂ = Xi;uﬂ gim\.l'm =| x o + ij' xl‘u xEB )gimvm (A.66)

Sonderfall: RN =E? (Fliche im euklidischen Raum E?)

=—9X . (Skalarproduk) (A.67)

baﬂ' B aua auﬂ

Bemerkung:

byp sind die Komponenten eines 2-fach kovarianten symmetrischen Tensors beziiglich der
Gruppe der zulidssigen Transformationen in den u®-Koordinaten, bei denen der Richtungssinn
des Normalenvektors von d{2 erhalten bleibt.

Verallgemeinerte Ableitungsformeln von Weingarten:

m

_E moj k _ Ol m K o m
v ;B_auﬂ-'-rjk V!x'ﬁ__baﬂg X ‘“z_bﬂx " (AGS)

Sonderfall: Ableitungsformeln von Weingarten fiir eine Fldche in E* :

9nT__p" 9x™ (A.69)

Hauptkrimmungen A .. der Hyperfliche 0Q.

(i)
Die Losungen (Wurzeln)
S P S
der folgenden (charakteristischen) Polynomgleichung
dct(buﬁ—lgaﬂ)=0=del(bq_ugm—18:) (A.70)

heissen Hauptkriimmungen. g,g ist der 1. Fundamentaltensor (metrische Tensor) von aQ
(symmetrisch und positiv definit). byg ist der 2. Fundamentaltensor von 0Q (symmetrisch).
Die Wurzeln ?u(i) sind reell und invariant unter zuldssigen Koordinatentransformationen in den
lokalen Koordinaten u®.
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‘Wurzelsatz von Vieta:

a) Mittlere Kriimmung x einer Hyperfliche 9Q:
K=& +A, + ... +AN_]=~gmbm=~ba (A.71)
(Spur des 2. Fundamentaltensors)
b) Eine weitere Invariante ("Gausssche Kriimmung") einer Hyperfliiche 0Q2:
Kg=h Aoy = B, b=det(byg), g=det(gy,) (A.72)

Sonderfall: RN=E3 (Fliche im euklidischen Raum E3)

%= l]+l2

Ke= M A,

"mittlere” Kriimmung einer Fliche (A.73)

H
% Gaussche Kriimmung einer Fliche (A.74)

Bemerkungen:
a) Vorzeichenkonvention:
Der 2. Fundamentaltensor bg wird so definiert, dass fiir eine Hyperkugel in EN mit
Radius R gilt:
N-1

K=-b, = = (A.75)

b) Theorema egregium: (gilt nur fiir Flichen 0Q in R?%)
Die Gausssche Kriimmung K einer Fliche in R2 hiingt nicht von der zweiten Grundform
ab, sondern allein von den Koeffizienten g;, der ersten Grundform und deren ersten und
zweiten Ableitungen. (Beweis: siche Gleichung A.26 )

Hauptrichtungen e“m des 2. Fundamentaltensors baB:
Die Losungen e = (¢!, ezﬁ), ...... ,cN“(i)} mit lleyll=1 von
a —_ . - —
( baﬂ_ l(i) Eap )eq = 0, B= L =y B A £ , N-1 (A.76)

(l(i)Wurzcln von A.70) definieren die Hauptrichtungen des 2. Fundamentaltensors bap
(Hauptrichtungen der Normalkriimmungen einer Hyperfliche in einem festen Punkt). Die
Hauptrichtungen € entsprechen den stationiren Werten k{i) der folgenden Funktion fiir die
Normalkriimmung x_ :



- 170 -

ay B
b':l du~du

(du®=e%) (A.77)

Kp= B (

- Buv du”du”

Falls in (A.70) die Losungen lm alle einfach sind, so bilden

ein orthonormiertes System von Einheitsvektoren. Die Hauptrichtungen G sind einceutig
bestimmit. Falls l(i) eine gq-fache Wurzel von Gleichung (A.70) ist, so lisst sich ein (nicht
eindeutiges) orthonormales System von Hauptrichtungen

so wihlen, dass
s

ein orthonormales System ist, welches die Funktion (A.77) fiir die Normalkriimmungen
stationdr macht.

Verallgemeinerte Formel von Bonnet fiir die mittlere Krimmung x von dQ:

Sei 9 durch folgende Relation implizit definiert:

=1x| 'P(x):(]}. (¥>0inQ).

Dann gilt
K=divv mi:v=-v—lp,
|V
oder ausgerechnet
AY 1 1 9 -
k=—| -8 _ TPV |~ O v |. (A.78)
vy IWIJ JEBx'[Eg ‘)

(Die Vorzeichenkonvention wird so festgelegt, dass obige Formel (A.78) fiir eine Hyperkugel
einen positiven Wert ergibt.)
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Spezialflle:

Mirtlere Kriimmung x einer Hyperfldche dQ2in RN. RN mit konformer Metrik g, = p &,

-1 [ ahﬁ)
K=—| H+(N-1) (A.79)
I

dn

H ist die mittlere Kriimmung der Hyperfliche dQ mit der von g, =8, induzierten
Metrik. Falls 0Q eine Hyperkugel im euklidischen Raum EN mit Radius R ist, so gilt H =
(N-1)/R.

Geodatische Kriimmung einer Kurve in R2. R? mit konformer Metrik g, = p 6,,:

x=xs=$[k+%]njﬁ]. (A79)

k ist die gewohnliche Kriimmung einer Kurve in der euklidischen Ebene E2.

Zerlegung der 1. und 2. Beltramischen Invarianten in RN
beziiglich einer Hyperflache dQ2

1. Beltramische Invariante:
Fiir einen festen Punkt in 0Q gilt die Zerlegung

« - i 1 N

g L, =g X ox g BE +VIVIEE,  firalle e E . (A.80)
Beweis: siehe [8].
Anwendung von Beziehung (A.80):

Fiir eine skalarwertige Funktion w in RN erhalten wir die Zerlegung der 1. Beltramischen
Invariante beziiglich der Hyperfliche d€2 indem wir in (A.80) setzen
- ow

§=w,=

o

Es folgt:

2
2 2 2
19wl = 7wl + [%J (A81)
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2
mit |Vw]. =g‘k\=»r.lw..x .

19, wl =g®w. w., =g« x5 w.w, [Kettenregel fiir w=w(xu?) ],
N-1 o E, a B 1 k

2. Beltramische Invariante:
Sei w eine skalarwertige Funktion in RN, Es gilt folgende Zerlegung beziiglich 9Q

) 2
Aw=Ay | w+x%+%‘§’— (A.82)

Dabei wurde gesetzt:
Aw=g*w, ~ (w,, 2-fach kovariante Ableitung beziiglich g,,),
A, w=g"w, . (Laplace - Beltrami Ausdruck auf 3Q),
N-1 afp

2
gv—‘;"z w, ik"'l"'k (zweite Normalableitung in Richtung v).

Die mittlere Kriimmung x der Hyperfliche 0 ist in Gleichung (A.75) definiert und v ist der
nach aussen gerichtete Normalenvektor von dQ. (d./dv =4 ./dr fiir eine Hyperkugel

Beweis: siehe [8].

Sonderfall: RN = E? (Rand 9Q im eulidischen Raum E3)
Ersetze in Beziehungen (A.81) und (A.82)

VoV, A5A, x> H und V¥ 5 nk.

Eine Identitit: (gilt nur fir N = 2)

Fiir eine geniigend glatte Funktion w, welche in R2 definiert ist, gilt die folgende Identitit

3 2 ; : .
. = . Jk = i
|Vw| w 1’w.ij = | Vw! (Aw Y 2w I1.\'.1,\.1\pr,ik\.\rJ -2 Aw W W, W v (A.83)
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Beweis:
Wir geben hier einen anderen Beweis als in [8]. Mit der Funktion w definieren wir den
folgenden gemischten Tensor 2-ter Stufe (als "Matrix" geschrieben):

W:=[w'.j].

Der Satz von Cayley - Hamilton liefert uns die Beziehung
W2=tI(W)Wmdel(W)l. tr (W)=Aw (Spur von W), I=Identitit.

Wir bilden die Spur in der obigen Gleichung und erhalten:

whow D= wihw, = (Bw) -2, w?, - w?

Jd
u !lw 12]

Z
Multiplikation mit |Vw |~ ergibt:

2 . 7 _ 2
| Tw | w = |Vw] (Bw)? -2 [Vwl (w' w?, —w? W),

Mit einer einfachen Rechnung erhalten wir fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der
obigen Gleichung der folgende Ausdruck:

2 . ;
i | o2 w5 i Jd Jjk - A
- |Vw | (w qW g =W W, )=w w'jw‘ikw - Aw w‘iw‘jw .

Somit ist die obige Identitiit (A.83) bewiesen.

Bemerkung:
Die Beziehung (A.83) gilt fiir beliebige Tensoren t, und Tij in R2,

. _ " ;
g T T = (T 2 T T 28T e TY (A9
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Zusammenstellung einiger Fortranroutinen mit kurzen
Erlduterungen
Das ganze Programmpaket ist modular aufgebaut und besteht aus folgenden Teilen (Files):

Filename Name der Subroutine Verwendungszweck

MAIN.FOR MAIN Hauptprogramm, bestehend aus 3 Teilen:
(i) Berechnung einer Losung (<LOSG>)
(ii) Berechnung eines Bifurkationsdia-

gramms (<BIFD>)
(iii) Berechnung eines kritischen Punktes
(<KRWE>)
BP1,FOR/ ASYMPT, DGL Implementation der Differentialgleichun-
BP2.FOR gen in Subroutine DGL fiir die RKD-Routi-

ne und Implementation einer allfilligen
asymptotischen Entwicklung in Subroutine
ASYMPT.

Gelfand-Gleichung: File BP1.FOR,
Reaktionsgleichung: File BP2 .FOR.

ANFEBED.FOR ANFBED, OUT Setzen der Anfangsbedingungen. In oUT
wird der Kontrolloutput fiir die RKD-Rou-
tine programmiert.

BIFUR1.FOR/ BIFURK Berechnung des Bifurkationsdiagramms;

BIFUR2.FOR Gelfand-Gleichung: File BIFUR1 .FOR,

Reaktionsgleichung: File BIFUR2 . FOR.

HORNER.FOR HORNER Auswertung eines Polynoms mit Ablei-
tung mittels Hornerschema.

TABKPF.FOR TABKPF Ausdrucken eines Tabellenkopfs fiir
Zwischenwerte wihrend der Integration.

PARA2.FOR/ PARAM Berechnung der Hilfsgrossen w,, und T,
PARAN.FOR bzw. ihrer oberen Schranken fiir "Hilfstor-
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sionsproblem" (siehe (3.1.1/12).

RKD.FOR RKD SAM Library Fortranroutine (double
precision Version, 1984) zur Integration
von Vektordifferentialgleichungen nach der
Methode von Runge-Kutta 8. Ordnung mit
Koeffizienten nach E. Fehlberg.

GRAPH.FOR GRAPH1, GRAPH2 Graphischer Output von Lésungen bzw.
Bifurkationsdiagrammen auf Terminal
oder Plotter.

Weitere Hilsfsroutinen:
RKDCON Initialisierung der Fehlbergkonstanten fiir

RKD-Routine (8. Ordnung).

DEFSCH, DEFDEZ Initialisierungsroutinen fiir interaktiven
Input / Output auf Terminal.

GETDBL, GETINT, Subroutinen fiir den interaktiven Input /

GETSTR, PUTS Output von double-precision oder integer
Zahlen sowie von Textstrings auf den
Terminal.

Kurze Beniitzeranleitung:
In einem Commandfile PROG.CMD werden die bendtigten (vorcompilierten) Module
angegeben, so dass mit einem Aufruf

DO SAM: PLOT 2648, BP1l,PARAN, @PROG

alle Programmteile hinzugelinkt und in den Hauptspeicher geladen werden. Mit kleinen
Anderungen in den Files BP1 . FOR bzw. BP2 . FOR lassen sich nun alle Beispiele behandeln,
die in dieser Arbeit vorkommen. Zugleich lassen sich auch die unteren Schranken fiir die
kritischen Werte berechnen.

(Das PROG .CMD - File enthilt: MAIN, ANFBED, BIFUR1 (oder BIFUR2), HORNER,
PARAN (oder PARAZ), TABKPF, GRAPH1 (oder GRAPH2), SAM: RKD.REL)
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Kurzbeschreibung der SAM - Library Fortranroutine RKD: (Kernroutine)

Die Fortranroutine RKD ist eine Integrationsroutine fiir die Berechnung von Losungen einer
Vektordifferentialgleichung der Form (3.0.3). Sie ist auf einer Library der DEC10-Anlage fiir
das Seminar fiir angewandte Mathematik mit Beschreibung installiert. Es gibt eine double-
precision Version (1984), in welcher die Runge-Kutta-Formeln p-ter Ordnung implementiert
sind mit p = 5 und p = 8. Der lokale Diskretisationsfehler ist von der Gossenordnung O(tP).
Eine Abschitzung des lokalen Fehlers wird dadurch erreicht, indem das Resultat nach einem
Integrationsschritt mit einer Approximation (p — 1)-ter Ordnung verglichen wird. Dabei sind
keine weiteren Funktionsauswertungen der rechten Seite im System (3.0.3) notwendig. Man
erhilt die Approximation (p — 1) - ter Ordnung durch eine etwas andere Linearkombination der
Runge- Kutta-Grossen k;, welche durch Funktionsauswertungen von F in (3.0.3) berechnet
werden. Falls gilt: |l lokaler Fehler Il < TOL, so wird der Schritt H akzeptiert, andernfalls wird
eine neue Schrittlinge berechnet. Die Fehlerbehandlung ist konservativ, d. h. programmintern
wird TOL durch TOL/20 ersetzt. Die automatische Schrittweitensteuerung funktioniert jedoch
nicht, falls wir mit dieser Routine ein gewdhnliches Quadraturproblem 16sen wollen (z.B.
w(x) + 2 =0 mit w'(0) = w(1) = 0)! Dies liegt daran, dass der Diskretisationsfehler bei
diesem Verfahren nur von den partiellen Ableitungen von F nach der (abhiingigen) Variablen x
abhingt und somit alle Ausdriicke in der Fehlerformel identisch null sind.

Aufruf:
CALL RKD(TI,TF,N,ITER, X,H,TOL,ORD,SP,DGL, QUT)

Die folgende Kurzbeschreibung der Parameter enthiilt nur die fiir unsere Zwecke wesentlichen
Angaben. Weitere Moglichkeiten, welche die RKD-Routine bietet, sind in der Beschreibung
auf der Library enthalten.

Parameter:
TI Double-precision Input-Variable, welche den Anfangspunkt der
Integration definiert. (In den Beispielen ist TI := 0 oder TI :=r))
TF Double-precision Input-Variable, welche den Endpunkt der Inte-
gration bezeichnet.
N Integer Input-Variable, welche die Anzahl der Differentialgleichungen

1. Ordnung enthalt.

ITER Integer Input-Variable, die fiir unsere Probleme nicht benutzt wird.



TOL

ORD

SP

ouT
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Es wird in allen Rechnungen ITER=0 gesetzt.

Double-precision Input und Output Array der Linge N.

Als Input-Array enthilt X die Anfangsbedingungen der Differential-
gleichung.

Am Ende der Integration, d.h. beim Riicksprung in das Haupt-
programm, enthiilt X die Losung zur Zeit TF.

Double-precision Input-Variable, welche eine grobe Schitzung der
Anfangsschrittweite enthilt.

Falls diese Double-precision Input-Variable positiv ist, so bestimmt
TOL die oberste Toleranz fiir den Abbruchfehler in jedem Inte-
grationsschritt. Falls TOL=0 gesetzt wird, erfolgt keine automa-
tische Schrittweitensteuerung. Dann wird mit konstanter Anfangs-
schrittweite H gerechnet.

ORD ist eine double-precision Variable, welche die Beziehung zwi-
schen TOL und dem Abbruchfehler steuert. Falls DABS (X (I)) 2
ORD, I=1,2,...,N ist, so bestimmt TOL den relativen Fehler.
Andemfalls wird der Fehler in jedem Schritt unterhalb der Schranke
TOL*ORD gehalten (Damit muss man nur eine Toleranz angeben).
Eine gute Wahl von ORD ist die Grissenordnung des Losungs-
vektors X. Wir haben in allen Rechnungen ORD=1 gesetzt.

SP ist eine double-precision Input-Hilfsvariable, welche den appro-
ximativen Abstand der Werte der unabhiingigen Variable T zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Aufrufen des vom Beniitzer gelieferten
Unterprogramms OUT angibt (Kontrolloutput). Im Falle SP=0 wird
OUT nach jedem Integrationsschritt aufgerufen (wird zur
Abspeicherung der Losungspunkete fiir die grafische Darstellung be-
niitzt). Falls SP 2 DABS (TF-T1I), so wird die Subroutine OUT nur
am Anfang und am Ende des Integrationsintervalls aufgerufen.

Formaler Name einer Subroutine, welche wihrend der Integration
Zwischenresultate fiir den Losungsvektor X (I),I=1,...,N
sowie weiteren Grissen, wie das laufende Total der akzeptierten
(Variable NSTP) und nicht akzeptierten (Variable NREJ)
Integrationsschritte zur Verfiigung stellt. Diese Subroutine wird iiber
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den obigen Parameter SP gesteuert.

Formaler Name der Subroutine, in welcher die zu lésende Diferen-
tialgleichung als System definiert wird (System in Form (3.0.3). Die
Subroutine DGL hat die Form

SUBROUTINE DGL (T, X, DX)
DOUBLE PRECISION T,X(*),DX(*)
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM, UM

COMMON /DGLPA/ NN,ALF,PP, LAM, UM
DX(1) = ... (= 1.Komponente von F (T, X))
DX {N) = ... (= N.Komponente von F(T,X))
END

Allfillige Parameter in der Differentialgleichung werden iiber den
benannten COMMON Block /DGLPA/ iibertragen.
Speziell in dieser Arbeit gilt:

NN: Dimension der (Hyper-) Kugel im N-Dimensionalen euklidi-
schen Raum,

ALF: Ein weiterer Hilfsparameter der Differentialgleichung,

PP: Ordnung p in der Reaktionsgleichung,

LAM: "Eigenwertparameter”,

UM: Anfangswert der Losung an der Stelle T=0.
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FILE: MAIN.FOR

RAHMENPROGRAMM ZUR LOESUNG VON SEMILINEAREN DIRICHLETPROBLEMEN
IN KREIS-/KUGELGEBIETEN

O
PROGRAM MAIN

INTEGER LOPKTE,BIPKTE,I,NGL,ITER

PARAMETER (NGL=6, ITER=0)

DOUBLE PRECISION TZ,TF, X (NGL),HTOS (4), TLOS (1010), YLOS (1010)
DOUBLE PRECISION INPT (2),DELUM, KMIN,RG,DGP

DOUBLE PRECISION UM1,UM2,UM3,F1,F2,KOR

DOUBLE PRECISION NN,ALF, PP, LAM, UM

REAL XPLT(1010),YPLT(1010)

CHARACTER CH*4,0UTP,OUTP1

CCMMON /DGLPR/ NN,ALF,PP, LAM, UM
COMMON /LOSNG/ TLOS, YLOS, LOPKTE, QUTP
COMMON /ITOUT/ QUTP1

EXTERNAL DGL,QUT

INITIALISISIERUNG

2 S R R SRR SRR RS R

"SCHIRM-PAKET", UNIT NR F. TERMINAL = 4, ANZ. DEZ. F. OUTPUT = 18
e T T e P e T P T R PR R T ST e R T T e T

CRLL DEFSCH(4)
CALL DEFDEZ (18)

INITIALISIERUNG RKD-ROUTINE: RUNGE-KUTTA FEHLBERG 8. ORDNUNG

EARA KA AR A AA A A A A AR A AR A AT A A A AR AT R A AR A AR AR A AT A A A A A A A Ak A Ak ok dh

CALL RKDCON (8)

INPUT VON PARAMETERN

Akkr kA hkhr bk rkdhd

CALL GETSTR('BERECHNUNG VON HILFSPARAMETERN ? ',6 QUTP1,2)
IF (OUTP1.EQ.'Y') THEN

CALL GETDBL ('MIN KRUEMMUNG KMIN = ',61,KMIN, 2)

CALL GETDBL('GEQOD. RADIUS RG = ',1,RG,2)

CALL PARAM (KMIN,RG, TF,DGP)

ALF=DGP
END IF

CALL GETDBL('ORDNUNG P IN REAKTIONS-GL =',1,PP,2)
CALL GETDBL ('PARAMETER ALF IN DGL = ',1,ALF,2)

CALL GETDBL('DIMENSION DES KUGELGEBIETES = ', 1,NN,2)
CALL PUTS ('PARAMETER FUER RKD-INTEGRATOR:')

CALL GETDBL('H, TOL = ',2,HTOS(1),2)

HTOS (3)=1.D0

CALL GETDBL('ORD, SP = ',2,HTOS(3),2)

CALL GETDBL('ZWISCHENPKT. TZ FUER ASYMPT. ENTW. = ',1,TZ,2)
CALL GETDBL('"ENDZEIT"™ TF = ',1,TF,2)

TYPE*

CALL GETSTR(' <LOSG>, <BIFD>, <KRWE> ? ',CH,2)
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BERECHNUNG DER LOSUNG

EEE SRS E SRS RS R E]

IF (CH.EQ.'LOSG') THEN
CALL GETDBL('ANFANGSBED. U0 = ',1,UM,2)
CALL GETDBL('"EIGENWERTPAR" LAM = ',1,LAM, 2)
OUTP="'Y"
CALL TABKPF
CALL ANFBED (X, NGL)
CALL ASYMPT(TZ, X, NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL, ITER,X,HTOS (1) ,HTOS (2) , HTOS (3) , HTOS (4) ,
* DGL,QUT)
TYPE*

DO 100 I=1,LOPKTE
XPLT (I)=TLOS(I)
YPLT(I)=YLOS (I)
100 CONTINUE
CALL GRAPHI (XPLT, YPLT, LOPKTE)
END IF

BERECHNUNG DES BIFURKATIONSDIAGRAMMS

222 2SS S S ERE R R RS RS

IF (CH.EQ.'BIFD') THEN
CALL GETDBL('[U01,U02]-INTERVALL = ',2,INPT,2)
CALL GETINT('ANZ. KURVENPUNKTE = ',6 1,BIPKTE,2)
CALL GETDBL('STARTWERT F. LAM-ITERATION = ',1,LAM,2)
OUTP='N"
CALL GETSTR('OUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATICN ? ',QUTP1,2)
UM=INPT (1)
DELUM= (INPT(2)-INPT (1)) /DBLE (BIPKTE)
CALL TABKPF
TYPE*
DO 110 I=1,BIPKTE
CALL BIFURK(TZ, TF,NGL, ITER, X, HTCS)
TYPE'(T35,A,F14.10,F14.10)','U0, LAM = ',UM,LAM
XPLT (I)=LAM
YPLT(I)=UM
UM=UM+DELUM
110 CONTINUE
CALL GRAPHZ (XPLT, YPLT, BIPKTE)
END IF

BERECHNUNG DES KRITISCHEN WERTES

Kk ko khk kA Ak Ak ko kb k ko k&

IF (CH.EQ.'KRWE') THEN
CALL GETDBL ('STARTWERT FUER UO0* = ',1,UM,2)
CALL GETDBL('STARTWERT FUER LAM* = ', 1,LAM,2)
OUTP="N"
CALL GETSTR('QUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATICON ? ',OUTP1,2)
UM1=UM
CALL BIFURK (TZ,TF,NGL, ITER, X, HTOS)
F1=-X(3) /X(5)
UM2=UM1+1.D-5
UM=UM2
CALL BIFURK (TZ, TF,NGL, ITER, X, HTOS)
F2=-X(3) /X(5)



10

20

- 181 -

KOR= (F2-F1) / (UM2-UM1)
KOR=F2/KOR
TYPE' (T20,A,F22.18) "', "***xy0) = ', UM
IF (ABS (KOR).LT. (ABS(UM)+1.D0)*HTOS(2)*1.D2) GOTO 20
UM3=UM2-KOR
UM1=UM2
UM2=UM3
Fl=F2
UM=UM3

CALL BIFURK(TZ, TF,NGL, ITER, X, HTOS)

F2=-X(3) /X(5)
GOTO 10
CONTINUE
TYPE*
TYPE' (A,F22.18,F22.18)",

**KRITISCHER WERT UO*, LAM* = ', UM,LAM

TYPE*

END IF

TYPE*
STOP
END

***ENDE DER RECHNUNG***'
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FILE: PARAN.FOR (BERECHNUNG VON HILFSPARAMETERN, FALL N > 1)

SUBROUTINE PARAM (KMIN,RG, E,DGP)

PARAMETER: KMIN: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
MIN. GEODAETISCHE MITTLERE KRUEMMUNG.
RG: INPUT DOUBLE-PRECISICN VARIABLE,
GEODAETISCHER RADIUS DER (HYPER-) KUGEL
E: OBERE SCHRANKE FUER DEN ENDPUNKT DES INTE-
GRATIONSINTERVALLS.

DGP : EIN WEITERER PARAMETER DER DIFF.- GLEICHUNG.

DOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,2,FKT, NULLST
DOUBLE PRECISION TAU,WMAX,E,DGP,BETA

EXTERNAL FKT,NULLST

P=KMIN*RG

HZ=DSQRT (0.5D0*P)

Z=NULLST (HZ, P, FKT)

HZ=2*2

TAU=4.D0/KMIN*HZ/ (1.D0+HZ)

BETA=TAU/KMIN

WMAX=BETA*HZ

TYPE*

TYPE'(A,F12.8,F12.8,F12.8,F12.8)","' *** WMAX, TAUQ, BETA, Z ='

WMAX, TAU, BETA, 2

TYPE*

IF (BETA.LE.WMAX) THEN
DGP=1.D0/DSQRT (2 .D0*WMAX)
E=0.7853981633974483096D0/DGP

ELSE
DGP=0.5D0*KMIN/2Z
E=Z/KMIN*DASIN(2.D0*Z/ (1.D0+HZ))

END IF

END

SUBROUTINEN

dr o s v ok e % %k ok ok ok

DOUBLE PRECISION FUNCTION FKT(X,P)
DOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT=X*DATAN (X) -P/2 .D0

TYPE*,' X =',X

END

DQUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(Z0Q,P,FKT)
DOUBLE PRECISION 20,21,22,F0,F1

DOUBLE PRECISION DER,KCR,HI,TOL,P
PARAMETER (TOL=1.E-18)

EXTERNAL FKT

FO=FKT (20,P)
21=20+1.D-5
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F1=FKT(Z1,P)

DER= (F1-F0) / (21-20)
KOR=F1/DER

IF (DABS (KOR) .LT. (2141.D0)*TOL)
22=21-KOR

20=21

21=22

FO=F1

GOTO 10

CONTINUE

NULLST=21

END

GOTO 20
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FILE: PARAZ.FOR (BERECHNUNG VON HILFSPARAMETERN,
SUBROUTINE PARAM (KMIN,RG,E,DGP)
PARAMETER: SIEHE FILE PARAN.FOR

DOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,Z,FKT, NULLST
DOUBLE PRECISION TAUQ,BETA,WMAX, E,DGP

EXTERNAL FKT,NULLST

P=KMIN*RG

HZ=0.95D0
=NULLST (HZ, P, FKT)
DGP=KMIN/2Z

BETA=DGP *DGP
TAUQ=2.D0*Z/DGP
WMAX=-DLOG (1.D0-2*2) /BETA
E=DASIN(Z) /DGP

TYPE*

TYPE' (A,F12.8,F12.8,F12.8,F12.8) "', ' *** WMAX, TAUQ, BETA, 2 ="',

WMAX, TAUQ, BETA, 2
TYPE*
END

SUBROUTINEN
Khkkkkhkhhkn

DOUBLE PRECISION FUNCTION FKT (X,P)
DOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT=X*0.5*DLOG ( (1.D0+X) /(1.D0-X))-P
TYPE*, ! F%ky =71 _x

END

DOUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(zZ0,P,FKT)

DOUBLE PRECISION Z0,Z1,22,F0,F1
DOUBLE PRECISION DER, KOR,HI,TOL,P
PARARMETER (TCL=1.E- 18)

EXTERNAL FKT

FO=FKT (20, P)
zZ1=20+1.D-5

F1=FKT (21,P)

DER= (F1-F0) / (21-20)
KOR=F1/DER

IF (DABS (KOR) .LT. (Z1+1.D0) *TOL) GOTO 20
22=21-KOR

z0=21

Z1=22

FO=F1

GOTO 10

CONTINUE

NULLST=21

END

FALL N = 2)
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FILE: BPl.FOR (IMPLEMENTATIONEN FUER DIE GELFANDGLEICHUNG GEMAESS
ABSCHNITT 3.2)

BERECHNUNG DER LOESUNG UM 0-PKT MITTELS ASYMPTOTISCHER ENTWICKLUNG

KA AR R A E R AR R AR R R R AR R AR AR AR AR AR A AR R R AR R KA AR AR R AR R KRR AR AR A KRR R ®
SUBROUTINE ASYMPT (TZ, X, NGL)

PARRMETER: TZ: INPUT DQUBLE-PRECISION VARIABLE,

ZWISCHENPUNKT, WO DIE ASYMPTOTISCH
ENTWICKLUNG ZU BERECHNEN IST.

X: INPUT/OUTPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE:
INPUT: ANFANGSWERTE
OUTPUT: LOESUNG AN DER STELLLE TZ.

NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
ANZAHL GLEICHUNGEN DES DIFF.- GLEICHUNGSSYSTEMS.

INTEGER LOPKTE, I,GRAD,NGL

PARAMETER (GRAD=3)

DOUBLE PRECISION TZ,TTZ, X (NGL), AALF

DOUBLE PRECISION K1,K2,R1,R2,R3,NEN,E(Q, KOEF (0:GRAD)
DOUBLE PRECISION NN, ALF, PP, LAM, UM

DOUBLE PRECISION TLOS(1010),YLOS(1010)

CHARACTER OUTP

COMMON /DGLPA/ NN,ALF,PP,LAM, UM
COMMON /LOSNG/ TLOS, YLOS, LOPKTE, OUTP

IF (TZ.NE.0.D0) THEN

KOEF (0) =UM
E0=LAM*DEXP (UM)
KOEF (1) =-E0/2.D0/NN
AARLF=ALF*ALF
NEN=4 .D0* (NN+2 .D0)
K1=AALF/2.D0/NEN
K2=1.D0/2.D0/NN/NEN
KOEF (2) = (K1+K2*E(Q) *E0Q
NEN=6.D0* (NN+4.D0)
R1=AALF*AALF/8 .D0/NEN
R2=AALF* (3.D0O*NN+4.D0) / (B .DO*NN) / (NN+2.D0) /NEN
R3=(NN+1.DO0)/ (4.DO*NN*NN) / (NN+2.D0) /NEN
KOEF (3) == (R1+ (R2+R3*ED) *E0) *EO0
TTZ=TZ*T2
CALL HORNER (KOEF,GRAD, TTZ,X(1),X(2))
X(2)=X(2)*2.D0*TZ
KOEF (0)=1.D0
KOEF (1) =-E0/2.D0/NN
KOEF (2) =(K1+2.D0*K2*EQ) *EQ
KOEF (3) =- (R1+(2.D0*R2+3.D0*R3*EQ) *E0) *EQ
CALL HORNER (KOEF,GRAD, TTZ,X(3),X(4))
X(4)=X(4)*2.D0*TZ
KOEF (0) =0.D0
DO 100 I=1,3
KOEF (I) =KOEF (I)/LAM
CONTINUE
CALL HORNER (KOEF,GRAD, TTZ,X(5),X(6))
X(6)=X(6)*2.D0*TZ

LOPKTE=LOPKTE+1
TLOS (LOPKTE) =T2
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YLOS (LOPKTE) =X (1)

IF (QUTP.EQ.'Y') THEN
TYPE' (E11.2,E25.18,E26.18) ', TFIT, X(1),X(2)
TYPE*

END IF

END IF

END

IMPLEMENTATION DER GELFANDGLEICHUNG (INKL. VARIATIONSGL.)

LR RS S R R R R R R R R R R R R R

SUBROUTINE DGL(T, X, DX)
PARAMETER: SIEHE ERKLAERUNG IN KURZBESCHREIBUNG DER RK-ROUTIKE.

DOUBLE PRECISION T,X(*),DX(*),HI,F,DF
DOUBLE PRECISION NN, ALF, PP, LAM, UM

COMMON /DGLPA/ NN, ALF,PP,LAM,UM

F=DEXP (X (1)-0.5D0*ALF*ALF*T*T)
DF=F

HI=(1.DO-NN) /T

DX (1)=X(2)

DX (2)=HI*X(2)-LAM*F

DX (3)=X(4)

DX (4)=HI*X(4)-LAM*DF*X(3)

DX (5)=X(6)

DX (6)=HI*X(6)-F-LAM*DF*X(5)

END
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FILE: BIFURL.FOR

SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIFURKATIONSDIAGRAMMS (GELFANDGL.)

2 22 2 222 R R 2 RS R R 22 2SS 2 22 R R R R R R R R R R R RS R R R S R R R R R R R R R R R R R R R
SUBROUTINE BIFURK (TZ,TF,NGL, ITER, X, HTOS)

PARAMETER: TZ: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
ZWISCHENPUNKT, WO ASYMPTOTISCHE
ENTWICKLUNG BERECHNET WERDEN SOLL.
TF: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
ENDPUNKT DES INTEGRATIONSINTERVALLS.
NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYSTEMS
ITER: (ITER = 0) WIRD FUER UNSERE BEISPIELE
NICHT GEBRAUCHT.
X: QUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
LOESUNGSVEKTOR AN DER STELLE TF.
HTOS: INPUT DOQUBLE-PRECISION ARRAY,
HTOS (1) = H = ANFANGSCHRITTWEITE
HTOS (2) = EINGEGEBENE TOLERANZ TOL
HTOS(3) = ORD = 1 (GROESSENORDNUNG DER LOESUNG)
HTOS(4) = SP = STEUERGROESSE FUER KONTROLLOUTPUT

0OOOO00O0OO0N00O00000000 000

INTEGER NGL, ITER

DOUBLE PRECISION TZ,TF,X(NGL), HTOS (4) , KOR
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHARACTER OUTP1

COMMON /DGLPA/ NN, ALF,PP,LAM, UM
COMMON /ITOUT/ OUTP1l

EXTERNAL DGL,OUT

CALL ANFBED (X, NGL)
CALL ASYMPT (TZ, X, NGL)
CALL RKD (T2, TF,NGL, ITER, X, HTOS (1) , HTOS (2) , HTOS (3)
+ ,HTOS (4) , DGL, OUT)
10 KOR=X (1) /X (5)
IF (QUTPl.EQ.'Y') TYPE'(A,F22.18)',' ** LAM =', K LAM
IF (ABS (KOR) .LT. (LAM+1.D0) *HTOS (2) *1.D1) GOTO 20
LAM=LAM=KOR
CALL ANFBED (X, NGL)
CALL ASYMPT (TZ, X, NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER, X, HTOS (1) ,HTOS (2),HTOS (3)
4 ,HTOS (4) ,DGL, OUT)
GOTO 10
20 CONTINUE

END



aanann

e

aoaoaon

a0

- 188 -

FILE: BPZ.FOR (IMPLEMENTATIONEN FUER DIE REAKTIONSGLEICHUNG P-TER

ORDNUNG GEMAESS ABSCHNITT 3.3)

ASYMPTOTISCHE ENTWICKLUKS

EA AT AN AX XA TR AN R TR R R AR *

SUBROUTINE ASYMPT (TZ, X, NGL)
PARAMETER: SIEHE FILE BPl.FOR.

INTEGER LOPKTE, I,NGL

DOUBLE PRECISION TZ,TTZ,X(NGL),TLOS(1010),YLOS(1010)
DOUBLE PRECISION GAM,UQ,Ul,ZAEL,NENN,POT,HI

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM

CHARACTER OUTP

COMMON /DGLEA/ NN, ALF, PP, LAM, UM
COMMON /LOSNG/ TLOS, YLOS, LOPKTE, QUTP

IF (UM.EQ.0.D0) THEN
GAM=2.D0/ (1.DO-PF)
POT=1.D0/ (PP-1.D0)
ZAEL=GAM* (NN-2 .D0+GAM)
UQ0=(ZAEL/LAM/LAM) **PQT
NENN=4.D0* (3.D0*GAM+2 .D0O*NN-2.D0)
Ul=-ALF*ALF*ZAEL/NENN*UQ
TTZ=TZ*TZ
POT=GAM-1.D0
HI=TZ**POT
X(1)=TZ*HI* (UO+U1l*TTZ)
X (2)=HI* (GAM*UQO+ (GAM+2Z.D0) *Ul*TTZ)
IF (OUTP.EQ.'Y') THEN
TYPE' (E11.2,E25.18,E26.18) ', TZ,X (1) ,%X(2)
TYPE*
END IF
END IF
END

IMPLEMENTATION DER REARKTICNSGLEICHUNG (INKL. VARIATIONSGL.)

dede gk dr de % s ook gk dr e dr o o e o ok o ol o ok i o o o o o e ok e e e ok o o e ok e e e o W ek e o ok ke

SUBROUTINE DGL(T, X,DX)
PARAMETER: SIEHE KURZBESCHREIBUNG DER RK-ROUTINE

DOUBLE PRECISION T,X(*),DX(*),HI,F,DF
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP, LAM, UM

CCMMON /DGLPA/ NN, ALF, PP, LAM,UM

IF (T.EQ.0) THEN
F=LAM* (X (1) **PP)
DF=PP*F/X (1)
DX (1)=X(2)
DX (2) =LAM*F /NN
DX (3)=X(4)
DX (4) =LAM*DF*X (3) /NN
DX (5)=X(6)
DX (6)=(2.DO*F+LAM*DF*X (5) ) /NN
EL3E
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F=LAM*DEXP (-0.5DO*ALF*ALF*T*T) *X (1) **PP
DF=PP*F/X (1)
HI=(1.D0-NN)/T
DX (1)=X(2)
DX (2)=HI*X(2)+LAM*F
DX (3) =X (4)
DX (4)=HI*X (4) +LAM*DF*X (3)
DX(5)=X(6)
DX (6)=HI*X(6)+2.DO*F+LAM*DF*X (5)
END IF

END
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FILE: BIFUR2.FOR

SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIFURKATIONSDIAGRAMMS (REAKTIONSGL.)
Ak kAR AR AR Rk kA R A AR A AR R AR A AR A Kk AR A R A A R A A R AR RN A RN AR R A kR Ak kR kT ke ke

SUBROUTINE BIFURK(TZ,TF,NGL, ITER, X, HTOS)
PARAMETER: SIEHE IN FILE BIFURL.FOR.

INTEGER NGL, ITER

DOUBLE PRECISION T2, TF,X(NGL),HTOS (4),KOR,POT
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM, UM

CHARACTER OUTP1

COMMON /DGLPA/ NN, ALF, PP, LAM, UM
COMMON /ITQUT/ OUTP1

EXTERNAL DGL,CQCUT

IF (UM.EQ.0.D0) THEN
CALL ANFBED (X, NGL)
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD (TZ, TF,NGL, ITER, X, HTOS (1) , HTOS (2) , HTOS (3)
, HTOS (4) , DGL, OUT)
POT=(PP-1.D0) /2.D0
LAM=X (1) **POT
ELSE
CALL ANFBED (X, NGL)
CALL RKD (0.DO,TF,NGL, ITER, X, HTOS (1) ,HTOS (2) ,HTOS (3)
,HTOS (4) ,DGL, OUT)
KOR=(X(1)-1.D0) /X (5)
IF (OUTP1l.EQ.'Y') TYPE'(A,F22.18)',' ** LAM =',6 LAM
IF (DABS (KOR) .LT. (LAM+1.D0) *HTQS (2) *1.D1) GOTO 20
LAM=LAM-KOR
CALL ANFBED (X, NGL)
CALL RKD(0.D0, TF,NGL, ITER, X, HTOS (1), HTOS (2) , HTQS (3}
HTOS (4) ,DGL, OUT)
GOTO 10
CONTINUE
END IF

END
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FILE ANFBED.FOR

SETZEN DER ANFANGSBEDINGUNGEN

A AR AR AR AR AR AR AR AR KR AR ARk
SUBROUTINE ANFBED (X, NGL)

PARAMETER: X: OUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
ENTHRELT DIE ANFANGSWERTE DES LOESUNGSVEKTORS
NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYSTEMS

INTEGER NGL, I, LOPKTE

DOUBLE PRECISION TLOS(1010),YLOS(1010)
DOUBLE PRECISION X (NGL),NN,ALF,PP, LAM, UM
CHARACTER OQUTP

COMMON /DGLPA/ NN, ALF,PP, LAM, UM
COMMON /LOSNG/ TLOS,YLOS, LOPKTE, OUTP

DO 100 I=1,NGL
X(I)=0.D0

CONTINUE

X{1)=UM

X(3)=1.D0

LOPKTE=1

TLOS (LOPKTE)=0.D0

YLOS (LOPKTE) =X (1)

IF (QUTP.EQ.'Y') THEN
TYPE*
TYPE'(E11.2,E25.18,E26.18)"',0.D0,X(1),X(2)
TYPE*

END IF

END

HILFSROUTINE FUER KONTROLLOUTPUT

Ak kRt kA kA hh bk hhdhdhhd

SUBROUTINE OUT(T, X,DX,NGL,DELTAT, NREJ, NSTF)

PARAMETER: T UNABHAENGIGE (DOUBLE-PRECISION) VARIAELE
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG.
X: LOESUNGSVEKTOR (DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
DX: ABLEITUNG DES LOESUNGSVEKTORS
(DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
NGL: INTEGER VARIAELE, WELCHE DIE ANZAHL

GLEICHUNGEN DES SYSTEMS ENTHAELT.
DELTAT: DOUBLE-PRECISION VARIABLE, WELCHE DIE
LETZTE BERECHNETE SCHRITTWEITE ENTHAELT.

NREJ: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFENDE TOTAL
DER NICHT AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.
NSTP: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFENDE TOTAL

DER AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.

INTEGER NGL,NREJ,NSTP, LOPKTE

DOUBLE PRECISION T, X(NGL),DX(NGL),DELTAT
DOUBLE PRECISION TLOS (1010),YLOS(1010)
CHARACTER OUTP
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COMMON /LOSNG/ TLOS, YLOS, LOPKTE,OUTP

LOPKTE=LOPKTE+1
TLOS (LOPKTE) =T
YLOS (LOPKTE) =X (1)

IF (QUTP.EQ.'Y') TYPE'(El1l1.2,E25.18,E26.18,E10.2,1I3,1I5)"
+T,X(1),X(2),DELTAT, NREJ, NSTP

END



OO0 o0Oon

aonooo00o0O0000O0On00000000

100

110

-193 -
FILE: HORNER.FOR

POLYNOMAUSWERTUNG UND BERECHNUNG DER ABLEITUNG (0 < GRAD < 11)
B e ey

SUBROUTINE HORNER (KOEF,GRAD, T, PWE, DPWE)

PARAMETER: KOEF: INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE

DEN ARRAY DER KOEFFIZIENTEN IN AUFSTEIGEN-
DER REIHENFOLGE ENTHEALT.

GRAD: INPUT INTEGER VARIABLE, WELCHE DEN GRAD
DES POLYNOMS ( 0 < GRAD < 11 ) ENTHAELT.

T3 INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE FUER DIE
UNABHAENGIGE VARIABLE DES POLYNOMS.

PWE: OUTPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
DEN WERT DES POLYNOMS AN DER STELLE T ENTHAELT.

DPWE: OUTPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
DEN WERT DER ERSTEN ABLEITUNG DES POLYNOMS
AN DER STELLE T ENTHAELT.

BEMERKUNG : DER ARRARY DER KOEFFIZIENTEN WIRD BEIM AUFRUF
VOM HORNER NICHT VERAENDERT.

INTEGER GRAD, I
DOUBLE PRECISION KOEF(0:10) ,NKQEF(0:10),T,PWE,DPWE

NKOEF (GRAD) =KOEF (GRAD)
DO 100 I=GRAD-1,0,-1
NKOEF (I)=T*NKOEF (I+1)+KOEF (I)
CONTINUE
PWE=NKOEF (0)
DO 110 I=GRAD-1,1,-1
NKOEF (I)=T*NKOEF (I+1)+NKOEF (I)
CONTINUE
DPWE=NKOEF (1)

END
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