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Zusammenfassung

Wir berrachten ftir eine Funktion u(x) ein semilineares elliptisches Dirichletproblem der Fonn

-~, ""N-ij
6.u+r(x)u... +" f(u) = 0 in uR eR, 6u:= g U'ij

U = 0 auf aUR'

RN ist ein Riemannscher Raum mit dem metrischen Tensor &;j' und x ist ein Punkt in UR' Wir

nehmen an, die Nichtlinearität f sei eine wachsende und strikt konvexe (fH > 0) C2 • Funktion.

Dann gibt es einen kritischen Wen).· > O. so dass rur 0<). s:).. eine minimale (klassische)

positive Lösung J.I.). existien, und für). > ).. gibt es keine Lösungen. In dieser Arbeit

konstruieren wir eine untere Schranke IJ.' für den kritischen Wert ).', d.h. Il' s: ),·(0). Das

Gleichheitszeichen gilt unter folgender Bedingung:

~ ist ein Streifen. gij = 0i; (euklidische Metrik) und ~(x) = 0 (kein konvektiver Term).

Die Methode, welche hier verwendet wird, basien auf Arbeiten von L. E. Payne und G. A.

Philippin [SIAM J. Math. Anal. 14 (1983) no. 6 pp. 1154 - 11621 und R. P. Sperb [Internat.

Schriftenreihe Numer. Malh. (lSNM) 80 (1981) pp. 391 - 400]. Grob gesprochen fonnulieren

wir ein Maximumprinzip ftireine (verallgemeinene) P - Funktion der Form

1 •
P;=g(w)IVwl +2 fg(y)dy; g(w):= 1/(w+j3)2 fallsN>1 oder g(w);=e- ~w fallsN=2.

o

w(x) ist die Lösung eines ''Torsionsproblems'', welche im Gebiet UR definien ist, und ß ist ein

geeignet gewählter reeller Parameter. Es wird eine Ober- oder Unterlösung konstruiert, indem

wir das oben erwähnte Maximumprinzip mit einer minimalen positiven Lösung eines eindi

mensionalen semilinearen elliptischen Dirichletproblems mit der Nichtlinearität f kombinieren.

Durch dieses eindimensionale Dirichletproblem wird auch die untere Schranke Il· bestimmt

Im letzten Teil der Arbeit sind verschiedene Beispiele aufgefühn. Im besonderen werden

Probleme mit f(u) = eU betrachte!. Weiter wird auch das Beispiel M(u) ;= - <1>( I + u)P studien,

d.h. ein Diffusions-Reaktions-Modell mit einer Reaktion p·ter Ordnung. Falls - I < P < 0

gewählt ist, so erhalten wir eine untere Schranke fUt die kritische Grösse ~•. 11>" ist der Wen,

bei welchem eine Lösung einDin, die in einem Teilgebiet von UR identisch verschwindet. In

allen Fällen wird eine Metrik,

zugrunde gelegt, welche uns zu den folgenden Klassen von Problemen ftihn:

•fI.. u + b (x)u'k + )..p(r) f(u) = 0

u = 0

mit tf = 0 (inhomogener Fall), oder b'< = a,.ja, a;= IIp (selbstadjungierter Fall). Für den

Fall, dass n die Einheitskugel in RN ist, werden untere Schranken Il· numerisch berechnet. Es

wird die Yerbesssenmg der Schranken IJ.. diskutiert, welche durch die Funktion g im Ansatz

für die P - Funktion erreicht wird.
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Abstract

For a funetion u = u(x) we consider a semiJinear elliptic Dirichlet problem of the fonn

6 u + ~(x)u'k + H(u) = 0 in ~ eRN,

u = 0 on ~

- ij
6.u:= g U'ij

where RN is a Riemannian space with the metric tensor gij and x a generic point in ilR.

Suppose the nonlinearity f is an increasing C2 - function which is strictly convex (f" > 0).

Then there exists a critical value ").,: > 0 such that for 0 < '" ~ ",° there is a minimum (classical)

positive solution ll)" and for '" > A.° there are no positive solutions. In this work we consttuct a

lower bound 11° for the critical value ",
0

, i.e. 11° ~ ",°(0). 11° is optimal in the following sense:

the equality sign holds under the following conditions:

o is an infinite strip, g. = 0.. (Euelidean case) and ~(x) = 0 (no convectional term).
I) I)

The method used is based on papers by L. E. Payne and G. A. Philippin [SIAM J. Math.

Anal. 14 (1983) no. 6 pp. 1154 - 1162] and by R. P. Sperb [Internat. Schriftenreihe Numer.

Mach. (ISNM) 80 (1987) pp. 391 - 400]. Roughly spealcing we use a maximum principle for a

(generalized) P - function of the fonn

2 IN

P:= g(w) Ivw I + 2fg(y) dy ; g(w) := JI(w + ßl if N> 1 or g(w):= e . ~w if N = 2.

o

w(x) is the solution of a cenain "torsion" problem defined in the given domain 0R and ßis an

appropriately chosen real parameter. An upper (or lower) solution is eonsttueted byeombining

the maximum prineiple with a minimum positive solution of a one dimensional sernilinear

elliptie Diriehlet problem with the given nonlinearity f. This one dimensional Diriehlet problem

deterrnines also the lower bound 11°.

Several examples are given in particular problems with f(u) = eU. Moreover the ease M(u) = 

<1>(1 + u)P, Le. a diffusion - reaetion model with areaction of pth order is studied. If -1 ~ P ~

owe gec a lower bound of a cenain critical quantiry <1>0 for which a dead eore solution occurs.

In all cases we have chosen the metrie

~. • (9 r)2/2
g.. = per) 0.. wlth p(r):= e . 0 ~ a~ I,

g I)

which leads to the following two classes of problems:

k
6. u + b (x)u'k + ",p(r) f(u) = 0

u = 0

with: b
k

:= 0 (inhomogeneOllS case) or b
k

:= 0,,/0, 0:= 1/p (selfadjoint case).

L<lwer bounds 11° for 0 being the unit ball in RN are ealeulated numerically. The improvement

of the bounds 11· due to the function g in P is diseussed.
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Einleitung

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit semilinearen elliptischen Dirichletproblemen. Für

eine Funktion u(x), x E EN, sei das folgende Problem gegeben:

l...l.U] + Ap(X) f(u) = 0

u = 0
(0)

L ist ein unifonn elliptischer Differentialausdruck zweiler Ordnung der Fonn:

und n ist ein beschränktes Gebiet des euklidischen Raumes EN, N > L Wir nehmen an, dass

p eine positive Funktion in nvan ist. Dem Vorgehen von R. P. Sperb in (27] entsprechnend.

lässt sich das obige Problem (0) als eine Gleichung der Fonn

6u+~U'k+)'f(u) = 0

u = 0
(0,)

interpretieren, wobei &l als Laplace-Beltrami Ausdruck bezüglich der Metrik

defmien wird und Hit rk

(M)

• b' " a ( ) 1 a ( • )r,=-- (N-2)--. "'IP ---. ra, .
P P alt' pli alt l

a := del: [ atk I

gesetzt wird. n kann auch als Gebiet nR in einem Riemannschen Raum RN mit Metri.k (M)

imerpretien werden. x E EN sind dann die lokalen Koordinaten von RN, Der nach aussen ge

richtete Nonnaleneinheitsvektor von o!\ ist definiert durt:h

In einer Arbeit von P. L. Lions (siehe SIAM Review, [BI) finden wir einen Überblick über

die Exislenz von klassischen positiven Lösungen bei verschiedenen Nichtlinearitälen r. Wir

interessieren uns flir den Fall f(O) > 0 (forced case) und nehmen an, dass feine Soi.kl konvexe

- 1 -

Einleitung

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit semilinearen elliptischen Dirichletprobtemen. Für

eine Funktion u(x), x E EN, sei das folgende Problem gegeben:

l...l.U] + Ap(X) f(u) = 0

u = 0
(0)

L ist ein unifonn elliptischer Differentialausdruck zweiler Ordnung der Fonn:

und n ist ein beschränktes Gebiet des euklidischen Raumes EN, N > L Wir nehmen an, dass

p eine positive Funktion in nvan ist. Dem Vorgehen von R. P. Sperb in (27] entsprechnend.

lässt sich das obige Problem (0) als eine Gleichung der Fonn

6u+~U'k+)'f(u) = 0

u = 0
(0,)

inr:erpretieren, wobei &! als Laplace-Beltrami Ausdruck bezüglich der Metrik

defmien wird und Hit rk

(M)

'b' " a ( ) I a ( • )r,=-- (N-2)--. "'IP ---. ra, .
P Pax' pli ax l

a := del: [ a
tk

I

gesetzt wird. n kann auch als Gebiet nR in einem Riemannschen Raum RN mit Metri.k (M)

imerpretien werden. x E EN sind dann die lokalen Koordinaten von RN, Der nach aussen ge

richtelt Nonnaleneinheitsvektor vona~ ist definiert durt:h

In einer Arbeit von P. L. Lions (siehe SIAM Review, [BI) finden wir einen Überblick über

die Exislenz von klassischen positiven Lösungen bei verschiedenen Nichtlinearitälen f. Wir

interessieren uns für den Fall r(O) > 0 (forced case) und nehmen an, dass reine Soi.kl konvexe



· 2 .

Funktion ist. Falls z.8. zusätzlich (' > 0 gilt, gibl es einen kritischen Wen ).."::: ).°(0), so dass

ftlr 0 < A. s).o das Problem (0) (bzw. (DR)) eine minimale Lösung l.!.~ besitzt und fUr). > ).:

keine Lösungen existieren. Es geht in dieser Arbeit im wesentlichen um eine Konstruktion

einer unteren Schranke IJ.0 ftlr den kritischen Wen 'J..". die scharf ist, falls ruf (1) die folgenden

Bedingungen (Eq) gelten:

nein (Hyper-) Streifen in EH,

L(u]:= liu,

p:= 1 .

(Eq)

Dabei spielt das Maximumprinrip von E. Hopf (siehe (7)), welches wir auf eine "Energie

dichtefunlction" P(x) für ein elliptisches Hilfsproblem der Form CHI) anwenden, eine

wesentliche Rolle (siehe unten). Grob gesprochen besagt das Maximumprinzip folgendes: Das

Maximum einer nichtkonstanten Lösung P(x) einer Differentialungleichung der Fonn lfPJ 2: 0

in n kann nicht im Innern des Gebietes n angenommen werden. Weiler lässt sich unabhängig

vom Maximumprinzip ein Randpunktlemma beweisen. d.h. falls das Maximum in einem

Punkt xM e 00 angenommen wird und in diesem Punkt die sogenannte innere Kugeleigen

schaft erfUlil ist, so gilt ftir die Nonnalableitung: op/ifv > Q. v kann hier ein beliebiger nach

aussen gerichteter Vektor von 00 sein. In einem weiteren Schritt soll das Maximumprinzip mit

einer Lösung eines eindimensionalen Hilfsdirichletproblems der Form (Hz) kombiniert

werden, damil wir Ober- bzw. Umerfunktionen erhalten. Eine untere Schranke fUr den

kritischen Wert ).. ergibt sich als kritischer Wen ~. des eindimensionalen

Hilfsdirichlerproblems CJiz). Wir geben eine kurze Zusammenfassung der drei Kapitel.

Das erste Kapitel beginm mit einer kurzen Zusammenstellung von Maximumprinzip und

Randpunktlemma. In M. Protter & H. Weinberger [7) wird dieses Thema ausführlich

behandelt. Als Nächstes fonnulieren wir für unsere Zwecke ein spezielles kombinienes

Maximumprinzip. Wir belTachten fUr eine Funktion P(x) eine Differentialungleichung mit

singulären Koeffizienten

6P+w1'(P'k,X)P'k~O inO',

Lkistdefinienin 0-:=O\ls1'S2' ...• sml.

Weiter sei:

auf an.

Dann folgt aus Maxirnumprinzip und Randpunktlemma, dass das Maximum von P nur in den
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Randpunktlemma. In M. Protter & H. Weinberger [7) wird dieses Thema ausführlich

behandelt. Als Nächstes fonnulieren wir für unsere Zwecke ein spezielles kombinienes

Maximumprinzip. Wir berrachten flir eine Funktion P(x) eine Differentialungleichung mit

singulären Koeffizienten

6P+w1'(P'k,X)P'k~O inn',

L
k

ist definien in n·:= n\ {SI' s2' ...• sml.

Weiter sei:

auf on.

Dann folgt aus Maximumprinzip und Randpunktlemma, dass das Maximum von P nur in den
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singulären Punkten {sI' 52' ... , sml der Koeffizientenfunkrionen LIr. liegen kann. In R. P.

Sperb [81 wird ein allgemeiner Ansatz fLir eine P-Funktion der Fonn

(P)

vorgeschlagen. Hierbei ist u eine Lösung eines Problems der Form (DR)' Im Hinblick. auf die

Anwendung des kombinienen Maximumprinzips leiten wir eine elliptische Ungleichung her,

die für N > I gilt. Sie hat die Form:

mit den Koeffizienten:

LIr. := p~k _ ( h' _ g'l Vu12Ju·1r. _ g IVu I\.k .

A'.~2gJn(glnr.

B'.(h'~2),fgf~L(h'~),fg) .
g

C. ~~ (h' ~2),fg).

Rnj ist der kontravananre Riccitensor des Riemannschen Raumes RN, und ~.j ist die

konO"avariante Ableitung von ,Je. Für den Spezialfall N = 2 erhalten wir durch Verwendung

einer Identität eine elliptische Gleichung ftir P, die im Gegensatz zu (8] auch ftir,.k~ 0 gill

(siehe Lemma 1.4.1). Im weiteren berechnen wir einen allgemeinen Ausdruck ruf die Norrnal

ableitung ap/iJv

~ • ~ ( g'(O) [ ~t~ 2 g(O) <~~ 2 g(0).'v, ~ + h'(O) ~ 2Af(0)g(0) J,

I( ist die mittlere Krümmung von aOR in der von (M) induzienen Metrik. Um später untere

Schranken ~. konstrUieren zu können. die insbesondere optimal sind. falls 0 ein Streifen ist,

wählen wir für h

Damit verschwindet der Koeffizient C in der obigen elliptischen Ungleichung fUr P. Die Funk-
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•
tion g = g(u) wird so gewählt. dass der Koeffiziem A von IVu I identisch null wird, d.h.

g(u):= I 2
(u + ß)

ßist ein reeller Parameter. Diese Definition von g erfolgt im Hinblick auf eine Verschärfung

der untensIehenden Ungleichung (U). Falls f ~ 0 gilt. der Tensor

_ ( Rnj + roJ ) positiv semidefinit in UR

ist, und der Vektor

~ + " .} auf~ nicht nach innen gerichtet ist,

fOlgt aus dem kombinienen Maximumprinzip die Ungleichung:

,~,

Iv, I' <,'(,) ,= ;~ ff(y)g(y) dy •

,

(B,)

(lJ)

für N > 1. 1m Fall N = 2 ist gemäss Lemma 1.4.1 g := e - ~u zu wählen. Mit einer geeigneten

Wahl des P'arameler.; ß in der Hilfsfunlction g(u), die bewirkt dass (JPldv :s; 0 auf anR wird.

erreichen wir eine Verschärfung der Ungleichung (U) (siehe z.B. Korollar 1.6.1). Wir

schränken in unserer Arbeit die allgemeine Problemklasse (0) etwas ein und betrachten nur

Probleme mit aii(x) = aij (öij ist das Kroneckersymbol). Damit wird durch die Beziehung (M)

eine Metrik definiert. die konform zur euklidischen Metrik ist. Für diese eingeschränkte

Problemklasse werder: e:-;plizite B:dingungen angegeben, aliS denen die Ungleichullg (U)

folgt Zum Schluss des I. Kapilels betraChten wir fUr eine Funktion w(x;) ein verallgemeinenes

"Torsionsproblem" ( )'f(u) := I und aij = öij in (DR» und bestimmen mit Hilfe des

kombinierten Maximurnprinzips obere

Schranken ~ fiir

W mu :=~ w(x)

~ llsst sich aus der Ungleichung (U) bestimmen. indem wir in (U) die Variablen separieren und

eine Fallinienintegrarion dun::hführen. Setzen wir ~ in der Ungleichung (U) ein und spezialisieren

diese auf den Rand ~. so ergibt sich eine obere Schranke t
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Das zweile Kapitel wird eingeleitet mit einer kurzen Charaktcrisierung der Existenz von

stabilen Lösungen. Wir folgen im wesentlichen einer Arbeit von D. H. Sallinger (siehe (25».

Grob gesprochen sind genau diejenigen Lösungen die stabilen, welche durch eine strüac

Unterfunktion und eine strikte Überfunktion eingeschlossen werden können. In einem

weiteren Abschnitt konSlTUieren wir eine überfunktion ruf das Problem (DR) nach einer

Anregung von L. E. Payne & G. A. Philippin in [24J, Zum Ausgangsproblem (DR) wird ein

lineares Hilfsproblem der Fron:

XW+~W'k+q(W) = 0 in~, ctw):=l+aw, a.einrellerPar~tef

w :: 0 auf di\
(H,)

betrachlCI. r& und aaR werden aus (DR) übernommen. Mit der Lösung w(x) definieren wir

eine P-Funktion der Form (P) mit h' = 2 qg, g := (w + ß)' 2, falls die Bedingungen (BI) und

(82) erfüllt sind. gill fLir die Lösung w die Ungleichung (U), welche scharf ist. falls die

Bedingungen (Eq) gelten. Als zweiles Hilfsproblem definieren wir ein eindimensionales

Dirichletproblem der Fonn:

q(S) (\j'(i) X· r+" f(X) = O. 0 si s ,(0)

X'(O):= X(s(O»:= 0 ( s(O) siehe Ungleichung (U) ).

Die Funktionen ql und 't' sind durch das System

lp(s)\jI{s) := ( S S.... )2 ( s(w) ist in Ungleichung (U) definiert)

lp(s)o/'(s):= s2 s._- q(w) s...

(11,)

bestimmt Oun:h eine einfache Rechnung und unter Verwendung von Gleichung ~) erhalten

wir für die Lösung X(S) mit s::= s(w(x» das folgende elliptische Systtm:

{ ,}- IVwl
6 X + ~ X'k + IJ. f(X):= I - -,,- {~f(X) - X' s..... q(w) }

X = 0

inn,.

!Uf an,..

Der erste Klamrnerausdruck auf der rechten Seite der obigen Gleichung (0·) iSI infolge der

Ungleichung (U) nichl negativ (Maximumprinzip). Das Vorzeichen des zweiten Klammer·

ausdrucks erhalten wir, indem wir mit einer noch zu bestimmenden Hilfsfunktion ')'(s) 2: 0 mit

)'(0) =0 den folgenden Ausdruck

1«,) ,= -.<') ( "f(X) - X· ' •• q(w) }
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bilden (siehe Proposition 2.2.1). Es wird die Ableitung k' berechnet und daraus ergibt sich,

wieder unler Verwendung von Gleichung ~). der Ausdruck:

kots) =)(s) X'{ ~f'x-q.. }.

Falls z.B. k'(s) S; 0 ist, so folgt, dass X = X{ s(w(x» I eine überfunktion in 0R fiir das Aus

gangsproblem (D1t) ist Das eindimensionale Hilfsproblem (H2) etIthäh die heiden Parameter ""'mu

und t..-.... welche durch das ente Hilfsproblem (H I) bestimmt sind. Sie sind im allgemeinen nicht

expliz:il bekannt. Wir können uns aber mit obcn:n Schranken ~ und t begnügen. welche wir für

den Fall a.:: 0 in (Ht) am Ende des ersten Kapitels bestimmt haben ('iorsionsproblem").

Zum Schluss des zweiten Kapitels wenden wir die oben skizzierte Konstruktion auf die

Problemk.lasse (0) mit aij(x) ;= oij und der Gelfand-Nichtlinearität ).J(u):=).eu an (inhomo

gene Gelfand-Gleichung). Im oben erwähnten Hilfsproblem CHI) wählen wir u := O. Falls für

die Anwendung des kombinierten Maximumprinzips die Bedingungen (BI) und (B2) erflillt

sind, gilt fLir die Lösung w des "Torsionsproblems" (BI) die Ungleichung (U). Damit ist die

oben konstruierte Funktion X = X{s(w(x))} eine überfunktion. X = 0 ist eine triviale

Unterfunktion. Es folgt, dass der hitische Wen IJ." des eindimensionalen Hilfsproblems ~)

eine untere Schranke fur den Icrilischen Wen)."(0) der Gelfand-Gleichung ist. Analog

konstruieren wir eine untere Schranke IJ." für den hitischen Wen ez>"= <1>"(0) einer Diffusions

RealctionsgieichWlg mit der Dirichletrandbedingung u = I auf an. ez>" ist definien als der Wen.

wo eine einpunktige Dead-Core Lösung auftritt, d. h. die Lösung u verschwindet nur in einem

Punkt des Gebietes O. Wir fLihren zuerst eine Transformation U := u - 1 durch. Das

transfonniene Problem besitzt dann homogene Randbedingungen U = 0 auf an, d. h. die

Nichtlinearität in (0) ist ein Ausdruck der Form Af(U):= - ez>2 (I + U)P. Falls - 1 < P < 0

gewählt wird, so ist der Dead-Core Wert IJ." des zugehörigen eindimensionalen Hilfsproblems

~) eine untere Schranke fJir ez>". Für 0 < P < I erhalten wir obere Schranken. Alle Schranken

ergeben scharfe Werte, falls die Bedingungen (Eq) gelten. 1m weiteren wird für p :> 1 die

Nichtexistenz eines Dead-Cores bewiesen.

Im lewen und dritten Kapitel der Arbeit wollen wir einige untere Schranken IJ." numerisch

bestimmen. Aus der Konstruktion wissen wir, dass IJ." scharf ist, falls die Bedingungen (Eq)

gehen. Wir wollen IJ." fdr die oben erwähnten Beispiele (Gelfand-Nichtlinearität und

Nichtlinearität der Reaktions-Gleichung) etwas näher untersuchen und betrachten dazu die

Problemldasse

•AU+b(x)u'k+Ap(r)f(u) :: 0

U = 0

in BeE
N

, B=(Hyper-)KugelmitRadiusr:: I

auf aB.

Als "Inhomogenität" wählen wir folgende Funktionen;

·6·
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• (Dr)ln k • •
p(r):= e . b := 0 (kem konvektiver Term) oder

~'np(r):=e'( ) . k 2 2 k
b:=err'k=6x (gelbstadjungriterDiff.- Oper.uor).

e ist ein reeller Parameter, welcher noch zwei Bedingungen für Maximumprinzip und

Randpunktlemma genügen muss. Die kritischen Werte ),:(8) fUf die Gelfand-Gleichung bzw.

$"(8) fLir die Reaktionsgleichung lassen sich für die Einheitskugel B über ein System von

gewöhnlichen Variationsgleichungen und einem Newtoniterationsschema numerisch

berechnen. Somit können wir die Güte der berechneten unteren Schranken ~. diskutieren,

indem wir sie mit den kritischen Werten A.' (8) bzw. 41"(8) vergleichen. Die Verbesserung der

unteren Schranke Il" als Folge der Funktion g in der Ungleichung (U) wird diskutiert. Im

spezieUen Fall N = 2 lassen sich die unteren Schranken J.1. nochmals etwas verbessern, da wir

stau einer Ungleichung eine elliptische Gleichung flir unsere gewählte P-Funktion erhalten

(siehe Lemma 1.4.1).

Um die Arbeit in sich abgeschlossen zu halten, werden im Anhang die entsprechenden

Formeln, welche im Zusammenhang mit dem Thema stehen aus [51 übernommen und ergänzt.

Es werden auch einige Fonran~Routinen aufgeführt, welche für die Berechnung von

Lösungen, Bif'urkationsdiagrammen und der kritischen Wene benützt wurden.

Ich möchte an dieser Stelle meinem Referenten, Herrn PD Dr. R. Sperb, henlich danken.

Diese Arbeit ist unter seiner Aufsicht entstanden, und ich hatte immer wieder die Gelegenheit,

Anregungen von ihm entgegenzunehmen. Auch möchte ich meinen heiden Korreferenten,

Herrn Prof. Dr. 1. Hersch und Herrn Prof. Dr. G. Philippin, danken, dass sie diese Arbeit

durch ihre Kom:ferate untersrützt haben. Für die Hinweise zur Berechnung der Bifurlc.ations

diagramme und der kritischen Werte danke ich Herrn Prof. Dr. J. Waldvogel. Besonders

danken möchte ich schliesslich noch Herrn Prof. Dr. U. Kirchgraber flir sein grosses Enga

gement, das wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.
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1 Maximumprinzip

1.1 Bezeichnungen

EN bezeichne den N·dimensionalen euklidischen Raum. Punkte in EN bezeichnen wir mit

~,y,z, ,(im Anhang zur Verdeutlichung auch fett gedruckt x,y.z, ... ) die Koordinaten mit

xi,yi,zi, , i"" l,o .. ,N. Die lokalen Koordinaten in einer N Dimensionalen Riemannschen

Mannigfaltigkeit (oder auch riemannscher Raum genannt) mil der Metrilc gik bezeichnen wir

ebenfalls mit xi.yi.zi•... , i = 1, ... ,N. u(x) = u(xi ), v(x), ql(x),... seien skalarwenige

Funktionen in den Variablen x1,x2•... ,xN. Für die gewöhnlichen paniellen Ableitungen

schreiben wir oft eine abgekürzte Form

,
Bei SUI1UTnIbildungen. z. B. IVu I

N
= L U'j2 • halten wir uns an die Summaricnskonvention.

; _I

Summationskonvention :

"Objekte", bei denen der gleiche Index einmal unten und einmal oben vorkommt, sind zu

summieren. Das gleiche gilt auch, wenn ein Index zweimal oben oder zweimal unten steht.

Weitere Beispiele: Skalarprodukt

lineare Differenti.aloperaloren

Linienelement

Ausdrücke mit Cuistoffelsymbolen

;' ,iu ; ihl
Li.u) = aJ(x)_._. + b(x)~

ax'axJ ax'

Bei Tensoren benützen wir die übliche Notation. Wir schreiben z.B. für die kovariante

Ableitung eines I-fach kontravarianten Tensors bezüglich r ß k
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oder flir die kovariante Ableitung eines I-fach kovariantcn Tensors bezüglich r ki5

Eine I-fach kovariame Ableitung einer skalarwertigen Funktion u'i ist gleich der nannalen

panieIJen Ableitung nach der Variablen xi, u'ik bedeutet die 2-fach kovariantc Ableitung der

skalarwenigen Funktion u(x). Weilere Definitionen und Fonneln zur Differentialgeometrie

sind im Anhang aufgeftihn.

Wir sagen, eine Funktion heisst von der Klasse Ck(Q), falls alle partiellen Ableitungen bis und

mit k-ter Ordnung existieren und in Q stetig sind. Mit n bezeichnen wir ein beschränktes

Gebiet (offen und zusammenhängend) des N-dim euklidischen Raumes EN. Der Rand von n
wird mil an bezeichnel. Wir nehmen an. dass sich eine Hyperfläche an lokal durch ein

genügend reguläres Funktionensystem

. . a
lt'=X'(~). i=I .... ,N.

darsteUen lässt, mit einer Funktionaimauix

a=I, ... ,N-I. ;e EN-l

die den Maximalrang N-l hai. Wir sagen ao sei von der Klasse Ck, falls das obige

Funktionensystem k mal stetig differenzierbar ist. n bezeichnet den nach aussen gerichteten

Normaleneinheitsvelctor von ao.

Im folgenden werden wir uns mit semiJine<m:n eUiptischen Problemen der Form

Llu) +). p(x) f(u) =' 0 in 0

mit Dirichletrandbedingungen beschäftigen, wobei L ein linearer DifferentialoperatOf zweiter

Ordnung ist. Wir interessieren uns ftjr klassische Lösungen. Das sind Lösungen, welche

erslens in 0 mindeSlens so viele stelige Ableitungen besitzen, wie vom entsprechenden

Differenrialopenuor der Differentialgleichung verlangt werden. Zweitens konvergieren sie im

Falle von Dirichletrandbedingungen gegen die vorgegebenen Randwerte, wenn das Argument

x gegen den Rand ao geht.
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Semilineare elliptische Randwenprobleme beschreiben zum Beispiel Diffusions-Reaktions

prozesse in der Chemie, oder sie kommen in der Verbrennungstheorie vor, siehe z.B. [2] und

[12J. In der Elastizilätstheorie beschreibt z.B. das sogenannie Torsionsproblem

6u+l=0 inn

u =0 auf()Q

das Torsionsspannungspotential eines Stabes mit beliebigen Querschnitt n. Der Gradient der

Lösung ergibl dann die Torsionsspannung in einem Punkt x E n an. Weilere Anwendungen

semilinearer elliptischen Randwenproblemen finden wir in der Halbleiterphysik (siehe [6]).

Bei all diesen Anwendungen soll die Lösungsfunl::tion u eine physik.alische Grösse sein, wie

z.B. eine Konzentration oder eine Temperatur. Es liegt in der Natur der Sache, dass wir in

allen Teilen dieser Arbeil immer von positiven Lösungen ausgehen werden.
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1.2 Maximumprinzipien

In diesem Kapitel werden wir ein Maximumprinzip formulieren, das wir in den folgenden

Teilen dieser Arbeit gebrauchen werden. Wir betrachten einen quasiiinearen Operator L der

Fonn

für eine zweimal diffen::nzierbare Funktion P. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit nehmen

wir an, dass aij(x) = aii(x) ist. Sonsl setze man

(symrrmischerTeil).

Der Haupneil~ von L lautet

2;. a p
~PI := a J(x) -.- ..

i),'a,'

Definition 1.2.1 (elliplischer Operator)

Der Operator L heisst elliptisch in n. falls ftir den Hauptteil ~ von L folgendes gilt: In jedem

Punkt xeQ existien eine positive Grösse m(x) sodass

(1.2.1)

L heisst uniform elliptisch in n, falls für~ obige Ungleichung (1.2.1) gilt und eine positive

Konstante TTIo existiert, sodass gilt m(x) ~ ttlo Hit alle xe n.

Wir zitieren zwei Sätze aus [7]. Es handelt sich um ein Maximumprinzip und ein Rand

punktlemma, mit denen wir im folgenden ein kombinienes Maximumprinzip (Lemma 1.2.5)

beweisen werden.

Satz 1.2.2 (Maximumprinzip)

Sei P(x) eine Lösung der Differentialungleichung L[P) <!: 0 in einem beschränkten Gebiet n.
Der Operalor L sei unifonn elliptisch in n. und die Koeffizientenfunktion aij(x) und W; (~,x)

seien flir --00 < Tlj < 00 und 1 S ij S N in n unifonn beSChränkl. Falls P ein Maximum M in

einem inneren Punkt von n annimmt. dann isl P = M in n.
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Für das folgende Randpunktlemma ist die sogenannte innere Kugeleigenschaft wichtig.

Definition 1.2.3 (innere Kugeleigenschaft)

Sei a ein beschränktes Gebiet des EN. Der Rand aa efliUt die innere Kugeleigenschaft, falls

in jedem Punkt xM E aa eine Kugel K. mit Radius r > 0 existiert, sodass n :::) Kr und

KrOa =(xMI ist.

Satz 1.2.4 (Randpunktlemma)

Sei P(x) eine nichtkonstante Lösung der Differentialungleichung L[Pl ~ 0 in einem

beschränkten Gebiet n. Der Operator L sei uniform elliptisch in n. Wir nehmen an, dass die

Lösung P ihr Maximum M in einem Punkt XME aa annimmt und an in diesem Punkt die

innere Kugeleigenschaft besitzt. Falls P stetig ist in au{xM) und aPldn in xM existiert, dann

gilt dort:

c3P>O inP
~

ftir alle IJ. mit lJ.·n > O. wobei n ein nach aussen gerichteter Normalenvektor von an ist.

Bemerkungen:

1. In der Beweisführung des Maximumprinzipes, wie sie in [7] dargestellt ist, können über

die Koeffizientenfunktionen aij(x) und Wi(llJ,x) schwächere Annahmen getroffen

werden. Die folgenden Vorausetzungen genügen schon:

I/(x)
;=1

m(x)
und

NLI~(l1j ,x) I
;=1

rr(x)

sind beschränkt in jeder abgeschlossenen Kugel, die ganz in a liegt. für -00 < llj < 00,

1 Sj S N.

2. Ebenfalls gilt auch die Randpunkteigenschaft unter ähnlich schwächeren Vorausetzungen.

Es genügt über die Koeffizientenfunktionen aij(x) und W i(tV,x) folgendes zu verlangen:

N
~ kl k I
~a (x)n n
k,1=1

und
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beschränkt in einer Umgebung U von XMEan, fLir ......., <"j < 00, I ~j $: N. Die

Umgebung U muss ganz in n liegen und ni sind die Komponenten des

Nonnaleneinheitsveklors n von an. Die Behauplung in Salz (1.2.4) gih immer noch,

falls der Operator L nicht mehr elliptisch ist auf dem Rand an und der Rand nicht

zugleich eine charakteristische Aäche von List.

3. Wenn der Rand des Gebietes lokal von der Klasse C2 ist, so iSI dies eine hinreichende

Bedingung für die Gültigkeit der inneren Kugeleigenschaft. Im Satz (1.2.4) (Randpunkt

eigenschaft) iSI die innere Kugeleigenschaft eine notwendige Voraussetzung, wie das

folgende Gegenbeispiel zeigt. Definieren wir ein Quadratgebiel der Seitenlänge 2, cih.

O:={(x,y) 1-1 0< l,-l<y< I}.

Für die Funktion u(x,y) =- (I-x2) (I_y2) gilt dann folgende Ungleichung

tw~O It O.

Das Maximum von u liegt auf dem Rand an und es gilt u a;. 0 auf an. In den vier

Eckpunkten des Quadrates, wo die innere Kugeleigenschaft verlelZI ist, gill Vu =O.

Somil gilt dort ftir irgend eine nach aussen gerichtete Ableitung

<JP
-=0.
~

4. Maximumprinzip und Randpunkteigenschaft können unabhängig voneinander bewiesen

werden. Sie lassen sich auch auf allgemeinere Operatoren erweilem. Setzt man P durch

- P in Satz (1.2.2) und (1.2.4), so sind die entsprechenden Ungleichheitszeichen umzu

kehren (Minimumprinzip).

Die Beweise der Sätze (1.2.2) und 1.2.4) und weiteren Ergänzungen finden wir in [7]. Das

folgende Lemma stellt eine Kombination von Maximumprinzip und Randpunktlemma dar.

l.emma 1.2.5 (Kombination von Maxirnumprinzip und Randpunkllenuna)

Sei n ein beschränktes Gebiet des EN. Der Rand an crflille die sogenannie innere Kugel

eigenschaft. L sei ein uniform elliptischer Oberator mit den Kocffizientenfunktionen aij(x) und

W i(ll,x). aij(x) sei uniform beschränkt in n. W i(Tl,x) sei f1ir ......., < Tl < 00 in n·:= n\ {s"

s2' .... sm I, Si E n definien und in jeder abgeschlossenen Kugel beschränkt, welche in n
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liegt und keine der Punkte si enthält Falls rur eine nichlkonstante Funktion P folgendes gilt:

(i) P ist eine C2(Q)rC l(!lI...JQQ) Lösung von

(ü) AufdemRanddnist: SOfiireinenVekloq.1miql·n>O.

Dann gilt p"" Prnax in mindestens einem der Punkte SiE n,

Beweis:

Als erstes legen wir um jeden Punkt SjE Q eine Kugel Kj~ mit Radius e und definieren ein

"Restgebiet"

Dieses "Restgebiet" hat den Rand

m

an :""uoK~uon.
~ i.o! 1

Aus Vorausetzung (i) folgt nach dem Maximumprinzip, dass P "" Pmax auf an~ sein muss,

d.h. das Maximum von P kann auf dem Rand an oder auf den Rändern der Kugeln aKj~

liegen. Angenommen das Maximum von P liege auf an. dann folgt aus dem Rand

punktlemma., dass gelten muss

m

Dies widerspricht aber der Voraussetzung (ii). Also liegt das Maximwn von P aufu K~.
j:l I

Wir lassen jetzt t gegen 0 laufen und erhalten damit die Behauptung.

o

Wir wollen diesen Abschnil[ abschliessen. indem wir ein Maximumprinzip für eine durch eine

Funktion h(x) erweiterte elliptische Ungleichung und ein Maximumprinzip für uniform

parabolische Ungleichungen ohne Beweis aus [7] zitieren.
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Satz 1.2.6 (Maximumprinzip rur erweitene elliptische Ungleichungen)

Sei p(x} eine Lösung der folgenden elliptischen Differemialungleichung in einem beschränkten

Gebiet Q des EN, d.h.

(L+h}IPJ~O inO.

Für den Operalor L gellen die Voraussetzungen gemäss SalZ 1.2.2 und hex) iSI eine Funktion,

rur die gill

hex) sO in Q.

Dann gilt:

Ci) Maximumprinripo

Falls Pein nichl negatives Maximum M in einem inneren Punkt von n annimmml, dann

ist u=M inD:.

(ii) Randpunktlemma:

Falls ein nichl negalives Maximum M in einem Randpunkt XME an angenommen wird

und der Rand an in xM die innere Kugeleigensehafl besitz!, dann gill don

cP
- >° fur alle ~milll'n > 0, n ist der äussere Normalenvektor von an,
il,!

falls die Nonnalableitung existiert, P "# conSI und sletig in Ou{xM } iSI.

Satz 1.2.7 (Maximumprinzip flir uniform parabolische Ungleichungen)

Sei P(x,t) eine Lösung der folgenden uniform parabolischen Differentialgleichung

n ist ein beschränktes Gebiel des EN. T < _ und L iSI uniform elliptisch in n. d.h. für den

Haupueil ~( . ) = aij(x). von L gilt die Bedingung 0.2.1}. Die Koeffizienten von L sind

beschränkt. Dann gilt:

(i) Maximwnprinzip:

Falls P(x.t) ein Maximum M in einem inneren Punkt (xl.t l) E (0 X(D.n) annimmt.

dann ist u = M in 0 x (0.t1]; d.h. das Maximum kann nur auf dem "Zylinderboden" 0

x {O} oder auf der "Zylinderwand" an x [0,t1) angenonunen werden.

- 15 -

Satz 1.2.6 (Maximumprinzip rur erweiterte elliptische Ungleichungen)

Sei p(x) eine Lösung der folgenden elliptischen Differemialung!eichung in einem beschränkten

Gebiet Q des EN, d.h.

(L+h)IPJ~O inO.

Für den Operator L gelten die Voraussetzungen gemäss Salz 1.2.2 und hex) iSI eine Funktion,

rur die gilt

hex) sO in Q.

Dann gilt:

Ci) M<OOmumprinripo

Falls P ein nicht negatives Maximum M in einem inneren Punkt von n annimmmt, dann

ist u=M inn.

(ii) Randpunktlemma:

Falls ein nicht negalives Maximum M in einem Randpunkt XME an angenommen wird

und der Rand an in xM die innere Kuge!eigenschafl besitzt, dann gilt don

cP
-> 0 fur alle ~mit ~'n > 0, n ist der äussere Nonnalenvektor von an,
il,!

falls die Nonnalableitung existiert, P 'F- conSI und stetig in Qu{xM } ist.

Satz 1.2.7 (Maximumprinzip flir uniform parabolische Ungleichungen)

Sei P(x,t) eine Lösung der folgenden uniform parabolischen Differentialgleichung

n ist ein beschränktes Gebiel des EN. T < _ und L ist uniform elliptisch in n. d.h. für den

Haupueil ~( . ) = aij(x). von L gilt die Bedingung 0.2.1). Die Koeffizienten von L sind

beschränkt. Dann gilt:

(i) Maximumprinzip:

Falls P(x.t) ein Maximum M in einem inneren Punkt (xl't l) E (0 X (O.n) annimmt.

dann ist u = M in 0 x (O.tl]; d.h. das Maximum kann nur auf dem "Zylinderboden" 0

x {O} oder auf der "Zylinderwand" an x [O,tl) angenonunen werden.
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(ü) Randpunktlemma:

Falls P ein isoliertes Maximum M {d.h. P < M im Inneren von 0 x (0,11) in einem

Randpunkt (xM,tM) E aO x (O,n annimmt und in XME an die innere Kugeleigenschaft

erfUllt ist, dann gih dort

für alle j.l·n > 0, n ist der äusscre Normalenveklor von an,

falls P.,. const und die Normalableitung existiert.

Bemerkungen:

I. Das Maximumprinzip fLir parabolische Probleme unterscheidet sich wesentlich von

demjenigen fLir elliptische Probleme. Angenommen die Lösung P(x,t) nehme zum

Zeitpunkt 1I ein Maximum M in einem Punkt A E n an (P(A,t l) = M). Falls Qein Punkt

in n x (O,t\) ist, welcher mit A nur durch horizontale und nach "oben" gerichteten

vertikalen Segmenten verbunden werden kann, dann ist P(Q) = M. (Die Lösung P(x,t)

muss "nur" in einem Teilbereich von n x (O,t\1 konstant sein.

2. Die Aussage von Satz 1.2.7 gilt immer noch, falls P eine Lösung von

(L+h)[PJ-~ ~ 0 n Ox(O.1)

mit h:SO und M~O.

3. Falls M = 0 ist, SO kann die Einschränkung h:S 0 in n fallen gelassen werden. Das

Maximumprinzip laulet dann wie folgt:

Falls P eine Lösung von

(L +h)[P]-~ ~ 0 in 0 x (0,1) ist,

mit u(x,O):S; 0 in n und u(x,t):S 0 auf an, O:s t:S T dann ist u(x,t):S 0 in n x (O,n.

4. Der Satz 1.2.7 lässt sich auf quasilineare parabolische Ungleichungen mit zeitabhängigen

Koeffizienten verallgemeinern, d.h. die Funktion h und die Koeffizienten von L hängen

nicht nur von x, sondern auch von der Funktion P und deren Ableitung P'k' sowie der

"Zeil" t ab. Die entsprechenden Vorausctzungen wie z.B. Beschränktheit usw. müssen

erfUlit bleiben.

· 16·

(ü) Randpunktlemma:

Falls P ein isoliertes Maximum M {d.h. P < M im Inneren von 0 Ä (0,11) in einem

Randpunkt (ÄM,tM) E aO x (O,n annimmt und in XME an die innere Kugeleigenschaft

erfUllt ist, dann gih dort

für alle j.l·n > 0, n ist der äussere Normalenvektor von an,

falls P.,. const und die Normalableitung existiert.

Bemerkungen:

I. Das Maximumprinzip fUr parabolische Probleme unterscheidet sich wesentlich von

demjenigen fUr elliptische Probleme. Angenommen die Lösung P(x,t) nehme zum

Zeitpunkt t l ein Maximum M in einem Punkt A E n an (P(A,t l ) = M). Falls Q ein Punkt

in n Ä (O,t\) ist, welcher mit A nur durch horizontale und nach "oben" gerichteten

vertikalen Segmenten verbunden werden kann. dann ist P(Q) = M. (Die Lösung P(x,t)

muss "nur" in einem Teilbereich von 0 x (O,t\1 konstant sein.

2. Die Aussage von Satz 1.2.7 gilt immer noch, falls P eine Lösung von

(L+h)[PJ-~ ~ 0 n Ox{O.1)

mit h:SO und M~O.

3. Falls M = 0 ist, SO kann die Einschränkung h:S 0 in n fallen gelassen werden. Das

Maximumprinzip lautet dann wie folgt:

Falls P eine Lösung von

(L +h)[P]-~ ~ 0 in. 0 1 (0,1) ist,

mit u(x.O) S; 0 in n und u(x,t) S; 0 auf an, O:s t:S T dann ist u(x,t):S 0 in n x (0,1"].

4. Der Satz 1.2.7 lässt sich auf quasilineare parabolische Ungleichungen mit zeitabhängigen

Koeffizienten verallgemeinern. d.h. die Funktion h und die Koeffizienten von L hängen

nicht nur von x, sondern auch von der Funktion P und deren Ableitung p'k' sowie der

"Zeit" t ab. Die entsprechenden Vorausetzungen wie z.B. Beschränktheit usw. müssen

erfUlit bleiben.



- 17 -

1.3 Differentialgeometrische Interprelation eines semilinearen
elliptischen Randwertproblems

Als Ausgangspunkt sei das folgende Dirichletproblem gegeben:

4u) + ).p(x) f(u) = 0 in nc E
N

u=O auf an,

2

p(x) ist eine positive Funktion in n und Llu] := aij(x)~ + bi(x) ~. ist eine allgemeine Fonn
ax'ax' ax'

eines unifonn elliptischen Oper.u:Oni in 0:.

Wir wollen obiges Problem in eine differemiaJgeometrische Form bringen, wie dies in j8)

gemacht wurde. Vorerst dividieren wir obige Gleichung durch p(x) und erhalten eine

Gleichung der Form

L [u] + ).f(u) = 0 in n,
p

mit dem Operator

2
-I ij aU_I i du

L [u]= p (x)a (x)-.-. +p (x)b(x)-..
P ax'a:< ax'

p-laij ist ein symmetrischer positiv definiter Tensor (2 fach kontravariant), mit dem wir auf

natürliche An in n, stau der euklidischen Mettik, eine neue Mettik mit dem Tensor

(l.ll)

definieren. Damit erhalten wir einen riemannschen Raum RN, dessen Linienelement die Fonn

besitzt. Das Linienelement ist unter onhogonalen Koordinalenttansformationen invariant.

Ebenfalls sind die folgenden zwei Differentialausdrücke unter onhogonalen Koordinatentrans

foonationen in der Variablen x E ENinvariant:
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Der Beu-ag des GTadienlen (oder 1. Beitramische Invariame)

und der Laplacc-Beltrami-Operator (oder 2. BeItramische Invariante)

wobei a:= det i aij J ist.

Mil dem Laplace-Beilrllmi-Operator lässt sich der Ausdruck

L luj + Af(u),
wie folgl umfonnulieren:

- .
L (u] + Af(u) = .6u + r U't + Af(u),

mi

Das Gebiet (} (EN:::> n) kann auch als Gebiel (}R des RN imerprelien werden. Den nach

aussen gerichleten Normaleneinheitsvektor der Hyperfläche an bezeichnen wir mit n

("euklidische Einbettung"), den emsprechenden Nonnaleneinheilsveklor von anR mit V. Wir
können diese beiden Normaleneinheilsvelc.toren durch einen Ausdruck darstellen. Sei die

Hyperf1äche an in EN lokal implizit durch eine Relation 't'(x) = 0 gegeben. Diese Relation

definien eine Punktmenge, die auch als Hyperfläche des RN aufgefasst werden kann. Die

Normalen- einheitsvektoren n und V lassen sich wie folgt ausdrücken:

euklidischer Fall: oder in Komponemensclm:ibweise
. 'l'..

n'= ± l

J'l','l' .•

rX:marmscher Fall: oder in KomponentCflschreibweise

Die Vorzeichen werden so gewählt, dass die Normaleneinheitsvektoren auf an nach "aussen

gerichtet" sind, d. h. wir denken hier an orientierbare Flächen. Zum Beispiel ist das
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Möbius-Band im 3-dimensionalen Raum eine nichlorientierbare Räche. Es gilt der Satz, dass

ein hinreichend kleines Stück einer Fläche stets orientierbar ist

Zusammenfassend können wir sagen, dass die folgenden Probleme zueinander äquvalent sind:

L(ul .... A.p(x) f(u) = 0 iJ n

u = 0

:&.. + ~u.k + A. fCu) = 0

u = 0

3..If an,
(1.3.2)

in mit Normaleneinheitsvektor n

(1.3.2' )
~ mit Norma1eneinheitsvektor v,

Bemerkungen:

a:del[3
ij l .

Wir wollen folgende zwei SpezialfaJle noch erv.'ähnen:

I . Im zweidimensionalen Fall N = 2 ist

Gilt zusätzlich aij(x) := öij , so ist

k bk
_ 6. u

r :- und 6.U:-.

p p

Das transfonnierte Problem (1.3.2') erhält man lediglich durch eine Division der Glei

chung (1.3.2) mit p(x).

2. Für den Fall N > 2 wollen wir noch ein Problem der folgenden Fonn betrachten:

l{(2-N)
L(uj + I.. a(x) f(u) = 0 in n

u:o auf 00 ,
(1.3 .3)
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mil LluJ := L[ aij au. ) (selbstadjungiene Fonn) und a:= deI [a.. l.ax' ~ I)

Dann ist das obige Problem (1.3.3) äquivalem zu

Au+A.f(u) = 0 in ~

, = 0 '"' an,. .

a ij
(Der konvektive Tmn --.!,... u~ wird "wcgtransfonnien",)

ax' ,

(1.3.3')

3. Die Rechnungen in den folgenden Abschnitten 1.4, 1.5 und 2.2 können eleganter und

allgemeiner durchgeftihn werden, wenn wir differenrialgeomerrische Hilfsmittel ein

führen. Deshalb wurde das Problem (1.3.2) als ein Problem in einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit imerpretien. Die hergeleiteten Fonneln in den folgenden Abschnitten

gelten aber auch für den euklidischen Fall, d.h. falls der Laplace-Beltrnmi-Operator durch

den gewöhnlichen Laplace-Operator in (1.3.2') ersetzl wird.

4. In den Ungleichungen, welche in den folgenden Abschnitten im Zentrum des Interesses

liegen, gilt Gleichheit, falls wir von einem homogenen Problem in einem (Hyper-)

Streifen n ausgehen; d.h. wir beuachlen ein Ausgangsproblem der Fonn:

u"(x)+kf(u) = 0,

,'(0) = ,eS) = 0

051xl<0
(1.3.4)

Definition 1.3.1 (Hyper-) Streifen:

Unter einem (Hyper-) Streifen n in ENmit Breile 20 verstehen wir ein unbeschränktes

Gebiet, das durch 2 (Hyper-) Ebenen mil Abstand 28 begrenzt ist.

(Die (Hyper-) Ebenen denken wir uns symmeaisch zu einer Koordinatenachse.)
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1.4 Elliptische Gleichung / Ungleichung für eine allgemeine
Form der P-Funktion

In [8] wird zur Differentialgleichung (1.3.2') eine verallgemeinerte Form der "Energie

dichtefunktion" E,

, .
E=IVul +2A.Jf(S)dS

o

betrachtet, welche die Form

,
p,=g(u)IVu! +h(u) (l.4.I)

besitz!. g und h sollen später so gewählt werden, dass Pein Maximumprinzip erfüllt. Wir

wollen vorerSt die Randbedingungen ausser acht lassen. In einer Rechnung wird in [8J
gezeigt, dass die obige P-Funktion (1.4.1) ftir N > I eine elliptische Ungleichung der

folgenden Form erfullt:

(1.4.2)

L"= ~' -( h'-g'!Vul']u·'-gIVul',..,

A,=_2g3a (g.la f,

B'=(h'-2Afg)'-~(h'-Hg),

C,= ~ (h'-2Afg),

Rnj ist der Riccitensor des Riemannschen Raumes RN.

=iL
du

Der Fall N = 2 wird in [8) separat behandelt. Als Resultat ergibt sich fur P, statt einer

Ungleichung vom Typ (1.4.2), eine elliptische Gleichung mit etwas anderen Koeffizienten LI':,

A, Bund C. Dieses Resultat ist aber nur für den Spezialfall r1 = 0 gültig. Im folgenden werden

wir eine analoge Rechnung, wie sie in 18J für obige Ungleichung (1.4.2) hergeleitet wird, fUr

N = 2 und rl< '* 0 durchfuhren.
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L.emma 1.4.1 (ebener Fall N = 2)

Sei u eine 0(0) Lösung der Differentialgleichung (1.3.2'). Dann gilt ftir

, .
P = g(u) IVu I + heu) = g(u) u,Ju'j + heu)

folgende Gleichung:

_ Lk P, 4 2 n •

AP- k = AIVul +BIVul +C-2gT .u' u·J ,, .,
glV,1

A,:g(ln(g)f.

B ,= (h' -2),(g )'-.-[ 2,'"., +),().

C ,= 2g [ ,'".,j -2 [ ""'. ) ( h' - 2Afg ) + t (h' - 2),(g )( h' - ),(g ) •

2Ka ist die Gausssche Krümmung des RicmannschttJ Raumes R .

(1.4.3)

Beweis:

Wir berechnen die kovariante Ableilung P" und daraus den Laplace-Beltrarni Operalor von P.

(1.4.4)

i .. .. .. 1 I' ( )1 I'- , ,J .1 J.l ., J.. .-" .-A P = P •. = 4g u •.u,.u + 2g u . u,. + 2g u ,.u. + g Vu + g Au + h Vu + h llu
1 1 J .1 J 1 .J

(1.45)

Um eine elliptische Gleichung fur P der Form (1.4.3) zu erhalien, müssen wir alle Terme in

(1.4.5) mit %Weiten und drinen Ableitungen 'Von u mit Hilfe der Differentialgleichung (1.3.2')

und der kovarianlen Ableitung (1.4.4) von P eliminieren. Den Ausdruck uj.j'i u.j eliminieren

wir unler Benützung der Ricci-Identilät (A.43) und der Differentialgleichung (1.3.2).

Es gilt:
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[ J.' .• ) [.. "]'J ~ ( ) Ju. -u. U,.= u .. -u .. u =g U,.. -u._. U
J ,I J .l' .l .J J" '5)

u,d

Setzt man i=k so folgt (beachte: U'lj. = U'jis)

[ .; (Ö») j isR .ft,; R .nj
U,ji- U'ju=-g injsuu=-njUu,

Der Ricci-Tensor ~j ist durch Verjüngung über den I. und 4. Index des Riemann-Christoffel

tensors R injs definien. Differenzieren wir die Differentialgleichung (1.3.2'), so erhalten wir

tuT ( Au) 'j die Gleichung

Daraus er.!!ibt sich für den Ausdruck 2gu·j "; u . folgendes:
" 'J

2g j ,i 2 T .n ,j 2 k .j 2 Ar Iv I'
U 'i =- g nju U - g r U,kjll - g U

•mit Tnj := Rn; + g.nf 'j .

(1.4.6)

Indem wir entsprechende Indizes hoch bzw. herunterziehen, Ausdruck (1.4.6) einsetzen und

umordnen, lässt sich (1.4.5) schreiben als

• 2
g"l'i'ul +(h'-2Ug)'+g·(,f-c'u.• ) )I'i'ul -h'("u.• +"). (1.4.7)

Die Terme 4g'u,iju·iUj und 2grk'u.kju
j können wir über die erste Ableitung von P eliminieren.

Man beachte, dass die Dimension N des Riemannsehen Raumes RN bis jetzt keine Rolle spielt

Benützen wir zur Elimination von u'ip·ij die Schwarzsehe Ungleichung

und die erste Ableitung von P, um den Tenn u,jku·jku·iU'j zu eliminieren. so erhalten wir das
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[ J.' .• ) [.. "]'J ~ ( ) Ju . - u. u,< = u.. - u. . u = g U,.. - u._ _ U
J .1 J .l' .I.J J" '5)

u,d
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Eingangs dieses Kapitels erwähnte Resultat (1.4.2) aus (81 rur den allgemeinen Fall N > 1.

Wir wollen fw- den Spezialfall N = 2 die Identität (A.83) verwenden, um den Ausdruck. U'ijU,ij

zu eliminieren,

Eingesetzt in (1.4.7) ergibt

- (-)' (2g, 26u) .;; ,."., 2 •.;
6 P = 2g 6u + -g-- -1_12 2g u U'iU'j + I 12 4 g u',ku U u'J - g u'kl u +

Vu g Vu

Die drei Terme 2gu,;ju,iU'j' 4g2 u'iIl:UJku·iU'j und 2g u'lI:luj eliminieren wir wie folgt

über die Cßte k.ovariante Ableirung von P:

.. . 4 2

2gu"JU'iU'j=P'iu"-g'IVul -h'jVul ,

4i U'ikU·jku\'j = P'II: (p'k _ 2 (g'IVul \ h' )u,1I: )+ (g'l Vu 1
2+h' )\Vu 1

2
,

2gu'lI:j ~j =P'1I: ~-( g'IVul\h') fu'1I:'

Setzen wir die obigen Eliminationsgleichungen ein und benützen wir dazu die Differential

gleichung (1.3.2'), so erhalten wir die Beziehung (1.4.3), Im Detail sieht dies unter

Berücksichtigung der Reihenfolge der entsprechenden Terme wie folgt aus:

(i) Berechnung von L 11::

(
2g. 2(.'u,+,n) ; I (., [ I I' J'J L'P,T+ 11: 2 P,;u' + 2 P1; P -2 g' Vu +h' u· -P./:: \'

IVul glVul glVul
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(ii) Berechnung von A:

(üi) Berechnung von B:

( J
'h' 'h' , (

-2g' ~'k+)"f -2~+2~+g'~'k+(h'-2)"fg)_gi ~U'k-A.f):

(h' -2Hgl'-g-( '!". + Ar) =, B.

(iv) Berechnung von C:

2

2g [,'",.) -, [ h' -:>Arg) ,'"'. + i[h' - Afg)( h' -llig) =, C.

(v) Berechnung von Tnju,nuJ:

Im 2-dimensionalen Riemannschen Raum R2 degeneriert der Ried-Tensor ~j zu

-KGgnj • wobei Kc die Gausssche Krümmung des R2 iSI (siehe Gleichung (A.34),

Anhang). Darnus ergibt sich fllr den Ausdruck Tnju·nuJ:

o

Spezialrälle:

Eine direkte Folge aus den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) sind die folgenden Spezialfalle.

welche wir kurz festhalien wollen.
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Lemma 1.4.2 (g; I, h' = 2Af)

Sei u eine el(n) Lösung der Differentialgleichung (1.3.2'). Dann gelten rur

, "
p=g(u)IVul +21. J[(,)g(,)d,

o

die folgende Relationen:

(i) Für eine allgemeine Dimension N > I gilt:

•- L p,. (k1" )
AP---2 2: -2 r' +R u'Y'1

IVul

• j • I I'L :;0.5 P -2Afu' - Vu ~.

(ü) Für den Spezialfall N ; 2 gilt:

(1,4.9)

(1.4,10)

Beweis:

Setze in den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) g:; I und h':= 2).f und benütze die Regeln über

"Hinauf- und Herunterziehen" von Indizes des Riemannschen Kalküls.

o

Lemma 1.4.3 (g;ot I • h' = 2Afg )

Sei u eine C3(Q) Lösung der Differentialgleichung (1.3.2'). Dann gelten rur

, "
p=g(u)IVul +21. J[(,)g(,)d,

o

die folgenden Relationen:
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(i) Für eine allgemeine Dimension N> I gilt:

(ii) Für den Spezialfall N ::: 2 gilt:

6: p _ Li p\ ::: g ( In(g) r'j Vu 1
4

_ 2g ( rU _ rY _KGgkl + (0.5A.f + rnu'm) g'g"1 gkJ )U,kU'1 •

gl,<,1 (1.4.12)

L' ,= p.' _2g (Af-r"u~),' _gl ,<, I'".

Beweis:

Setze in den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) h';::: 2Äfg.

o

Der euklidische Fal1, welcher häufig anzutreffen ist. woUen wir speziell im folgenden Lemma

1.4.4 noch erwähnen.

Lemma 1.4.4 ( h' ,. 2Hg und euklidischer Fall, d.h. gij = 8ij )

Sei u eine C3(Q) Lösung der Differentialgleichung

ßU+bk(x)U'k+)'f(u) =0 inQ

u =0 aufao:

Dann gelten fiirdie P-Funktioo:

", .
p = g(,) IV, I + 2A J~s)g(s) cis

o

die folgenden Relationen:

- 27

(i) Für eine allgemeine Dimension N> I gilt:

(ii) Für den Spezialfall N ::: 2 gilt:

6: p _ Li p\ ::: g ( ln(g) f' 1Vu 1
4

_ 2g ( rU _ rY _KGgkl ... (O.5A.f + rnu'm) g'g.1 gkJ )U.kU>1 •

gl,<,1 (1.4.12)

L' ,= p.' _2g (Af-r"u~) " _gl ,<, I'".

Beweis:

Setze in den Formeln (1.4.2) und (1.4.3) h';::: 2Arg.
o

Der euklidische Fall. welcher häufig anzutreffen ist. woUen wir speziell im folgenden Lemma

1.4.4 noch el"Ylähnen.

Lemma 1.4.4 ( h' ,. lHg und euklidischer Fall, d.h. gij = 8ij )

Sei u eine C)(Q) Lösung der Differentialgleichung

ßU+bk(x)U'k+)'f(u) =0 inQ

U:::O aufao:

Dann gelten fiirdie P-FunktiOl1:

", -
p = g(,) IV, I + 2A J~s)g(s) cis

o

die folgenden Relationen:



- 28

(ii) Für den Spezialfall N =2 gilt:

Beweis:

Im euklidischen Fall ist der RiccilensoT Rnj : 0 (bzw. KG = 0 im Fall N = 2) und aUe

kovarianlcn bzw. konlJ'avarianlcn Ableitungen werden zu gewöhnlichen partiellen Ablei

tungen. Setze in (1.4.2) und (1.4.3) h' = 2Ug und rk =~.
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1.5 Normalableitung für eine allgemeine Form der P·Funktion

Im Hinblick für die Anwendung von Lemma (1.2.5) in den folgenden Abschnitten benötigen

wir die Normalableitung opRiv auf dem Rand OOR' Wir berechnen diese NormaJableirung flir

eine allgemeine Form der P·Funktion

,
.=g(u)lVul +h(u). (1.5.1)

v sei der (nach aussen gerichtete) Nonnaleneinheitsvektor von aoR_Die Normalableitung

hängt im wesentlichen unter anderem von der Geometrie des Randes aaR und der eingeftihnen

Randbedingungen ab. Nehmen wir an, dass sich eine Hyperfläche aaR in RN lokal durch ein

reguläres Funktionensystem

j=I .... ,N a=I ....•N-1

darstellen lässt. Dann induzien die Metrik gik des RN eine Metrik~ in der Hyperfläche dnR
durch

(1.5.2)

Summationskonvcntion:

Summenbildungen. die mil lateinischen Indizes gekennzeichnet sind, laufen von I bis N,

griechische Summationsbuchscaben laufen von I bis N-I.

Besitzen Tensoren lateinische und griechische Indizes. so stehen im Tensorenkalkül die

lateinischen Indizes im Zusammenhang mit dem metrischen Tensor gik und griechische Indizes

mit dem metrischen Tensor ~~.

Wir können flir die gewöhnlichen paniellen Ableitungen iJr.'!ac.Q auch xi'Cl schreiben. Damit

schreibt sich (1.5.2) in Kurzform

_ i k
~-gikx'Qx '~. (1.5.2')

Das Symbol xi'Q gibt kein Anlass zu Verwechslungen mit einer kovarianten Ableitung, da xi

hinsichtlich Koordinatentransfonnationen in aaR als Skalare zu betrachten sind. Der

kontravariante (konjugiene) Tensor~ ist implizit über die Relation
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g""g ,_ I:0.
Ill'- U y

•definiert. Daraus lässt sich ein Tensor g definiertn durch

_i: '_ Qjl i k
g .-g x'(lx '11" (1.5.3)

gii lässt sich als "Qnhogooalprojektion" von ~ in den Tangentialraum von~ interpretieren. Sei

w(x) eine beliebige Funktion, die diffetenzierbar ist Auf~ lässt sich die I. Beltramische Inva-

ria'lte IVw 12:: gikw'iW'\ als Surrmeeines Ausdruckes tür die Tangentialableitung I't'sw 12
und

und eines Ausdruckes für die Nonnalableinmg ( ::rdmtellen.

2 2 [ 2IVwl = IV,wl + t::'] (1.5.4)

2IvSW I ist die I. Beltramische Invariante bezüglich der induzierten Metrik gOß. Sie lässt sich mit

dem Tensor (1.5.3) darstellen, indem wir die Kenenregel auf w = w(x(~» anwenden. Es folgt

(

2 2

OlsQuadratdcrNonnalablcinmghaidieFonn :) =(W'kvt) ::vivkw'iw'k'

sich Beziehung (1.5.4) auch in der Form

Somit lässt

(1.5 .5)

schreiben. Äquivalent zu (1.5.5) ist die folgende Gleichung in Tensorkomponentcnschreib

weise

(1.5.5')

d.h. den kontravarianten nx:trischen Tensor l des RN können wir zerlegen in einen Onhogonalteil

vi yk und einen Tangemialleil gik.

Als nächstes berechnen wir die Nonnalableitung für eine P-Funktion der Form (1.5.1). u(x)

ist eine Lösung von Problem (1.3.2') mit konstanten Dirichletrandbedingungen. Daraus folgt,

dass der Gradient Vs auf der (Hyper-) Aäche~ identisch verschwindet. Somit lässt sich die p-
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Funktion (1.5.1), welche auf aORspeziaJisien wird, schreiben als

2
.=g(O)( ~) +h(O).

Wir bilden aufa~ die Nonnalableitung von P und erilalten

(1.5.6)

, .
...;. iJ:!..=" v' v'
". iN' '"

Die 2. Bellr3l11ische Invariante 6u bezüglich der Metrik gik lässt sich aufa~ ähnlich zerlegen wie

,
die I. Beitramische Invariante JVu I .Gemäss Fom-cl (A.82) gilt die Beziehung

(1.5.7)

Die skalare Grösse I( ist die mittlere Krümmung der Hyperfläche anR bezüglich der indu

zierten Meoik ~. I( ist definien durch die Spur des 2. Fundamemaltensors ba~ von aaR'

Das Vorzeichen von I( wird so definien, dass obige Definition für eine Hypersphäre SN_1

einen positiven Wen liefen (I( = (N-I)fR). Man kann zeigen, dass die Summe der

Nonnalk:rümmungen im Falle einer Hyperf1äche an in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

MN fUr N-I orthogonale Richtungen in einem Punkt konstant und gleich dem oben deftnierten

I( ist. Aus der Dirichlelrandbedingung u = 0 auf~ folgt

Mi, der Beziehung (1.5.7) kann die Differentialgleichung (1.3.2') auf anR geschrieben

werden als

, ""~+K:-+~ +).f(O) = 0
dV2 iN 'k '

(1.5.8)
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b' ,;' 0 ( ) 1 0 ( ') Imit ~'" -p -(N-2)-p-, ln../p --ra-. fi a ,n'ax' p a Cix' R

(1.5.JO)

(1.5.8) in (1.5.6) eingesetzt ergibt die Normalableitung von P auf dem Rand anR

::: • ~ ( g'(O) [ ~ r-2g(0) K ~ - 2g(0).'u.. + h'(O) - 2U(0)g(0) J. (1.5.9)

Wir wollen in obiger Formel (1.5.9) noch die Dirichletrandbedingungen ftir die Lösung u mit

einbeziehen, um den Term r"u'k anders 'Zu schreiben. Zu diesem Zweck können wir die

Hyperfläche aaR auffassen als Niveaufläche von u(x) '" O. Dann gilt ftir die k-te Komponente

vk des (nach aussen gerichleten) Normaleneinheitsvektors v (siehe Abschniu 1.3)

yk",_ t"u"
Iv,1 .

Es muss in obiger Beziehung (1.5.10) das negative Vorzeichen gesetzl werden, damit v ein

nach aussen gerichleter Vektor von an ist (u~ in n). Wir lösen (1.5.10) nach u'm auf und

erhalten fUt r"u'kden Ausdruck

(1.5.11)

Setzen wir (1.5.11) in (1.5.9) ein, soerhallen wir folgender Ausdruck ftirdie Normalablei·

tung.

~ = ~ ( g'(O) [ ~ J' -2g(0) K ~ -2g(0) "'\ ~ + h'(O) - 2U(0)g(Q) J,

Wir fassen obige Rechnung im folgenden Lenuna 1.5.1 zusammen:

Lemma 1.5.1 (Normalableitung von P auf an)
Sei u eine C2<ClI..JaO) Lösung des Dirichletproblems (1.3.2'), dann gilt ftir

2p=g(,)I"',1 +h(,)

auf dem Randa~ die Gleichung
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b' ,;' 0 ( ) 1 0 ( ') Imit ~:: -p -(N-2)-p-. ln../p ---. fi a ,n'
ax' pli Cix' R
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v ist der (nach aussen) gerichtete Normaleneinheitsvektor von aaR mit gikvivk = L IC iSI die

miniere Krümmung von anR bezüglich der induzierten Metrik &o:p und ist die Spur des 2.

FundamentahensoTS baß von aaR' I( ist so definert, dass für eine Hypersphäre in EN vom

Radius R die Beziehung 1(= (N-I}fR gilt. rk ist beim Problem (1.3.2') definiert.

Bemerkungen:

1. Falls die Hyperfläche aaR implizit durch eine Funktion .....(x I, ... ,xN) = 0 gegeben ist,

dann berechnet sich I( nach der bekannten Formel von Bonnet (siehe Formel (A.78) im

Anhang).

~ 1'[ .,)'(=-divv=~-. rg ~ vt '
[g I,'

. V'!' d
m"v=± Iv'!'l ,= "(~j).

1m ebe m neo Fall N=2 ist I( = kg (geOOätische Krümmung einer Linie in R2)

2. Falls gill: h'(u) = 2hf(u)g(u), so ~uriert sich (1.5.12) zu

IP [<Iu)'['W)<Iu 1av = 2g(0) av 2,(0) av - (<+ "",) . (1.5.13)

3. Im nächsten Abschnitt werden wir Randwertprobleme betrachten, die Anlass geben, eine

konforme Metrik gjj::::P(x)Ö ij einzuführen. Für diesen Fall wollen wir die

Nonnalableitung apldv angeben. Zwischen apldv im Riemannschen Sinn und ap/dn im

euklidischen Sinn besteht über die konforme Melri.k der Zusammenhang

Ebenfalls beSIeht gemäss Formel (A.79) zwischen der minieren Krümmung J( von aaR
(~ mit der von ~j induzienen Metrik) und der minIeren Krümmung H von an (ClQ mit

der von Öjj induzienen Metrik) der folgende Zusammenhang,
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<= k[H+(N-I)~mIPJ

Der Ausdruck rt in (1.3.2') hat bezüglich der oben definienen konfonnen Metrik die

Fonn

Setzen wir alle obigen GTössen in (1.5.13) ein, so erhalten wir

(1.5.14)

(1.5.14) würde man auch durch eine klassische Rechnung, d.h. ohne Zuhilfenahme von

differentialgeometrischen Hilfsminein erhalten. Bei allgemeinen Randwenproblemen der

Form (1.3.2) ist der "differentialgeometrische" Weg aber eleganter und weniger rechen

aufwendig. Der Ausdruck ftir i)p!av hlingt nicht von N ab!
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1,6 Folgerungen aus dem Maximumprinzip

1,6.1 Maximum einer P-Funktion in einem Punkt, wo Vu = 0 ist

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnilten einige elliptische Gleichungen bzw.

Ungleichungen fUr allgemeine Formen einer P-Funktion

,
P = g(u) IVu I + heu), ueine Lösung von (1.3.2') (1.6.1)

hergeleitet haben, wollen wir in diesem Abschnitt das Maximumprinzip (siehe Abschnitt 1.2)

für spezielle P-Funktionen anwenden. Die Funktion g wird später geeignet gewählt, und h soll

die Beziehung

erfüllen. Falls die Funktionen a;lo;, bi , p und das Gebiel nR im Dirichletproblem (1.3.2')

gewisse Voraussetzungen erfüllen, nimmt P sein Maximum in einem Punkt P an. wo

giku,;u,1o; =0 ist. Daraus erhalten wir eine Ungleichung der Fonn

. ,()._ h(u",..) - h(,)
mnsu.- g(u) . (1.6.2)

In Abschnüt 2.2 werden wir Ober- bzw. Unterfunktionen konstruieren. Don werden

Ungleichungen vom Typ (1.6.2) von Bedeutung sein. Aus Gründen der Einfachheil schränken

wir uns aber bezüglich der allgemeinen Problemklasse (1.3.2) etwas ein und betrachten im

folgenden Teil dieser Arbeit Probleme, die Anlass geben zur EinfUhrung einer konformen

Met:riJc,

•6 u + b (x) u'lo; + A. p(x) f(u) = 0

u = 0

p > 0

in nc~

in nuao.
(1.6.3)

In [13] fmdet man eine Uebersicht über die Existenz von positiven Lösungen fUr verschiedene

Nichtlinearitäten f(u). In der obigen Problemklasse (1.6.3) sind insbesondere "euJc]idische"

Fälle (d.h. setze im obigen System p=1 und t>k(x)=O. k=l, ... ,N). aber auch Probleme mit

einem selbstadjungienen Differentialausdruck
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(O(X)U"')'k + A. f(u) o mll

u '" 0

a > 0

auf an,
inQuOn

(1.6.4)

enthalten (setze in (1.6.3) p=1/0 und ~O",t1'O'). Semilineare elliptische Randwertprobleme

kommen z..B. in der technischen Chemie oder bei chemisch - thennischen Problemen (1..8.

Gleichung mit Gelfand·Nichtlinearität f(u) =. cu) vor. (siehe 121. 112J und (19]) In diesen

Anwendungsgebictcn wird mit dem Ausdruck p(x)f(u) eine ganz bestimmte. vom On x

abhängige Reaktionskinetik festgelegt. Den Ausdruck bk(x)U'k bezeichnet man oft als

konvektiven Term. Die Lösung u(x) kann eine Temperatur oder eine Konzentration einer

chemischen Substanz beschreiben. Wir nehmen an, dass sich Reaktionen im chemischen

Gleichgewicht befinden (steady - state). Meistens sind nur chemische Gleichgewichte

beobachthar. Somit steht die Diskussion von stabilen Gleichgewichts!ösungen, d.h.

Lösungen, die nicht von der Zeit t abhängen, von semilinearen parabolischen Gleichungen

(oder Systemen) im Vordergrund. Die Problemklasse (1.6.3) kommi aber noch in vielen

anderen Gebieten der Naturwissenschaften vor (siehe z.B. [6]). Um die Formeln der letzten

Abschnitte anwenden zu können, bringen wir (1.6.3), gemäss dem Vorgehen in Abschnin

1.3. in die differentialgeometrische Form. Wir führen zu diesem Zweck den folgenden

metrischen Tensor in nein,

(1.6.5)

(Öij = öij = Ö;j: Kronecker-Symbol).

Der konjugierte Tensor (iJ'lVr.~ Tensor) gij wird i!ber die Beriehur.g {A.2) (::iehe Anhang)

definiert und lautet

(1.6.5')

(1.6.5) definien eine Metrik, die konform zur euklidischen Metrik Öi; ist. Eine Bemerkung

über die konforme Metrik findet man im Anhang (Beziehungen (A.9) und (A.IO». Somit

können wir zu 0.6.3) ein äquivalentes Problem der folgenden Form.

6u+fu'k + I..f(u) = 0

u :: 0
(1.6.3')

formulieren. Der Laplace - Beitrami Operator und der kontravariame Vektor r.ll' haben in der

konfonnen Metrik (1.6.5) die Formen
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, • ik ., N-2(ln r.;:\
uU.=g U'ik=p+-p- ~p hU'k' (1.6.6)

(1.6.7)

Zur obigen Problemklasse (1.6.3') treten im folgenden immer wiederkehrende Grässen auf,

welche wir hier festlegen wollen:

u~ := '"tf u(x) •

2

IVI2.=~u. p ,

Integration von P nach Qentlang einer geodätischen Linie y.

(1.6.8)

(1.6.9)

(1.6.10)

(1.6.11)

(1.6.12)

(1.6.13)

Mit n bezeichnen wir den nach aussen gerichteten NonnaIenvektor von an im euklidischen

Sinn, und v ist der emsprechende Vektor von a~. Es gill der Zusammenhang

Im Fall N = 2 können wir die "geometrische" Grösse kb als Summe der Fonn

t
b b "k =1(,+--'

IP

schreiben. IC, ist die geodätische Krümmung der Randkurve anR. (siehe Anhang Fonnel

(A.79'» und R, ist der Radius des grössten in {lR einbeschriebenen geodätischen Kreises

(oder auch geodätische (Hyper-) Kugel im Fall N ~ 3).
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Mit der Lösung u von Problem (1.6.3') definieren wir folgende P - Funktionen:

"
p,. IV,I' +2l-Jf(Y)dY,

•
P'=8(,)IV,I' +2Ai f(y)8(y)dy, (h'.2A1g).

(1.6.14)

(1.6.15)

,
WlI wlhlcn g(u) so, dass der Koeffizient des führenden Terms IVu I in der Formel (1.4.11) bzw.

(1.4.12) Null wird. Dies ist der Fall, wenn wir g:z:: 1 wählen (Ansatz 1.6.14), Nichtrivjale

Wahlen von g sind durch die folgenden bciden Klassen von Funktionen gegeben:

allgerreinerFall N>l: (g-II2)"=O; d.h. g(u)= a 2'
(u + ß)

ebener Fall N = 2: (In g)" =0: d.h. g(u) = a c"Ilu,

(1.6.16)

(1.6.17)

Mi! dem Ansatz (1.6.15) rur P und den obigen Wahlen von g ergeben sich für die

Ungleichung (1.6.2) folgende Fonnen, für welche wir in den folgenden Korollaren

Voraussetzungen angeben werden:

Falls N > 1:
, "mu

IV, I < ,'(0: "m...ß) =21. rK\(y) f(y) dy,
J,

(1.6.18)

fiiru~ySunwl ,

Falls N = 2:
, "mu

Iv, I <,'(, ,"~,ß)= 2l-f 'S(Y) f(y) dy,
,

(1.6.19)

Mit einer geeigneten Wahl von ßin den Funktionen g gemäss Beziehungen (1.6.16/17)

ClTeichen wir eine Verschärfung der Ungleichungen (1.6.18/19). Der Wenebereich des reellen
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Parameters ß wird im folgenden durch eine Bedingung CUf die Normalableirung von P auf an
(Fonne! 1.5.14) eingeschränkt. Die Konstante a in (1.6.16/17) wählen wir ohne

Einschränkung der Allgemeinheit gleich 1 (kürzt sich weg in (1.6.18/19).

Korollar 1.6.1 (konforme Metrik, g(u) = (u + ß)-2, N> 1)

Sei u(x) eine (positive) C3(Q)nC2(Ql...Ji3n) - Lösung des Dirichlerproblems (1.6.3) in einem

besduiinkten Gebiet n des euklidischen Raumes EN. Wir setzen

, .
p., Iv,l 2'J f(y) d• 2 + ,.., 2 y,

(o+~) (y+ß)
mit trr->; ~

--S"I-'<"'"
kb

mm

Für die gegebenen Funktionen p. tte. k = I, ... , N in (1.6.3) und kb treffen wir folgende

Annahmen:

Ci)
•.., + Ap f(u) 0;:1<1IV'N u positiv semidefinit in n,

o+~

mit

(1.6.20)

(ü)

~ " - :: + b' (In P ).t - (N-2) (In /p).•(In/p)t - H" In P + b' (In p)., ] ~".

Behauptung: Es gilt die Ungleichung

,
Iv, I < ,'(,) (1.6.21)

""'"mit S2(u):= 2)..fK1(y)f(y) dy ,
,

Gleichheit giil. falls n ein (Hyper-) Streifen ist ( Jl --+ 00 ) und p = I, If = 0, k = 1, ... , N in

(1.6.3) gewählt wird.

Beweis:

Wir benützen die elliptische Ungleichung (1.4.11) in Lemma 1.4.3 und stellen den

"differentialgeomeaischen" Ausdruck
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mit

Für die gegebenen Funktionen p. tte. k = I, ... , N in (1.6.3) und kb treffen wir folgende

Annahmen:

Ci)
•.., + Ap f(u) 0;:1<1IV'N u positiv semidefinit in n,

o+~

mit

(1.6.20)

(ü)

~ ,: - :: + b' (In P )., - (N-2) (In /p).•(In/p), - H" In P + b' (In p)., ] ~".

Behauptung: Es gilt die Ungleichung

,
Iv" I < ,'(") (1.6.21)

""'"mit 52(U):= 2)..fK1(y)f(y) dy ,

"

Gleichheit giil. falls n ein (Hyper-) Streifen ist ( Jl --+ 00 ) und p = I, If = 0, k = 1, ... , N in

(1.6.3) gewählt wird.

Beweis:

Wir benützen die elliptische Ungleichung (1.4.11) in Lemma 1.4.3 und stellen den

"differentialgeomeaischen" Ausdruck
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(1.6.22)

durch Terme mit gewöhnlichen partiellen Ableitungen dar. Der Ausdruck rur die konnavariante

Ableitung 'Von rk hat die Fonn

Wir bcrtthnen die gewöhnliche partielle Ableitung von rl und erhalten

Den Ausdruck fUr den konnavariantcn Riccitcnsor RkI in der konformen Metrik finden wir im

Anhang (Formeln (A.32) und (A.33». Wir setzen die entsprechenden Ausdrücke oben in

(1.6.22) ein und erhalten

Der Tensor MN
kI in Voraussetzung (1.6.20) ergibt sich aus obiger Gleichung, indem wir

stIZen:

P']p' (In p).] [

2 )1 Ivplp "p--p- ."(lnp).

Mit Lemma 1.4.3 und der Voraussetzung (i) erhalten wir folgende elliptische Ungleichung

für P:

(1.6.23)

g(u):= 1 2'
(" +ß)

Mit der Gleichung (1.5.14) und der Voraussetzung (ii) erhalten wir Hit die Nonnalableitung
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von P auf dem Rand an folgende Ungleichung

oP _
av- auf an,. . (1.6.24)

(alls ~ s 13 < 00.

k
min

Aus obigen Ungleichungen (1.6.23) und (1.6.24) folgt, gemäss dem kombinierten

Maximumprinzip (Lemma 1.2.5), P = PmU in einem Punkt, wo giku'iu'k = 0 ist. Eine kleine

Umformung ergibt die Ungleichung (1.6.21) der Behauprung.

o

Bemerkungen zu Korollar 1.6.1

1. "Bestmögliche" Wahl von 13:
Um eine "gute" Verschärfung von Ungleichung (1.6.21) zu erhalten, müssen wir 13

möglichst klein wählen. Die Wahl von 13. welche die "bestmögliche" Verschärfung von

Ungleichung (1.6.21) ergibt, iSI durch die Defmirion

gegeben.

."= T,.,•• b

k"n

(1.6.25)

2. Grenzfall ß -+ 00 :

Bilden wir in Korollar 1.6.1 den Limes ß -+ 00, so erhalten wir das entsprechende

Resultat, bei dem eine P·Funktion der Form (1.6.14) als Ausgangspunkt genommen

wird. Die Voraussetzungen (i) und (ü) sind zu ersetzen durch:

(j') ~ positivsemidefinilin O.

(ii') kb . 20•• (unver.lndene Bedingung).

Daraus folgt die Ungleichung

, "m.
IVul <s',=2A ff(y)dy.

u
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u
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3. Andere hinreichende Bedingungen:

MN
kl hängl nur von den gegebenen Funktionen p(x) und bk(x) k=l, ... , N und der

Dimension N ab! Falls ß< - und f(u) 2: 0 fLir u 2: 0 ist, dann ist die obige Bedingung (i')

hinreichend für die Voraussetzung (i) des Korollars. Häufig ist f(u) eine wachsende

Funktion (z.B. f(u) = exp(u)). Dann genügt die folgende Bedingung

r(o) ~ 0 und M~ positiv semiiefinit in O.

4. "euklidische" oder "differentialgeometrische" Herleilung von Ungleichung

(1.6.23)'

Die "euklidische" Herleitung (d.h. ohne Verwendung von differenrialgeometrischen

Ausdrücken) einer elliptischen Ungleichung fLir P, analog dem Vorgehen in Kapitel 1.4,

fühn zu anderen Resultaten als die "differentialgeometrische" Rechnung. Die

"euklidische" Rechnung ergibl folgende Ungleichung fur den Ansatz (1.6.14) (ohne

Zwischenrechnungen),

(1.6.261

Für die Nonna1ableitung von P ergibt sich

Um das kombiniene Maximumprinzip (Lemma 1.2.5) ftir P anwenden zu können, muss

folgendes vorausgesetzl werden:

(0' ) positiv SO'llrlefinit in 0, (1.6.27)

Man vergleiche den obigen Tensor (1.6.27) mit dem Tensor (1.6.20) der VoraussetzUng

(i) des Korollars. Die "euklidische" Rechnung fUhrt hier zu einer andem hinreichenden

Bedingung fUr die Anwendung des Maximumprinzips. Insbesondere hängt die obige

3. Andere hinreichende Bedingungen:

MN
kl hängl nur von den gegebenen Funktionen p(x) und bk(x) k=l, ... , N und der
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Bedingung (1.6.27) nicht von der Dimension N ab! Die Untel'5chiede rühren daher, dass

bei der Elimination des Terms

2 ,ij
g u'iju

in (L4.7) die Schwarzsehe Ungleichung einmal im "differentialgeometrischen" Sinn:

(1.6.28)

und ein zweites Mal im "euklidischen" Sinn

(1.6.29)

benützt wurde. Für den Fall N = 2 könnte man zur Elimination des Tenns 2gu,iju
ij die

Identität (A.83) benützen. Damit ergäben sich keine Unterschiede zwischen der

"euklidischen" und der "differentialgeometrischen" Rechnung. Schreiben wir jedoch

Ungleichung (1.6.28) mit Hilfe der konformen Metrik (1.6.5) in Terme mit

gewöhnlichen partiellen Ableitungen um, so werden die Unterschiede zwischen (1.6.28)

und (1.6.29) aus den folgenden beiden Gleichungen ersichtlich:

Es stellt sich die Frage, ob die Bedingung Ci) in Korollar L6.\ schwächer ist, als die

obige Bedingung (i') der "euklidischen" Herleitung. Wir wollen diese Frage für den

Spezialfall tf(x) = 0, k = I•... , N in (1.6.3) beantworten (kein konvektiver Tenn). Die

Menge von nicht negativen Funktionen p in n, welche die Bedingung (i) in Korollar

1.6.\ erlUllen.lässt sich wie folgt beschreiben.

Die Bedingung (1.6.27) in Voraussetzung (i') hat im obigen Fall die Fonn
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6fP < 0 '" n .
fP

Daraus lässt sich die Menge A' defmieren durch

1m Fall N:::: 2 folgt direkt A =:J A', da in diesem Fall aus der Bedingung, welche die

Menge A' beschreibt, die Bedingung fUr die Menge A folgl. Somit ist die Bedingung Ci)

des Korollars 1.6.1 schwächer als die obige Bedingung (i'). Im Fall N > 2 ist der

(symmet· risehe) Tensor MN'tJ in Korollar 1.6.1 nicht mehr diagonal. Wir können jedoch

flir jeden festen Punkt x e n eine onhogonale Transfonnation der Koordinaten in EN

einfUhren, so dass M N
kl diagonal wird. Es sei

y:= T x

eine orthogonale Transformation, mit der Eigenschaft

'p
.,,=

Der Tensor MN
kl wird punktweise auf Diagonalform cransformien, wobei die Ausdrücke

w>d

unter der obigen Koordinatentransformation invariam bleiben. Somit erhalt!:n wir rur den

Fall N = 3 die Beziehung

A=- A' .

d.h. die Bedingung (i) des Korollars 1.6.2 und die obige Bedingung (1.6.27) in (i') sind

zueinander äquivalent. Im Fall N > 3 ist aber (i') die schwächere Bedingung.

Bei Problemen der Fonn (1.6.4) mit einem selbstadjungienen Differentialausdruck sind

ähnliche Aussagen zu erwanen.

5. Spezialrille:

Wir wollen fur einige SpezialfäJle die Formen der Bedingungen (i) und (ii) in Korollar

1.6.1 festhalten.
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a) "euklidische Fälle" (p=l in 1.6.3):

(I) ~ = - :~ positiv semidefmit in Q,

(ii)
b ;

k =H.bßi~O auf an.

b) Probleme der Form (1.6.4) mit einem selbstadjungienen Differentialausdruck:

Setze in (1.6.20)

"".
Daraus folgt

(0)
( 0'"2)")

.~ =_.1[0 + N-2 G'tO'1 )+ da ökl .::: __'_ 0" 'tl +MSkl
~ " 'tl 4 (J 20 N+2 (N+2)/4 20o

positiv semidefinil in n,

c) Probleme, welche keinen konvektiven Tenn besitzen (t>k :: 0, k:; 1, ... , N);

(0)
• .., tI
"'N=-(N-2)(rnlP ),.(rnlP ),,-"(rnlP)& positiv seniddinil in n.

(li) i:= H+-klnlP ~ 0

IP
auf an

Man beachle, dass die Bedingung (ii) zwischen Fall b) und c) nicht änden.

Für den 2-dimensionalen Fall wollen wir die analogen Ergebnisse in einem speziellen Korollar

1.6.2 fesmalten.

Korollar 1.6.2 (konfonne Metrik, g(u) = e·ßu, ebener Fall N = 2)

Sei u(x) eine (positive) C3(Q)r.c2(ouan) - Lösung des Dirlchletproblems (1.6.3) in einem

ebenen. beschränkten Gebiet n des euklidischen Raumes E2. Wir setzen
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2 "
P:=e-~IVul +2AJf(y)e'~YdY,

o

Für die gegebenen Funktionen p, tt(x) Ic = 1,2 und Icb treffen wir folgende Annahmen:

(i) ~ +Pp ( 0.51.. f(u) + ~J u'l; ) tf positiv semidefinil in n. (1.6.30)

(1.6.31)

(ü)

Behaupnmg: Es gilt die Ungleichung

"mu
miI s2(u):= 2)" J(y) e-~(y-u) d)' .

o

(1.6.32)

Gleichheit gilt, falls das Gebiet n ein Streifen iSI ( Icbmin = 0, ß= 0 ). und P= I,~ 0, k; 1,2

in (1.6.3) gewählt wird.

Beweis:

Wir wenden Gleichung (1.4.12) in Lenuna 1.4.3 an. Die kontravariante Ableitung von rk ist

im Beweis von Korollar 1.6.1 berechnet worden. Sie laulet rur den Fall N = 2,

Der Ausdruck ftir die Gausssche Krümmung Kc einer Riemannschen Mannigfaltigkeil mit

einer konformen Meaik der Form (1.6.5) finden wir in Formel (A.27) des Anhangs. P./P

ersetzen wir durch die logarithmische Ableitung. Wir erhalten mit Bedingung (i) folgende

elliptische Gleichung mw. Ungleichung fllr P:

· 46 .

2 "
P:=e-~IVul +2AJf(y)e'~YdY,

o

Für die gegebenen Funktionen p, tt(x) Ic = 1,2 und Icb treffen wir folgende Annahmen:

(i) ~ +Pp ( 0.5). f(u) + ~~ u'l; ) f positiv semidefinil in 0. (1.6.30)

(1.6.31)

(ü)

Behauprung: Es gilt die Ungleichung

"mu
miJ s2(u):= 2)., J(y) e -~(y-u) d)' .

o

(1.6.32)

Gleichheit gilt, falls das Gebiet n ein Streifen iSI ( Icbmin = 0, ß= 0 ). und P= I,~ O. k; 1,2

in (1.6.3) gewählt wird.

Beweis:

Wir wenden Gleichung (1.4.12) in Lenuna 1.4.3 an. Die kontravariante Ableitung von rk ist

im Beweis von Korollar 1.6.1 berechnet worden. Sie laulet rur den Fall N = 2,

Der Ausdruck ftir die Gausssche Krümmung Kc einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit

einer konformen Meaik der Form (1.6.5) finden wir in Formel (A.27) des Anhangs. P./P

ersetzen wir durch die logarithmische Ableitung. Wir erhalten mit Bedingung (i) folgende

elliptische Gleichung mw. Ungleichung ftir P:



- 47 -

Mit der Voraussetzung (ii) und Gleichung (1.5.14) erhalten wir rur die NonnalableilUng von P

auf aaR

(1.6.34)

Aus obigen Ungleichungen (1.6.33) und (1.6.34) und mit Lemma 1.2.5 folgt P = Pmu in

einem Punkt, wo gjkU'jU'k = 0 ist. Ueber eine kleine Umformung erhält man die

ngleichung (1.6.32) der ßehauptung.

o

Bemerkungen zu Korollar 1.6.2

I. "Bestmögliche" Wahl von ß
Wir können Ungleichung (1.6.32) verschärfen, indem wir ß möglichsl gross wählen.

Anderseits wird ß durch die Bedingung (1.6.34) eingeschränkt. Eine "bestmögliche"

Wahl von ßist durch folgende Definition

(1.6.35)

gegeben.

2. Grenzfall ß=O
Wir erhalten das enlsprechende Resultat flir den Ansatz (1.6.14) ftir P, indem wir im

Korollar ß= 0 setun. Die Vorausselzungen (i) W1d (ii) sind zu ersetzen durch:

(i') ~l positiv semidefinit in n, (D:finition von~ sidte (1.6.31»,

(ii ') k
b

. ~O (BcdingungbleiblutIVmndcn).m..
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Daraus folgt die Ungleichung

.....
lvi< ,',=2AJf(y)dy.,

3. Aequivalente Formulierung von Bedingung (i)

In der Bedingung (i) wird die positive Semidefinitheit eines zweifachen (kontravarianten)

Tensors verlangt. Wir wollen die Defmition der positiven Semidefinitheit fUr Tensoren in

Erinnerung rufen, indem wir den entsprechenden Begriff aus der Matrixalgebra auf

Tensoren übertragen.

Definition 1.6.3 (positive (Semidefinitheit)

Ein symmetrischer n x n Tensor Mk.l(x) heisst positiv semidefinit in 0, falls in jedem

Punkt x e Cl die zugehörige quadratische Fonn

die folgende Eigenschaft besitzt:

Falls in der obigen Bedingung das sttlkte Ungleichheitszeichen gilt, so spricht man von
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kl

)

"Spur(A )

= All All _(A I2 )2::!: 0

::A
11 +A22

::!:O fur alle x E n.
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4. Spezial fälle

a) "Euklidische Fälle" (p::o I in (1.6.3»:

(i) ~=b\l_rJr:/ positivsenidefinitinO.
0<'

(ii)
, ;

k=k+bn. aufaO.,

Zusatzbemerkung: Wählen wir ftir bl (x), b2(x) die folgenden Funktionen:

I 1 2 1
b (x):= -'--I' b (x):= -,--,

x -x x -x

dann gilt M21<1 =: 0 in n. Wir erhalten für die P·Funktion (1.6.14) (setze I}--Q in Korollar

1.6.2) die elliptische Gleichung

•
6 P- _L_P-,.•~" = 0 in Cl .

g(") IV" I

Aus dieser Bedingung allein folgt

P= Pmu und P = PIIin in Punkten, wo IVu I= 0 ist oder auf an.

b) Probleme mit einem selbstadjungienen Differentialausdruck (siehe 1.6.4)

SdZe in (i) p:= ~ und bl<:= 0;1< . Wirerhahen folgende Bedingungen:

0) positiv semidefinit in Cl,

(ii) K:=/O(k+~JnJO)2:0 aufan.

Falls ~::o 0 iSI, können wir die obige Bedingung (i), gemäss der vorangehenden

Bemerkung 3, etwas umformulieren:
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det{ M~ ] = {- (In 0)'11 + ~~ }{ - (In 0)'22 + ~~ } -(In 0)'12 (In 0~21 =

2
kI 60 IVol

Spur {Mi ]= -!J. In 0 +0 =~~ 0 in n (automatisch erfüllt).

Dabei wurde gesetzt.

[q", q,,,]
q:=lno und det[hessq]:=dct q q

'21 '22
(l:ktenninarue der Hesseschen Matrix von q).

c) Probleme, welche keinen konvektiven Term besitzen (tt: = 0, k = 1,2 in 1.6.3):

(1) ~ +0.5 ~ A. P f(u) Ö
kl

positiv scmidefinit in n, mit ~ := -!J. (In IP )Ö
k1

(ii)
_ k+~h>1P
lC:= -.c, = ~ 0 auf an.

IP

Wir fmden diesen Fall in [8J oder [27}. Man beachle, dass die Tensoren MN
kl in :<orollar

1.6.1 und Mzkl in Korollar 1.6.2 identisch sind, falls N = 2 ist. Der Ausdruck für k, in

der obigen Bedingung (ü) ist hier die geodätische Krünunung der Randkurve an.
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1.6.2 Obere Schranken für umn und 1mu

Wir gehen von der Problemklasse (1.6.3) aus und schliessen rur das Folgende die linearen

Probleme aus (f(u) ~ AU). Weiter nehmen wir an, dass für eine (positive) Lösung u(x) von

(1.6.3) eine Ungleichung der Fonn (1.6.18) in n giil, falls N> 1 ist (bzw. UngL (1.6.19)

für den Spczialfall N = 2). Wir erhalten eine obere Schranke für 1:m&>;' indem wir die Ungleichun

gen (1.6.18/19) auf dem Rand on spezialisieren (Diricllletrandbedingungen einsetzen) und das

Maximum, rryLx IVu I, auf der linken Seite bilden. Dabei setzen wir voraus, dass die lntegralaus

drücke in (1.6. 18/19) endlich sind. Wir erhalten somit eine obere Sduanke für 1:nu der Form

\n." S s (0; Um" ,ß), Defmition von s siehe (1.6.18/19). (1.6.36)

Um eine obere Schranke rur umu zu erhailen, fuhren wir eine Falllinienintegration der

Ungleichung (1.6.18) (bzw. (1.6.19» durch. Es sei P E n ein Punkt, wo u = um" ist und

Q E an ein Randpunkt, dy das Bogenelement entlang einer geodälischen Linie y von P nach

Q. Dann gilt entlang rille Ungleichung

und aus (1.6.18) bzw. (1.6.19) folgt

"=
Js (x; ~u,fl)
o

Q

sJ"Y
p

(1.6.37)

Das Integral auf der rechten Seite der obigen Gleichung (1.6.37) können wir mit Hilfe des

geodätischen Radius Rg der grössten inbeschriebenen (Hyper-) Kugel von nR abschätzen.

Daraus erhalten wir folgende (implizite) obere Schranke rur urnn'

(Def. von Rg siehe (1.6.13». (1.6.38)

Lösungen des Ungleichungssystems (1.6.36) und (1.6.38) ergeben obere Setmutken flir umu
wxI 1......

In verschiedenen SilUalionen der folgenden Abschnitte ben&igen wir obere Schranken für

wnu und 1:mu; des folgenden Hilfsproblems ,
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6. W + ~ W'k + 1 = 0 il ~

W = 0 alf a~
(1.6.39)

Der Laplace - Beltrami Operator bezüglich der konformen Metrik (1.6.5) ist in (1.6.6) defi

nien, und rk definieren wir gemäss der Gleichung (1.6.7). Wir behandeln zuerst den Fall N> 1

und nehmen an, es gelte die Ungleichung (1.6.21) in der Behauptung von Korollar 1.6.1. Wir

setzen in (1.6.21) für I,J{u):=1 und erhalten die Beziehung

IVw I :s; s (w; Wmax ' ß) =
2 (w + ß) (wmax - w)

wma>: + ß

ß wird gemäss der Definition (1.6.25) in Bemerkung 1. zu Korollar 1.6.1 gewählt. Das

System der Ungleichungen (1.6.36) und (1.6.38) besitzt nun folgende Form:

- J2 wmaxß
t max :s; . R'

Wnw< + ...

Lösungen des obigen Ungleichungssystems liefern obere Schranken für wmax und 'tmax ' Eine nä

here Untersuchung zeigt, dass wir das Minimum aller möglichen Lösungen des obigen

Systems erhalten, indem wir das folgende Gleichungssystem lösen (setze das Gleichheits

zeichen):

(1.6.40)

(1.6.41)

Wir führen die Hilfsvariable zein,

z:=~

und eliminieren in (1.6.41) den Tenn JWrna; + ß mit Hilfe von Gleichung (].6.40). Wir erhal-
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tcn daraus die o-anszcndente Gleichung

b
Z arctan (z)::: 0.5 kmin R., . (1.6.42)

Mit dem Ncwton-Raphson Iterarionsverfahren bestimmen wir die Lösung 2. Daraus lassen sich die

resdichen Grössen wie folgt berechnen:

"_ 2 2''--,---, .
kmin 1+2

'=-~p , •
kmin

(1.6.43)

(1.6.44)

(1.6.45)

(1.6.46)

~ und ~ sind "die bestmöglichen" oberen Schranken für Wmu und t.r.x' Falls n ein (Hyper-)

Streifen mil Breite 25 ist (I} --+ -) und die Inhomogenität p in (1.6.3) symmetrisch ist [p(lt)

,. p(-xH, so erhalren wir die Lösung ,
~ =~ = '" = JJp(,) <Ix.

o
Analog behandeln wir den Spezialfall N = 2. Wir nehmen an, es gelte die Ungleichung

(1.6.32) in Korollar 1.6.2. Sie hat für das Hilfsproblem (1.6.39) die Fonn

2 k
b

.
mit ß=.-..-.!!l!..!l (setze in Ungleichung (1.6.32) )..f(u) = I; Def. von ßsiehe (1.6.35».

t rrax '

Mil der Definition

J .p.z:= 1-e mu

erhalten wir analog zum vorangehenden Fall (N > 1) das folgende System, welches dem

System der Ungleichungen (1.6.36) und (1.6.38) entspricht
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"Bestmögliche" obere Schranken ~ und ~ für Wmu. und imu. erhalten wir als Lösung des obigen

Ungleichungssyslems, indem wir das Glechheitszeichen setzen.

(1.6.47)

(1.6.48)

Wir eliminieren in der Gleichung (1.6.48) J2Jß und erhallen eine transzendente Gleichung, wel

che ähnlich zu (1.6.42) iSI.

b
zananh(z)=kmin Rs ' (1.6.49)

Mittels dem Newton-Raphson Itcrationsverfahn:n~n wir die Lösung 2 der obigen Glei

chung (1.6.49) und berechnen daraus die restlichen Grössen;

(1.6.50)

(1.6.51)

(1.6.52)

Falls n ein Streifen mit Breile 2ö ist (ß = 0), und rur die Inhomogenität p in (1.6.3) die

Symmetriebedingung p(x)::: pe-x) erftillt ist, so ergeben sich die oberen Schranken rur W max
bzw. t..u aus der Gkkhung

,
1= J2Q; = R, = Jh(,j d..

o
(1.6.53)
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2 Maximumprinzip und die Methode von Ober- und
Unterfunktionen

2.1 Existenz von stabilen Lösungen

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Charaklerisierung der stabilen Lösungen, die als

Grenzwen spezieller Folgen von Unter- und Oberlösungen berechnel werden können. Diese

Folgen, werden miuels einem monOIOllen lIerationsschema erzeugl. Wir betrachten in diesem

Abschnilt ein allgemeines semilineares elliptisches Oirichlerproblem der Form

L(u] + f(x,u) = 0

u = g(x)

in Q, n beschriinkt in E
N

, N > I

"'" an,
(2,1.1)

Die Problemklasse (1.6.3), für welche wir im nächsten Abschnitt spezielle Unter- und Ober

funktionen konstruieren werden, iSI in der obigen Klasse (2.1.1) enhahen.

m,a _ _
Definition 2.1.1: (FunktionenraumC (Q),O<Cl< I,O=nvan,siehe(Il])

mo _
C (0) ist die Menge der differenzierbaren Funktionen, für wek:he alle gemisdlten partiellen Ab-

IeirungenOku der OrdnWlg k mit OS Ikls m (1 k I :=k l + ts + ... + kN) in o existieren Wld die

rn-te gemischte AbleitWlg Dmu eine Hölderbedingung mit Exponent Cl erfilllt, d.h. es existien eine
o

Konstame K, so dass gilt: IOmu(x) - Omu(y) I S K Ix - y I , fiir alle x,y E O.

Jede Ableitung Omu besitZ! eine eindeutige stetige Fortsetzung auf 0IJd0.

m+1- m.a_ m,p_ m-
Falls 0 < ~ < Cl < I ist, so gelten die Inklusionen: C (0) c C (0) c C (0) c C (0), d.h.

Cm,a ist als Unterraum von Cm definien. Falls Cl = I ist, so nennt man [)ku lokallipschitz

stetig. Für das Verständnis des folgenden Beweises seien die Definitionen der Funktionen

räume LP(Q) und wm·P(Q) aus (I) zitiert.
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Definition 2.1.2: (Funktionenräume lJ' (0) und Wm.p (0), siehe [lI)

LPeO):={ u I umesstminQundltu{xldx<oo)

(Die Elememe von LP (0) sind Äquvalenzklassen von messbaren Funktionen.)

Die schwache oder disoibutionelle Ableitung va := OC' ist durch die Funktionalgleichung

JU(X) OQljl(x) dx "" (-I) io.lJva(x) !II(x) dx ruf alle 4' E eines Testfunktionenraums

a a

definien. Testfunktionenräume sind z.B. der Schwartzsehe Funktionenraum S oder die

C--Funktionen mit kompaktem Träger. Um die Existenz von klassischen Lösungen

("mindestens" UE C1(o)r\C(nuaQ) bei Dirichletrandbedingungen) garantieren zu können,

treffen wir ftir Problem (2.1.1) folgende ("minimale") Regularitätsvorausetzungen, siehe [li}:

(I) L unüorm elliJXisch in nmit Koefftzienten aik, b
k

e CQm).
(11) fe CQ(QxI) (I ein Intervall, in wek:hem die Lösung u liegt),

es exisrien eine Konstante A 2: 0, so dass gih:

2.0
(III) nist durch eine (Hyper-) Aäche an begrenzt, welche sich lokal durch C - Funktionen

2.0
darstellen lässt und für die RandwenfunJaion g gilt g e C (an), a e (0, I).

Aus der Bedingung (ll) (eine schwache Form der Lipschitzbedingung) folgt z.B. fUr f e Cl,

dass f>u uniform nach unten beschränkt ist, d.h. es existiert eine Konstante A ~ 0, so dass gilt:

ar
()u (x,u) + A:> ° für xell'Und ue I (2.1.2)
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Bemerkung:

Aus weiteren Regularitätssätzen (siehe Carlo Miranda, Partial DifferenJial Equarions 01 ElUptic

Type, Springer-Verlag 1970, 2nd. Edition, S. 183, Theorem 40, m.l ist jede klassische

Lösung auch von der Klasse C2+n.<l(O) (n "2: 0), falls die obigen Regularitätsvoraussetzungen

verschärft werden durch:

i: k n,(1
a ,b e C (0),

(11,,)

(Iß.)

.,.
fe C (0)<1),

2+D,(l 2+D,(l
(}neC undgeC (an).

Definition 2.1.3: (Ober- und Unterfunktionen, siehe r111)

2_
Eine Funktion ql e C (0:) heisst eine Unterlösung für Problem (2.1.1), falls gilt

L[ql)+f(x,ql) ~ 0 inn

qlSg auf 00:.

Umgekclut heisst 'l'e c\n) Oberlösung für Problem (2.1.1), falls gilt

1..('I'J + f(x,'I') S 0 inn

'I'~g auf 00:.

Eine Unterlösung. welche nicht zugleich auch Lösung ist. heisst "strikte Unterlösung". Das

gleiche gilt auch für Oberlösungen.

Den folgenden Satz über die Existenz von klassischen Lösungen fmdet man z.B. bei Hudjaev,

S. 1. [21] & [22], Sattinger. D.H. [25J. oder Amann. H. (11]. Wir zitieren dazu

voUständigk.eitshalber einen kurzen Beweis aus [25]. weil hier das Maximumprinzip zur

Anwendung kommt

Satz 2.1.4 (Monotones lterarionsschema und die Existenz von kJassischen Lösungen)

Es gelten die zu Problem (2.1.1) gemachten Regularitätsvoraussetzungen (0 bis (llI).

Sei ql eine Unterlösung und 'I' eine Oberlösung von (2.1.1) mit
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I:8nn existiert filr das Randwertproblem (2.1.1) eine minimale (klassische) Lösung],l und eine ma

ximale (klassische) Lösung ii mit

Weiter lässt sich.ll. und ü mir Hilfe des untenstehenden monoconen Iterarionsschemas berechnen.

(2.1.3)
auf an, k'" 0,1,2, ...

Falls uo :::: <p. dann ist {ukl eine monoton aufsteigende Folge, die in C2(Quan) gegen .Il.

konvergien. Analog ist (vtl, welche durch (2.1.3) defmiert ist und mit '10 :::: 'V beginn!, eine

monoton fallende Folge. die in c\nL.'Cl!l) gegen ü Il;onvergien.

Bewtis:

Problem (2.1.1) ist äquivalent zu

(L-A)[u) '" -[f(x,u)+Au] in n

ll1f an,
(21.1')

wobei A durch Gleichung (2.1.2) für u e (!pmin,'I'nw.Jdefiniert wird. Der Differentialoperator

L - A hat die gleichen Eigenschaften wie L, und die Abbildung

u -+ f(x,u) + Au

ist Slreng monoton wachsend in u. Das Iterationsschema (2.1.3) führt uns zur Definition einer

Iter.l.tionsabbildung T. T: u -+ Tu wird (implizit) definiert durch

(L-A)[Tu] ::: -lf(x,u)+Au) in n

Tu g(x).
(2.1.4)

Wir zeigen. dass T eine monotone Abbildung ist, d.h. falls u S; v ist, so folgt Tu S; Tv ft.Ir

!Pm;'" S; u, v S; 'l'mu' Die Gleichung flir die Differenz Tv - Tu,

(L-A)[Tv-Tu)::: -(f(x,v)-f(x,u)+A(v-u)) n n

Tv-Tu ::: 0
(2.1.5)

erhalten wir, indem wir das System (2.1.4) flir Tu vom System flir Tv subtrahieren. A ist so
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definien. dass die rechte Seite von (2.1.5) nicht positiv ist. (Definiere F(x,u):= f(x,u) + Au

=> F,u > O. d.h. F ist streng monoton wachsend in u.)

Falls v - u ö?: 0 ist. so folgt

(L-A)[Tv-Tu] :!>: 0

Tv-Tu ::: 0

mO

alf ao: .

Aus dem erweitenen Maximumprinzip (SalZ 1.2.6) folgt (A O!: 0)

Tv-Tu~O inO.

T ist ein monoton wachsender Operator. Mit Induktion nach n zeigen wir jetzt, dass die durch

(2.1.3) definiene Folge {llJ<} eine streng monoton wachsende Folge ist. falls wir rur das null

te Folgenglied 110 eine strikte Unterfunktion ql wählen. Sei u1definiert durch u\ = Tuo =Tlp.

Für die Differenz u\ - Uo folgt

aufiKl .

Mit dem erweitenen Maximwnprinzip (Satz 1.2.6) schlie~n wir

Die Folge {uk.} ist induktiv durch das Iterationsschema (2.1.3) implizit definiert. Da Tein

(streng) monoton wachsender Operator ist. folgt durch Induktion nach n, dass {ukI eine

streng monoIon wachsende Folge ist Analog beweist man, dass die Folge. definien durch

",eine strikteOberfunlaion von (2.1.1)

eine streng monoton fallende Folge ist. Weiler folg! aus

und der MonOlonie von T, dass

für alle n e N gilt Damit haben wir mit Hilfe des Maximumprinzipes die Ungleichungskelte
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bewiesen. Die monotonen Folgen {utl und lvkl sind durch die überfunktion 'V und die

Unterfunktion lJl beschränkt. Daraus folgt, dass der punktweise Limes existiert

Im zweilm (und abstrakIcn) Teil des Bewei.ges zeigen wir, dass.u. und ü lclassische Lösungen der

Fixpunktgleichung

u = Tu in n (2.1.6)

sind. Das obige Fixpunkrproblem (2.1.6) ist ä.quivalent zum DirichletpToblem (2.1.1). Der

Operator T ist eine Zusammensetzung von einer nichtHnearen Abbildung Tl: Y -+
F(x.v):=f(x,v) + Av und dem Lösungsoperalor T2: h -j u, wobei u Lösung des

inhomogenen linearen elliptischen Randwenproblems

(L-A)(u) = h in Cl

u=gaufa!l
(2.1.7)

ist. F(x,u) ist fUr u e [lJlmin.'Vmul eine beschränkte Cl - Funktion in u, Cl - hölderstctig für

x E Oud!) und transfonnien punktweise konvergente Folgen in pun.lr:tweise konvergente

Bildfolgen. Die zweile Abbildung T2 bildet stetig LP(Q) in den Sobolew-Raum W2,P(O),

l<p<oo ab, da ftir eine Lösung von (2.1.7) die folgende a priori LP Abschätzung gih:

Es exisoen eine yon u unabhängige Konstante C. SO dass gilt

null ~C[lhIlF+llgll. )."2,p ~.p

wobei die U. 11 t.,p - Nonn definiert wird durch

'.lIull, ,.[ L jlD'UI'dx) .
oll llist n

...gist eine C • Erweiterung der auf(l!l definierten Funktion g(x) in das Innere yon n.
Nach den Sobolewschen Einbettungssätzen (siehe 11» enhält die Äquiyalenzklasse W2.p

Repräsentanten aus CI,a, flir welche die Sobolew·Ungleichung gilt, d.h. es exisrien eine yon

u unabhängige Konstante K = K(n,p,ll), so dass gilt:
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Die "Maximwnnorm" Iu Ik..a;O: ist definiert durch

1 I {.[ I ' I) IO'u(,)-O'u(y)!
U ...n:::~ SUD. SUD Du + SUD sup (z'

..,«, . 0 Ill"'j 0' IlIJtnil
J- I")' x-y

O<a<l.

t.u _ 1 1
D::r Funktionenraum C (n). ae (0, 1). mit der "Maximumnonn" U t.o.:Q ist eine Banachraum.

Die obige Sobolew-Ungleichung bedeutet, dass der FunkJionenrawn ~p(n) stetig eingebettet
1.0_ 2,p Iß_

werden kann in C (0) für P> n und Cl = I - n/p (W (0) -+ C (a), n mit strenger lokaler

Upschiu.cigenschaft. siehe r1] S.9S). Daraus forgt, dass die in (2.1.3) definierten Folgen {ut } und

'.u II{"'tl in C () konvergieren. Weiter gilt für lineare elliptische Randwenprobleme der Fonn

(2.1.7) die Iclassische apriori Abschätzung von Schauder, d.h. es existiert eine von u

unabhängige Konstante S, so dass gih

Dies bedeutet, dass die Abbildung T :: TfTI eine punktweise konvergente Folge in eine Folge alr

2,0 _
bikiel. die in C (0) konvergiert. T ist eine voUstctigc (kompakte) Abbildung.

Wrr könnm also schreiben: l.I.,.,!im ull:;;: tim TUt_I:: T tim ut _1:: T 1.I., d.h.ll ist ein Fixpunkt von
11:_ t__ t __

2.0 _
Tund damit eine Lösung für das Randwenproblem (2.1.1), welche in C (Q) liegt. Analog be-

weist man, dass auch ü eine klassische Lösung ist

Zu zeigen ist noch, daSS:LI. eine minimale (klassiche) Lösung ist. Sei weine Lösung von Tw =

W. mit tp < w <"IV. Dann folgt aus der Monotonie von T, Ttp = u1 < w, und mit Induktion

nach n folgt un< W fUr alle n. Daraus folgt :LI. S w, d.h.1I ist minimal. Analog zeigt man,

dais ü maxima1 ist.

o

Das monou>ne Iterationsschema (2.1.3) lässt sich auch auf parabolische Probleme anwenden,

da fUr diese Probleme auch ein Maximumprinzip gilt (Satz 1.2.7). Das Konzept von Unter

und Oberfunktionen erlaubt uns, zwei verschiedene Oirichletprobleme miteinander zu ver

gleichen.
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Salz 2.1.5 (Vergleichssatz rur Dirichletprobleme. siehe [25J)

Wir betraehlen zwei DirichlelpTObleme P, und P2:

PI: L[u) + f,(x,u) ::: 0 in 0\

u ::: gl aufafl l

und ~ffen folgende Annahmen:

WldP2: L(u)+f2(x,u) ::: 0 in~

" = '" '"" an,

(0 0, => 0"

(ii) f2(x,u) ~ fl(x.u) für alle x E {ll '

(iii) in(~ ~ sup g\ .
-0, -0,

Sei 'IV eine Lösung von P2 und f2(x,W) ~ 0 in ~,dann iSI 'IV eine Oberlösung ftir Problem P ,.

Beweis:

Obige Behauptung ist eine direkte Folge aus dem Maximumprinzip. Sei 'IV eine Lösung von

P2, dann gilt nach Annahme (ü)

'IV ist eine Oberlösung gemäss Definition 2.1.1,

ist Aus der Annahme f2(x,V) ~ 0 folgt

LI"') <0

Sttze w(x) :::: 'f/(x) - inf~. Daraus folgt:
an,

Llwl < 0

w>O

falls wir weiter zeigen, dass IV ~ gl auf aOI

in 0,.

Aus dem Maximumprinzip schliessen wir w ~ 0 in~. Insbesondere ist w ~ 0 auf an,
(n." => 0,). Mil der Bedingung (iii) folg! 'IV ~ g, auf ao,.

o

Zum obigen Vergleichssatz soll ein Beispiel erwähnt werden. Wir betrachten das Problem der

eingespannlen Membran in einem ebenen Gebiet ~. Alk> 0 sei der erste Eigenwert zu~

und uk> 0 die erste Eigenfunktion. Dann gilt:
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(ii) f2(x,u) ~ fl(x,u) für alle x E fit '

(ill) in(~ ~ sup gl .
-0, -0,

Sei 'IV eine Lösung von P2 und f2(x,W) ~ 0 in ~. dann ist 'IV eine Oberlösung ftir Problem PI'

Beweis:

Obige Behauptung ist eine direkte Folge aus dem Maximumprinzip. Sei 'IV eine Lösung von

P2' dann gilt nach Annahme (ü)

'IV ist eine Oberlösung gemäss Definition 2.1.1,

ist Aus der Annahme f2(x.V) ~ 0 folgt

L(",) <0

Setze w(x) := 'f/(x) - inf~. Daraus folgt:
-0,

L/.w] :s; 0

w>o

falls wir weiter zeigen, dass IV ~ gl auf an]

in 0,.

in 0,

'""an,.
Aus dem Maximumprinzip schliessen wir w ~ 0 in~. Insbesondere ist w ~ 0 auf anl
(n.,,::> (1)' Mit der Bedingung (iii) folgt 'IV ~ gl auf ao l·

o

Zum obigen Vergleichs5atz soll ein Beispiel erwähnt werden. Wir betrachten das Problem der

eingespannlen Membran in einem ebenen Gebiet ~. ).111: > 0 sei der erste Eigenwen zu~

und ull: > 0 die erste Eigenfunktion. Dann gilt:
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Wir betrachten dazu 2 erste Eigenfunktionen ui > 0 in 0i und uk > 0 in~, ~ =' 0; und

wenden die I. Greensche IdentiUit auf den Ausdruck

an. Daraus folgt die Integralungleichung

0'" J[ui (dUlt + ),,~ut) _uk(Aui + ).:ui) JdNx '"

0,

Eine ähnliche SilUation gilt auch bei nichllinearen Problemen. Sei z.B. A,·" der (erste)

kritische Wert der Gelfand-Gleichung li u + A. eU =0 in D,,; mit Dirichlttrandbedingungen u =

oaufa~. Dann gilt:

Die obigen Ungleichungen ftit :lok folgen aus der Tatsache, dass die kritische Lösung u"t in

alr.' mit l;\::J Qi eine überfunktion iSI ftir die Gelfand-Gleichung in !li mit Dirichletrand·

bedingungen.

Als nächstes wollen wir den Stabililälsbegriff einer Lösung U "" U{x) (Ur ein elliptisches

Randwenproblem einfuhren. Zum Dirichlctproblem (2.1.1) betrachten wir fUr eine Funktion

u(x,t) ein zugehöriges parabolisches Anfangswcnproblem

l.(u) + f(x,u) '" U'l in n x (O,T)

u = g(x) lllf an]l; (O,n

u(x,O) =- uo(x) in n (Anfangsbcdingungen).

(1.1.8)

Lösungen U(x) von (2.1.1) können als Gleichgewichtslösungen von (2.1.8) aufgefasst

werden, welche der Anfangsbedingung uo(x) = U(x) genügen.
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Definition :U.6 (Stabilität)

Eine Gleichgewichtslösung U(x) des Randwenproblems (2.1.1) heisst stabil in der Maximum

norm, falls fUt eine Lösung u(x,l) von (2.1.8) gilt: Für alle E> 0 existien ein 5 > 0, so dass

IlUa(x)-U(x)II.. <Ö ~ lIu(x,t)-U(X)Il_<E fiirallct~O.

U heisst asymptotisch stabil, falls zusälzlich gilt: 11 u(x.l) - U(x) 11 .. -+ 0 für t -+ ....

Stabilität heisst also. dass die zeitliche Lösung u(x,t) von (2.1.8) rur alle Zeiten I ~ 0

genügend nahe bei der Gleichgewichtslösung U(x) von (2.1.1) liegt, falls wir nur die

Anfangsbcdingung uo(x) genügend nahe der Gleichgewichtslösung wä.hlen. Lösungen von

parabolischen Problemen geben z.8. die zeitliche Entwicklung eines chemischen Diffusions

-Reaktionsprozesses an (dynamisches Verhalten einer Konzentration U(X,I». Beobachtbar sind

meistens nur Gleichgewichtslösungen. Deshalb ist die Frage der Stabililäl einer Gleichge

wichtslösung von erheblichem praktischem Wert. Wir zitieren zwei Sätze aus [25J, aus denen

eine Charakterisierung der stabilen Gleichgewichtslösungen folgt. Grob gesprochen ist

diejenige Lösung die stabile. welche durch eine strikte Ober- und Unterfunktion einge

schlossen werden kann. Sie kann durch das monotone herationsschema (2.1.3) von "unten

und oben berechnet" werden.

Satz 2.1.7 (Hinreichende Bedingung fUr asymptotische Stabilität, siehe{25])

Sei U eine Lösung von (2.Ll),1p und 'V Unter- und Oberlösungen, welche U einschliessen,

d.h.

1p<U<\, inn.

u(X,t) sei die Lösung des zugehörigen parabolischen Problems (2.1.8) mit einer Anfangs

bedingung u(x,O) :: üo(x),

(i) Ober· und Unterfunktionen fUr (2.1.8):

Falls für die Anfangsbcdingung uo(x) fUr (2.1.8) gilt:

so folgt fair die Lösung u(x,t):

$(X,t) < u(x,t) < 'i'"(x,t) fUr t 2: 0,
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wobei C%>(x,t) und 'P(x,t) Lösungen von (2.1.8) sind. mit den Anfangsbedingungen <p(x)

und W(x).

(ü) Hinreichende Bedingung HiT asymptotische Stabilität:

Falls 'f'lcp /' U und T'lljI '" U fUr n --+ _ gilt. er ist in 2.1.4 definitn), dann ist die

Gleichgewichrslösung U asymptotisch stabil. d.h. insbesondere falls eine Anfangs

bedingung Uo im Intervall cp < Uo < 'I' liegt, dann gilt fUr die zugehörige Lösung:

U(x,t) -+ U(x) fUr t -+-,

Teil (ii) des obigen Satzes 2.1.7 hat auch eine Umkehrung. Falls U eine asymptotisch stabile

Lösung ist, so lässt sie sich als Grenzwen einer Folge von Ober- und Unterfunktionen

berechnen, die durch das monotone Iterationsscherna (2.1.3) erzeugt wird.

Satz 2.1.8 (notwendige Bedingung ftir asymptotische Stabilität, siehe [25])

Sei A, der eTSle Eigenwen des um eine Gleichgewichtslösung U linearisienen Operators von

Problem (2.1.1):

UXl + f,u(x,U) X, X= 0 auf an.

(i) NotWendige Bedingung flir Stabilität

Damit U stabil ist, muss gelten ).1< O.

(2.1.9)

Bemerkungen: (siehe [25])

Angenommen es ex.istiere eine Unter]ösung lp und eine Oberlösung 'IV für Problem (2.1.1), so

dass gilt

dann ist nur die minimale Lösungy stabil im Sinne von Definition 2.1.6 (Amann, H.).

Zum Schluss sei die "einseitige" Stabilität noch erwähnt. Falls eine Gleichgewichtslösung

U(x) der Gleichung (2.1.8) Grenzwen von oben einer Folge von Oberlösungen ist,

dann ist U stabil bezüglich kleinen Störungen von oben her gesehen. Für den ersten Eigenwen

)., des zugehörigen, um die Gleichgewichtslösung U linearisienen Operators (2.1.9) muss

gelten: ).1 S; O.
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2.2 Maximumprinzip für eine P-Funktion und Konstruktion
von Ober- bzw. Unterfunktionen

R. Sperb hai in (29J das inhomogene Problem

6. u + )..p(J,)f(u) = 0 i'I nc E
2
• n beschränkt

u = 0 lI1f an,

p>O ilO

(2.2.1)

betrachtet. Die Klasse 'Yon Nichtlinearitäten C, welche in [29] betrachtet werden, sind durch

folgende Bedingungen charakterisiert:

(H) r(O) > 0, f wachsend und strikt konvex.

Es ist bekannt (siehe [13]), dass für ein Problem der Form (2.2.1) mit Nichliineariläten.

welche die obige Bedingung (H) erlllllen, folgendes gilt:

Es existiert ein kritischer Wen ).0 mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls 0 <l. <A· iSl. so e,istion eine minimale positive Lösungy,. wekheslllbil iSl.

(ü) Falls A> A.' ist. so existiert keine positive Lösung.

(ili) Falls 0<). <)." ist, so existien mindestens eine weitere (nichi stabile) positive Lösung

u).. flir die gilt: .u.). < u). in Q.

Die Gelfand-Nichtlinearität f(u) = CU ist ein typischer Verneter einer funktion, welche die

Bedingung (H) erfUIlt. Sei nun in Problem (2.2.1) eine Nichtlinearität gegeben, die nicht der

Bedingung (H) genügt, z.o. A.p(x)f(u) ;= ).(1 + ßu). Dann existiert eine (positive) Lösung,

falls ). < ).. = ).1 P. 1').1 iSI hier der ersle Eigenwerte der eingespannten Membran. Die

Lösung ist eindeutig. Die sDikte Konvexitäl ist im wesentlichen eine notwendige Bedingung

dafllr, dass eine Lösung für ). = ).. existiert und dass mindeslens zwei Lösungen existieren

falls 0 < ). < ).•.

Wir wollen mit Hilfe der Methode von Umer- und Oberfunktionen untere Schranken für)."

angeben, die scharf sind, falls wir von einem homogenen Problem ausgehen (p=l), welches

in einem Streifen mil Breite 25 gegeben ist. .u.:: 0 iSI für das Problem (2.2.1) mil der

Bedingung (H) eine triviale Unterfunktion. Oberfunktionen erhalten wir nach einer Idee von L

Payne (siehe [23)), welche auf obige Problemklasse (2.2.1) erweiterbar ist. In [23] wird

gezeigl. dass
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U(X):::X(J2(wmu W(X»),

wobei w(x) die Lösung des Torsionsproblems

I1w+1=0 in QcE
2

(2.2.2)
w=o aufao:

bezeichnet, eine überfunktion fUT das homogene (p=l) Problem (2.2.1) ist. X wird durch ein

eindimensionales elliptisches Randwenproblem der Form:

X"(s)+~f(X) '" 0

X "(0) =X('o) =0

defmien. Eine einfache Rechnung ergibt folgende elliptische Gleichung fLir X(s) mit

s:=J2(wmu w(x»,

(2.2.3)

6X+ll f(X) { Ivwl'}1 X'\
= 1--,'- l"f(X)+-, J in n. (2.2.4)

Um zu sehen, dass der erste Faktor auf der rechlen Seite von (2.2.4) nicht negativ ist,

benützen wir die Tatsache (siehe z.8.[23]), dass

,
Iv.... 1S;2(wmu -w)=S2, (2.2.5)

falls on konvex ist. Das Vorzeichen des zweiten Faktors auf der rechecn Seite in (2.2.4) lässt

sich ermitteln, indem die Hilfsfunktion

R(S)::::S( Ilf(X)+ ~')

betrachtet wird. Eine einfache Rechnung ergibt

R"(,) = " 'X' Af(Xl .

Mit der Bedingung (H) über die Nichilinearität r folgt (man beachte, dass gilt X' ~ 0):

(2.2.6)

.o.X+~f(X)~O

X = 0

,,0

alf an,
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d.h. X ist eine Überfunktion fUr das Ausgangsproblem (2.2.1), falls 0 < II S; ll· ist. 1.1.. ist

der Icritische Wen des Hilfsproblems (2.2.3). Aus der Existenz einer Ober- und Unterfunktion

folgt mit SalZ (2.1.4), dass eine Lösung u mil O"'.u. < u <Ü '" X für das Ausgangsproblem (2.2.1)

existien.. Weiter folgt, dass 1.1.. eine untere Schranke flir den kritischen Wert A· sein muss, d.h.

1.1.. S; '),:.

Die Lösung u ist im Sinne der [)efrnition 2.1.6 asymptotisch stabil (siehe SalZ 2.1.7), falls wir

die Anfangsbedingungen üo(x) so wählen, dass gilt:

0< uo(x) < X{s(x)}

Wir wollen in diesem Abschnin die Konstruktion von L. Payne (siehe [23]) erweitern. In [29J

wurde eine Erweiterung gegeben, indem ein Maximumprinzip fUr folgende P • Funktion

formuliert wurde:

, w

p=g(w)IVwl +2fg("d',
o

",W
g(w):=e .

KO ist eine untere Schranke fUr die Gausssche Krümmung Kg einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit R2, in welcher das Problem (2.2.1) interpretien wurde. In diesem Abschnilt

soll insbesondere auch eine Erweiterung auf den höher dimensionalen Fall N > I gegeben

werden, für eine P - Funktion der Form:

, w

p=g(w)IVwl +2 fg(y)d',
o

(Def. von k~ siehe (1.6.11/12).

Als Vorbereitung wollen wir die obige Konstruktion in eine allgemeine Form bringen. Als

Ausgangspunkt betrachten wir ein allgemeines semilineares elliplisches Randwenproblem in

einem beschränkten Gebiet~ einer Riemannschen Mannigfaltigkeit RN,

Au+r1u'lr;+A.f(u)=0 in~

.=0 ..fan.. (2.2.A)

Zum obigen Problem betrachten wir 2 Hilfsprobleme. Als ersteS definieren wir (entsprechend

dem Hilfsproblem (2.2.2)) eine Klasse von Hilfsproblemen der Fonn
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2 '
p;g(w)IVwl +2 fg(y)d',

o

(Def. von k~ siehe (1.6.11/12).

Als Vorbcn:itung wollen wir die obige Konstru.ktion in eine allgemeine Form bringen. Als

Ausgangspunkt betrachten wir ein allgemeines semilineares elliptisches RandwertprOblem in

einem beschränkten Gebiet~ einer Riemannschen Mannigfaltigkeit RN,

Au+,ku'lr;+A.f(U)=0 in~

,·0 ..fan.. (2.2.A)

Zum obigen Problem betrachten wir 2 Hilfsprobleme. Als ersteS definieren wir (entsprechend

dem Hilfsproblem (2.2.2» eine Klasse von Hilfsproblemen der Fonn
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XW+~W'k+q(W)=O inilR

w=O auf<X\.

mit q(w) := 1 + aw, Cl ein noch freier reeller Parameter.

(2.2.HI)

Der Laplace-Beltrami Operator. rk und das Gebiet~ sind durch das Ausgangsproblem

(2.2.A) gegeben. In der obigen Klasse der Hilfsprobleme (2.2.H1) ist auch das

"Torsionsproblem" (in einer Riemannschen Mannigfaltigkeil) enthailen ( a.:O ), welches im

folgenden von Bedeutung sein wird. Es ist bekannt, dass fUr (2.2.HI) im "euklidischen" Fall

und mit rk:: 0 genau eine positive Lösung existiert. falls

--<Cl<)..l'

Al ist der erste Eigenwert des (linearen) Dirichlctproblems ruf die eingespannfe Membl1l1l. Die

ses Ergebnis lässt sich auf den "nichteuklidischen" Fall übenragen. Somit existien ein a, so dass

das Hilfsproblem (2.2.H1) genau eine positive Lösung w besitzt, falls gÜt

Für den Fall eines eindimensionalen Hilfsproblems der Form

w"+aw'+I+C1W ::: 0

w'(O) = w(li) =0, 5>0

lässt sich der Wen aals Lösung einer transzendO'lten GJcichung angeben. Wir betrachten dazu die

"oszillierende" Lösung, welche gegeben ist durch

falls (1):; a2J4 - a < 0 iSl Es gilt

IIwll_~oo für C~O.

~ lässt sich der Wen a.

- 69 -

XW+~W'k+q(W)=O inilR

W = 0 auf an,. .

mit q(w) := 1 + aw, Cl cin noch freier reeller Parameter.

(2.2.HI)

Der Laplace-Bcltrami Operator. rk und das Gebiet~ sind durch das Ausgangsproblem

(2.2.A) gegeben. In der obigen Klasse der Hilfsprobleme (2.2.H1) ist auch das

"Torsionsproblem" (in einer Riemannschen Mannigfaltigkeil) eomallen ( a.:Q ), welches im

folgenden von Bedeutung sein wird. Es ist bekannt, dass fUr (2.2.HI) im "euklidischen" Fall

und mit rk:: 0 genau eine positive Lösung existiert. falls

Al ist der erste Eigenwert des (linearen) DirichletprOblems rur die eingespannte MembJ1l1l. Die

ses Ergebnis lässt sich auf den "nichteuklidischen" Fall übenragen. Somit existien ein a, so dass

das Hilfsproblem (2.2.H1) genau eine positive Lösung w besitzt, falls gUt

Für den Fall eines eindimensionalen Hilfsproblems der Form

w"+aw'+I+C1W = 0

w'(O) = w(li) =0, 5>0

lässt sich der Wen aals Lösung einer transzendO'lten GJcichung angeben. Wir betrachten dazu die

"oszillierende" Lösung, welche gegeben ist durch

falls (1):; a2f4 - a < 0 iSl Es gilt

IIwll_~oo für C~O.

~ lässt sich der Wen a.



- 70 -

ninels der kleinsten positiven Lösung 9der (goniomettischcn) Gleichung

bert.chnen. Daraus erhält man

2
G> = -9

Falls a2/4 - a. ~ 0 ist, so bleibt die Lösung beschränkt (nicht oszillierender Lösung). Für den

Spezialfall a::: 0 (keine Dämpfung) erhalten wir

Dieser Wert entspricht dem I. Eigenwert der eingespannten Saite der Länge 25.

Wir nehmen an, wir hätten für die Lösung des Hilfsproblems (2.2.H1) eine Ungleichung der

Fonn

Ivwl < s(w). (2.2.7)

Die Funktion s(w) wird später gemäss (1.6.18) fUr N > I, bzw. (1.6.19) rur N ::: 2 definiert.

Als zweites Hilfsproblem definieren wir analog zu (2.2.3) ein eindimensionales Randwen

problem in einer selbstadjungienen Fenn:

<p(S) ( ljI(i) X'(S) r+ ~ (X) • 0, 0<' < So" s(O)

X'(O) • X(sO> • 0 ,

f(.) aus Ausgangsproblem (2.2.A), 1= :5 .

(2.2.H2)

Die Ansatzfunktionen • Wl.d IV seien Lösungen des folgenden Systems für 5 := s(w) (siehe 2.2.7)

2
q>(s) ljI(s) • (SS,.)

lp(s) IV'{s) = s2 s,_ - q(w) s......
(2.2.8)

Die Hilfsfunktion s{w) soll eine im Intervall (0, wmu) invertierbare Funktion sein (wmu ist

das Maximum der Lösung in Q). Wir denken uns die Umkehrfunktion wes) in die Ableitungen

s.. und s_ eingesetzt. und erhalten ein Gleichungssystem mit s als unabhängiger Variablen.
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Die folgende Proposition 2.2.1 gibt einen formelmässigen Zusammenhang zwischen dem

Ausgangsproblem (2.2.A) und den Hilfsproblemen (2.2.H I) und (2.2.H2).

Proposition 2.2.1 ("Vorbereitungsformeln" )

Sei w(x) eine (positive) Lösung in n von (2.2.HI), s(w) '* 0 sei eine in (0. w
max

) inver·
2

tabare C • Funktion. X(S) sei eine Lösung des eindimensionalen Hilfsprobkms (2.2.H2) mit

den Ansatzfunktionen ql und "IV. welche durch das Gleichungssystem (2.2.8) bestimmt sind.

Behauprungen:

Für die Lösung X(S) mit S ::: s(w(x» gehen folgende Gkichungen:

(i)

(ü) {.(.) }
Sei ')(s) ::: exp - f q(y) dy ,

S2(y)

dann folgt für die Funktion

1«s) '0 )(s) {~f(X) - X' s,. q(w) }

die Beziehung

.'(s) 0 )(s) X'(s) { ~ f,x - q,. } .

(2.2.9)

(22.10)

(22.11)

(22.12)

Beweis:

Wir berechnen den Laplace-Beltramiausdruck flir X:::: X (s(w(x»}:

_.k 2 2 2
.6.X '" X 'k:::: X"(s.w) IVwl +x·s......... IVwl +X·s, .... :6w.

Daraus ergibt. sich die Beziehung
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, ,
6 x+rl' x'k + 11 (X) :: X" (s.•iIVw I + x' s........ lVw I + x· S,'" (& w+ ~w'k)+ !!f(X).

Wrteliminieren 3. w + ~w'k über die Hilfsgleichung (2.2.HI) und klammem den Ausdruck

,
IVwl
"

aus. Die Rechnung ergibt die Gleichung

,
AX +~ X't + 11 feX) '" (s s...i x.. + 52 s..... X' ) IV; I + j.1 (X)-X' s,.. q(w).

Den Ausdruck

( )' x.., x·S5,.. +5 S......

eliminieren wir über das eindimensionale Hilfsproblem (2.2.H2) mit den entsprechenden De

ftnitionen der Ansatzfunktionen cp und", des Systems (2.2.8). Wir erhalten

Obige Gleichung eingesetzt ergib!:

_ {Ivwl'}.
&X+r'X•• +~f(X)= 1--,-'- {~f(X)-X , •• q(w)} "0..

Damit ist Formel (2.2.9) bewiesen. Um die Beziehung (2.2.12) zu verifizieren. betrachten wir

die Funktion
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k' s... '" l' s,.. (j.l. f(X)-X' s,.. q(w) ) +

r[ ~f.x X'5•• -[ X" (5•.>' +X·s••• )q(W)- X· 5•• q~).
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Ansatzfunktionen q> und 'IV des Systems (2.2.8). Durch weitere Umfonnungen erhallen wir

Gcmäss Definition (2.2.10) von"f folgt

"(5,,,,,+1-1 '" O.
s

Daraus erhalten wir flir k' S>w die Beziehung

Wir dividi~nnoch obige Gleichung durch 5.... ~ 0 und erhalten damit die Beziehung (2.2.12).

o

Falls wir für die Lösung w des ersten Hilfsproblems (2.2.Ht) eine Ungleichung der Fonn

(2.2.13)

beweisen können, dann gilt ftir den ersten Faktor der rechten Seite in Gleichung (2.2.9)

Mit Hilfe der Beziehungen (2.2.11) und (2.2.12) lassen sich Bedingungen fonnulieren. die

das Vorzeichen des zweiten FaklOrs

{~f(X) - X· s•• q(w) }

auf der rechten Seite von (2.2.9) bestimmen. Dann ist X", X{s(w(x)}l eine Ober- oder

Unterfunktion, je nach Vorzeichen der Grösse

Gil! z..B. in (2.2.13) Gleichheit in n. so ist X eine Lösung. s:= s(w(x» wirkt als "Transfonnatioos

funktion" in der Lösung X(S) von (2.2.H2).
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Wir wollen jetzt die Maximumprinzipien, wie sie in den Korollaren 1.6.1 und 1.6.2 fonnulien

sind, mit Proposition 2.2.1 kombinieren. Dazu gehen wir von der Problemklasse (1.6.3') aus,

welche in einem beschrtinkten Gebiet 0R eines Riemannschen Raumes mil einer konformen

Metrik &it.:: p(x) l)i.... gegeben ist. Als Hilfsproblem (2.2.HI) wählen wir das lineare

inhomogene Randwenproblem

i1w+rtw,.... +I::O ini\

w,O ""00..

i1. und rt sind in (1.6.6) und (1.6.7)defmien..

(2.2.14)

Mit der Lösung w(x) des obigen Randwenproblems definieren wir eine P-Funktion der Fonn

0.6.18) und wenden Korollar 1.6.1 an. (setze an den enlSPrechenden Stellen )J(u) := I.) Wir

fassen das Ergebnis im folgenden SalZ zusammen.

Satz 2,2,2 (Überfunktion fUr Problem (1.6.3'), allgemeine Dimension N > 1)

VoraussetzUngen:

(i) Sei X(i) eine Lösung des folgenden eindimensionalen Randwenprobkms:

(2.2.15)

X"(O) = X('ol = O. (faus Problem (1.6.3'», a:::w....... + f},

g _2

1--'-
'II{S) := a

1+JI- 2[

(2.2.16)

(ö) Bedingungen fUr das Maximumprinzip (Ungleichung (1.6.18) für Hilfsprob. (2.2.14) ):

~ + -p- 5
kl

positiv semidefinil in n
W+~

(MNkI ist in (1.6.20), Korollar 1.6.1 definien),

(2.2.17)
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kb. , 0 (DeI. sm (1.6.11/12))
m..

(üi) Bedingungen an die Nichilinearitäl f(u):

(0) , 0 "'"

Behauptwlg: X(S) mt

f'(u)C!:O füruC!:O

s:: s(w(x»::J2 ewe,;) + P) (;mu - w(x»

(w(x) Lösung von (2.2.14»

ist eine Überfunktion in QR rtirdas Problem (1.6.3') mil ~ = jl.

(22.18)

(22.19)

Beweis:

Die in (2.2.18) der Behauptung dcfiniene Funktion s(w), 0 S; w S; wmu.' mil der Bedingung

(2.2.16) an ßbesitzt eine Inverse wes). welche wir in der Fonn

X::W+ß=~(I+Jl- 2t )
benützen werden. Wir bestimmen die Ansatzfunktionen <p und 'V der Voraussetzung (i), indem

wir die Ausdrücke auf der rechten Seite im System (2.2.8) berechnen. Dazu leiten wir die

Beziehung (2.2.18) in der Form (1.6.18) ab.

w~

f dy s2
S s,..=2(w+P) -1= --1

(y+p)2 x
W

und setzen (2.2.19) ein. Es ergibt sich

(22.20)

Obige Beziehung (2.2.20) nochmals abgeleitet mit einer nachfolgenden Umformung ergibt
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f dy 52
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W
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'a J 2,'2 s--- 1+ 1-- J
s S'W = S ; x = _~2r'_--,__~a__,- = _ 1- 2t .

I+JI- 2t)

(22.20)
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Somit erhalten wir fUr $2 5._ - q(w) s.... mit q(w):: I den Term

~ 25
2

1- 1--, as S__ -S,..,"'- s

Das System (2.2.8) für die Funktionen cp und "IV laulet somit

2,'1--•
I-n

cp(s) 'P"(s) = - s

Die Funktionen cp und "'. die in Voraussetzung (i) definien wurden, sind Lösungen des obigen

Systems. Mit Hilfe der Proposition (2.2.1) und den Hilfsproblemen (2.2.14) und (2.2.15)

erhalten wir eine elliptische Gleichung in 0R der Form

(22.21)

Der erste Klammerausdrock auf der rechten Seile von (2.2.21) ist gemäss Voraussetzung (H)

nicht negativ. (Korollar 1.6.1, Maximumprinzip). Um das Vorzeichen des zweiten

Klammerausdruckes bestimmen zu können, definieren wir eine Hilfsfunkrion )'(s) gemäss

(2.2.10) durch

{

w(,)

")'(5) := exp _.!. f dy
2 (y + l3){wrnu

Wieder mit Proposition (2.2.1) erhalten wir ftir die Funktion

die Beziehung
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{

w(,)

"J'(s) :'" exp _.!. f dy
2 (y + l3)(wrnu

Wieder mit Proposition (2.2.1) erhalten wir ftir die Funktion

die Beziehung
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Mit der Voraussetzung (üi) an f(u) folgt

k'es) s: 0, für 0 s: s s: So und

k(O) • O.

Man beachte, dass die Lösung X(S) des Randwenproblcms (2.2.15) die Synunetrie XC-i) '" X(S)

besitzt Gemäss dem Maximwnprinzip muss d~ Maximum von X bei s '" 0 liegen. Das Minimum

wird im Punkt s '" So angenommen. Daraus folgt

Somit erfillh die Funktion X(S) mit s '" s (w(x» das System

6x+r X,t+~f(X) s: 0

X : 0

d.h. X ist eine Überfunktion in QR fUr (1.6.3') mit). '" Il.

Bemerkungen zu Satz 2.2,2:

1. Unterfunktionen:

Aus der Bedingung (iii) an die Nichdinearität f(u) folgt. dass X =0 eine (triviale)

Unterfunktion für (1.6.3') ist Ersetzt man die Bedingung (iii) z.B. durch

(iii') f(u)S:O und f(u)2:0 für u2:0,

dann liefen die Konsuuktion eine Unierfunktion. Es wird auf Abschnitt 2.3.2 verwiesen,

wo fUr f(u) folgendes gewähh wird

p
f(u):"'-(l+u) -1<p<O.

2. Grenzfall ß -+ 00 und "Konsistenz"

Wir bilden an den emsprechenden Onen in Satz 2.2.2 den Limes ß-+ 00 und erhalien

den entsprechenden Satz fUr den Grenzfall.

Voraussetzungen:

(i') Sei X(S) eine Lösung des eindimensionalen Randwertproblcms

-77-
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X"(S) +~ f(X) = O. 0'5. S '5. So := J2wrra•

X'CO) = X(so> = O. faus Problem (1.6.3 ')

(u') t.(' positiv semidefinit in 0R (Definition von M~ siehe (1.6.20»

kb
. ~ 0 (Bedingung unvcräoden)mlll

(ni') f(O) ~ 0 und f'(u) ~ 0 fur u ~ 0 (Bedingung Wlveränden)

Behaupmng: X(S) mit

s := s(w(x» =J2 (w lDLll - w(x» • w(x) Looung von (2.2.14)

(2.2.15')

ist eine überfunktion in 0R für (1.6.3') mit A. =11. (entspricht dem Ansatz (1.6.14) für P)

Um die Frage der "Konsistenz" zu beantworten, setzen wir im Ausgangsproblem (1.6.3')

p = 1 und ~ =0, k=l, ... ,N ("euklidischer" Fall) und betrachten (1.6.3') in einem

(Hyper-) Streifen mit Breite 2ö. In dieser Situation erhalten wir aus dem Hilfsproblem

(2.2.14) flir wmax die Grösse

Obiger Wert in (2.2.15') als InterVallendpunkt eingesetzt ergibt So = Ö. Somit flillt das

eindimensionale Hilfsproblem (2.2.15') mit dem Ausgangsproblem zusammen. Für die

zur Konstruktion von X = X (s(w(x») benutzte Funktion s(w) gilt die Identität:

s(w(x» = J2(wrnv: - w(x» = x .

Die Funktion

g(w)= I 2
(w+ ß)

im Ansatz (1.6.15) bringt eine Verbesserung der konstruierten Überfunktion X. Eine

"bestmögliche" Wahl von ß ist durch die Definition (1.6.25) gegeben. Der Verbes

serungseinfIuss, welcher durch g erzielt wird, diskutieren wir in den numerischen

Beispielen des nachfolgenden dritten Kapitels.
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3. Obere Schranken für wlllU und ~J.

Ile Paramcu:r Wrnu. und T....:. wdche im Randwcrtproblcm (2.2.15) der Voraussea:ung (i) ei.n~-

setzt werden müssen, lassen sich nur in ganz speziellen Situationen (euklidische Fälle, n
ein Streifen, Kreis oder gleichseitiges Dreieck) durch explizite Formeln angeben. Wir

können aber im Rniwenproblcm (2.2. 15) obere Schranken ~,t für w llllX' \n." einsetzen, und

~alten ei~etwas schlo::htefe Oberfunlaion. e. und 1 bestirmlm wir wmer über das Maximwn

prinzip flir die gleiche p·Punktion der Fonn (1.6.18), wie sie ftir Satz (2.2.2) benützt

wurde. (siehe Beziehungen (1.6.42) bis (1.6.45) in Abschnitt 1.6.2).

4. Transformation des Hilfsproblems

Aus numerischen Gründen transformieren wir das Randwenproblem (2.2.15) der

Voraussetzung (i) mittels der Transformation

auf das äquivalente Problem

X(O): X(ß,l: 0 .

O!. '6!' t}o := l3i2 arcsin (iJ~w lJlU )

(2.2.151')

Ueber die Rücktransfonnation

erhält man eine Lösung ftir (2.2.15).

5. Oberfunktionen, die optimal sind, ralls n eine (Hyper-) Kugel ist.

Es ist klar, dass die Konstruktion gemäss Satz 2.2.2 gute Oberfunktionen liefen, falls wir

Probleme in "streifenähnlichen" Gebieten betrachten. Für Probleme in (hyper-) kugel

ähnlichen Gebieten müsste man eine andere P-Punktion zum Hilfsproblem (2.2.14)

defmieren. Wir setzen

2
p,=IVwl .~w. w(x) Lösung. von (2.2.14).
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bzw.

, .
p:=g(w)IVwl +~Jg(y)dY.

o
g(w) :: _1_ (siehe [81)

w+p

falls man eine Verbesserung der konstruienen Oberfunktion erreichen möchte. Ein Ma

ximumprinzip fUr obige P-Funlct:ion mit g = I liefen uns eine Ungleichung der Fonn

(l2.22)

Im euklidischen Fall (p = I und ~ = O. k = 1, ... , N in (2.2.14» gilt in obiger

Ungleichung Gleichheit, falls wir eine Lösung in einem (Hyper-) Kuge1gebicl einsetzen.

Setzen wir die obige Funktion s(w) im System (2.2.8) mit q(w) = 1 ein, so erhahen wir

für das Randwcnproblem der Fonn (l.2.H2) bzw. (2.2.15) die Ansatzfunktionen

q(s)=~) 1 ' 1jI(S)=.t· I.
N < .

(vergleiche mit (23]) Das Hilfsproblem nimmt somit die Fonn

).\ (!.lx-r+N21lf(X) = 0, OSsSso:=T"...,
s

X'(O): X(s,) = 0

31 (faus Probbn (1.6.3')). Sei X(S) eine Lösung des oligcn Systems. DlIln ist

X(S) mil: 5:= J~-~ w(x) , w(x) = Lösung von (2.2.14)

(2.2.23)

eine Oberfunktion, falls die Nichtlinearität f(u) die Bedingung (iii) von Satz 2.2.2 erfLillt

und der Tensor MN
kl (siehe (2.2.17» positiv semidefinil ist. Diese überfunktion isr eine

Lösung flir Problem (1.6.3) mir p = I und alle ~ = 0, falls das Gebiel n eine (Hyper-)

Kugel mit Radius R ist. Man beachte, dass in diesem Fall das obige System (2.2.23) ein

Raldwenproblem für die N-Kugcl rnl so:= tlllß = R/N und ). = N\l ist.

6. Obere Schranken rür W
IllU

• welche optimal sind für eine (Hyper-) Kugel.

In (14] findel man andere obere Schranken flir wrnw welche wir als Parameter im

Randwertproblem (2.2.15) einselzen können. Für ein Torsionsproblem der Fonn

(2.2.14) mit (p = I und alle bk = 0, d.h. euklidischer Fall) wurde in (14) die Un

gleichung
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(2.2.24)

bewiesen. Dabei ist VNdas Volumen von n und SN das Volumen der N-dimensionalen

Einheitskugel. Gleichheit gilt, falls n eine (Hyper-) Kugel ist mit Radius 1. Diese

Schranke ist nicht mehr "konsistent" mit der Oberfunktionenkonsauktion von Satz 2.2.2.

Sie kann aber trotzdem als obere Schranke z.B. im Randwenproblem (2.2.15')

(Grenzfall ß-+ -) verwendet werden. Man erhält damit gute Oberfunktionen, falls das

Ausgangsproblem (1.6.3') in einem "(hyper-) kugelähnlichen Gebiet" gegeben ist Falls

das Randwertproblem (2.2.15) zur Bestimmung von Oberfunktionen herangezogen wird,

so müs~ man noch zusätzlich eine obere Schnmke für Tmu einsetzen. welche ebenfalls optimal

wäre, falls n eine (Hyper-) Kugel ist.

Wir behandeln den Spezialfall N =2 wieder gesondert. Der folgende Satz ist ähnlich zu einem

Resultat in [29], welches eingangs dieses Abschnittes erwähnt wurde.

Satz 2.2.3 (Oberfunktionen flir (1.6.3'), Spezialfall N =2)

Voraussetzungen:

(i) Sei X(S) eine Lösung des folgenden eindimensionalen Randwenproblems:

o:s; s:s; so:= Ji (1-e' ßw.. )

X'(0) = X(so) = 0, (f aus Problem (1. 6.3 '»,

mit q(S) := V(S), ",(5):=JI - ßt
2k

b

und 0 :s; ß:S; _ roDl
'tmax

(2.2.25)

(ü) Bedingungen flir Maximumprinzip: (Ungleichung (1.6.19) für Hilfsproblem (2.2.14»

~I + ßP ( 0.5 + ~s w 'S ) a'd positiv semidefinit in n,

(~l ist in (1.6.31), Korollar 1.6.2 definiert),

(2.2.26)
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kb
. ~ 0 (Def. siehe 1.6.11/12)nun

(ili) Bedingwtgen an die Nichtlinearität f(u):

f(O) ~ 0 und f(u) ~ 0 für u ~ 0

Bdlauptung: X(S) mit

J2 ( . P(w - w(x» )s:= s(w(x»:= j l-e mu.

(w(x) Lösung von (2.2.14) )

ist eine überfunktion in UR flir Problem (1.6.3') mit A. =1.1.

(2.2.27)

Beweis:
Der Beweis verläuft analog zum vorangehenden Satz. Die Funktion s(w) in der Beluuptung

(2.2.27) hat die Inverse

1 ( ßs2 )w(s) =Wmu. + ffln 1- -2- .

Wir berechnen aus (2.2.27) die Ableitungen S'W und s'ww und erhalten gemäss (L.8) das

folgende Gleichungssystem für die Ansatzfunktionen <p und '1':

(

2
ßs2

<p(s) \jI(s) = 1--2-)
, ßs ( ßs2 J<p(s)'I' (s) = - T 1 - -2- .

Eliminieren wir <p im obigen System, so erhalten wir einen Ausdruck flir die logarithnische

Ableitung von", der Form

ßs ( .'I" -- ß 2
(10'1')'=-= 2 - lnJl- s J.

'I' ßs2 2
1--

2

Als Lösungen des obigen Systems finden wir die Funktionen <p und 'I' der Voraussetzung (i).

Mit Proposition (2.2.1) und den Hilfsproblemen (2.2.25) und (2.2.14) ergibt sich eine ellip-
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tische Gled1ung fiir X(S) mit S =- s(w(x» der Form

(22.28)

Der erste Klammerausdruck auf der rechten Seile der obigen Gleichung ist gemäss

Voraussetzung (H) (Maximumprinzip, Korollar 1.6.2) nicht negaliv, Für den zweiten

Klammerausdruck deflnieren wir gemäss (2.2.11) die Hilfsfunktion y durch

Wieder mit Proposition (2.2.1) erhalten wir fUr k(s),

die Beziehungen:

kl(s) '" )'(5) X'(s) ~ f,x '

k(O).O.

Für die Lösung X(S> von (2.2.25) gilt (siehe Beweis SalZ 2. 2.2»: X'es) s; o. 0 ~ ss; so'

Daraus erhalten wir mit der Voraussetzung (iii) über die Nichtlinearitäl f das folgende Glei

chungssystem:

3x+~ X'I:+llf(X):s: 0

X .0

d.h. X = x{s(w(x»} ist eine überfunktion für (1.6.3') mit),. = J.L

o

Bemerkungen zu Satz 2.2.3:

1. Unterfunktionen

Es gehen die gleichen Bemerkungen wie in (1.) des vorangehenden Satzes 2.2.2 (X il!: 0

ist eine triviale Unterfunktion),
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d.h. X = x(s(w(x»} ist eine überfunktion fUr (1.6.3') mit),. = IJ-

o

Bemerkungen zu Satz 2.2.3:

1. Unterfunktionen

Es gehen die gleichen Bemerkungen wie in (1.) des vorangehenden Satzes 2.2.2 (X il!: 0

ist eine triviale Unterfunktion),
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2. Grenzfall ß = 0 und "Konsistenz"

Wir bilden an den entsprechenden Stellen in Satz 2.2.3 den Limes 13 -+ 0 und erhalten

folgenden Satt:

YonlUS5el%W\gen:

(i') X"+J.l.f(X) '" 0, osssso:=J2wmu.

X'(O) =X(s,) = 0, (fou, ProbIon (1.6.3'»

(ii') ~ posiliv semidcfmit in 0R (Def.von~lsiehe1.6.31)

k
b

. 2:0 (unveränderte Bedingung)
~

(iii') f(O) 2: 0 und f'{u) 2: 0 für u :a:: 0 (unverändene Bedingung)

Behauptung:

Sei X(S)eine Lösung von (2.2.25') mit Paraneter J.l.. DiI\I\ ist Xß) mit

S :: s(w(x» :: J2 ( wlfW. W(I», w(x) Lösung von (2.2.14)

eine Oberfunktion in 0R fUr (1.6.3') mit ). = J.l..

Analog zur Bemedcung 2. des vorangehenden Satzes bringt die Funktion

(2.2.25')

im AnsalZ (1.6.15) eine Verbesserung der im Satz konstruierten Überfunktion. Wir

werden anband numerischer Rechnungen in Kapitel 3 den Verbesserungseinfiuss von

g{w) diskutieren. Eine "bestmögliche" Wahl von pist durch die Definition

(siehe (1.6.35»

gegeben. Um die Frage der "Konsistenz" zu beantworten, betrachten wir ein Problem.

welches in einem Steifen n mit Breite 25 der euklidischen Ebene gegeben ist (setze in

(1.6.3') p =I, und ~ =0, k =t. 2.) In diesem Spezialfall gilt flir (2.2.14)

w =11
mu 2 (bzw. So"" 5) .
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Damit faJ.lt das eindimensionale Hilfsproblem (2.2.25) in der Voraussetzung (i) mit dem

Problem (1.6.3') zusammen. Die konstruierte überfunktion der Behauptung ist Lösung.

3. Obere Schranken rür wmax und ~_ll

Der Bemerkung 3. des vorangehenden Satzes entsprechend müssen wir uns mit oberen

Schranlcen für Wmax und ~max begnügen. Wirköonen im Hilfsproblan (2.2.25) obere Schranken ~

und ~ für W max und ~max einset2eD. W~ bestimmen sie über das Maximumprinzip ftir die P-Funk·

tion, die schon im Beweis des Satzes benützt wurde (siehe Beziehungen (1.6.49) bis

(1.6.52». Die konstruierte Funktion X = X (s(w(x»} in der Behauptung bleibt

überfunktion.

4. Transformation des Randwertproblems in der Voraussetzung (i):

Für numerische Berechnungen transformieren wir das eindimensionale Randwenproblem

(2.2.25) mittels

(2.2.29)

auf die Form

(2.2.251)

)(0) = X("o) = 0, '= ~, faus Problem (I.6.3').

Setzen wir in der Lösung X(t) die Rücktransformarion

ein, so erhalten wir eine Lösung ftir das Hilfsproblem (2.2.25).

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir ein allgemeines semilineares elliptisches

DirichJetproblem der Form (1.3.2') mit A= 1 (siehe Abschnitt 1.3). nR sei ein beschränktes

Gebiet des Riemannschen Raumes RN. Zu diesem Problem defInieren wir eine Klasse von

HiJfsproblemen der Art
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Xv+,kv'k+l+av = 0

v = 0

und eine P - Funktion der Form
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in~, mit ad:t. (siehe Probkm(2.2.HI) ff.)
(22.30)

"'fan,.

2 • 2
p::lv,,1 +2J(I+aY)dY= IV... I +2... +a...2 •

o
(22.31)

(6 ,,t und das Gebiet~ sind identisch mit den tntsprtdlenden Grössen im Ausgangsproblem

(1.3.2'),) Das Maximum der Lösung v(x) in~ bezeichnen wir mit vmu'

Satz 2.2.4 (Erweiterung der KonsnuJction von Ober- bzw. Unterfunktionen)

(i) Sd X(i) ,in, tm""8 d" folgeoo," ,indin<nsionalon Randw,nprobl,ms,

(22.32)
X'(O) = X(so> = 0, (raus Problem (1.3.2'»

(ü) Bedingungen ftir Maximumprinzip mit einen Ansatz (2.2.31) der P-Funktion:

FallsN> 1: _{rU + R.kI) positivsemidefinilin~

Falls N:: 2: Ho + Kc (.1- rk.l ~itiv semidefinit in !la

(R
kI =kontravarianter Riccitensor, KG= Gausssclle Krünunung von nR)

(ili) (u) :<!: 0 für u C!: 0

Behaupnmgen:

(i) Falls wir a< a so wählen, dass gilt: f,iX) - a C!: 0 für 0 S X S Xmu ' so ist XCI) miJ:
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s:= s(v(x»:: J2 (vrrw: - v(x)) + Cl (v;"" - v2(x»

eine überfunktion fLir das Ausgangsproblem (1.3.2') (mit A.:: 1).

(11.33)

(H) Falls wir (l< a so wählen, dass gilt: f,x(X) - (l:S; 0 für O:s; X s: Xmu• so ist XCI) mit

S := s(v(x», siehe Def. (2.2.33), eine Unterfunktion für (1.3 .2') mit A.:: I .

(iü) Falls in (1.3.2') r& = 0 und fUrdie Metrik ~= Öa: gewählt wird (euklidischer Fall), und

nein (Hyper-) Streifen mit Breite 2Ö ist, so ist X :: X(s(v(x»} eine Lösung.

Beweis:

Vorerst sei bemerkt, dass der Wunelausdruck in (2.2.33) für Cl< 11 wohldefiniert ist (Maximum

prinzip fLir die P-Funktion der Fonn (2.2.31». Wir benützen Lemma 1.4.3 und Proposition

2.2.1. Dazu bilden wir die Ableitungen s'v und S.n von (2.2.33) und setzen die inverse

Funktion von s(v) in diese Ableitungsfunktionen ein. Die Rechnung (hier weggelassen) ergibt

für die Ansatzfunktionen <pes) und V(s) des Systems (2.2.8) folgende Form (setze q(v) := 1 +

Clv):

2
ql(s) ljf{s).: (1 + Cl vmu ) - Cl $2

q>(5)'(5)': - Cl S .

Als Lösung erhalten wir die in Voraussetzung (i) definierten Funktionen

Mit Proposition (2.2.1) ergibt sich die elliptische Gleichung

(12.34)

für X = X{s(v(x.})}. Aus der Bedingung (ii) der Voraussetzung folgt, dass der erste KJammer

ausdruck auf der rechten Seite von (2.2.34) nicht negativ ist. Dies folgt aus dem Maximum

prinzip fUr die P-funktion (2.2.30, Mit Hilfe von Lemma 1.4.3 können wir folgende

elliptische Ungleichungen in nR flir P hinschreiben (setzte im Lemma g:= 1 und f:: 1 + ClV):
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t
_ LP,. (L'")
öP---2 :2: -2 r +R v'kv'l<!: 0

Iv,1

t' • I I'mitL :=O,5P' -2(1+(1'1)'1 - Vv rk ,

•- LP,. (" -" ")falIsN=l: 6.P---2::2 rr+~!> -r' v'kv,.:2:0
Iv,1

• .• • I I'mitL :::p -2(1+av-t'\o'm)v' - Vv ~.

Ueberdie Gleichung (1.5.13) erhalien wir mit Voraussetzung (ü) die Beziehung

2

~ :-2(~) (u"".] <0 ",fanR
MtI..emma 1.2.5 (Maximumprinzip) folgt P = Pm... in einem Punkt, wo IVv I = O. Somit gilt die

oben gemachte Aussage ftir den ersten Faktor auf der rechlen Seite von (2.2.34). Um das

Von.eichen des zweiten Klammerausdruckes verifizieren zu können, definieren wir eine

Hilfsfunktion

k(s) :::: s { (X) + X' q(s)s..,(S) } (setze in (2.2.11) )'(s)::: s).

Wieder mit Proposition 2.2.1 emalten wir.

ns) =s X'(s) {I,lX) - a } ,

'(0): O.

Für die Lösung X(S) des Hilfsprob1ems (2.2.32) der Voraussetzung (i) folgt mit der Bedingung (üi)

Falls wir im Hilfsproblem (2.2.32) Cl so wählen. dass f der Bedingung

genügt, so erfüllt X = XIs(v(x»J das System:

FalIsN2: I:
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- 89 -

AX+~X'k+f(X) ~ 0

X = 0

in 0.
"', -0..

(22.35)

Somit ist X eine Oberfunktion für (1.3.2') (mit A.=I). Analog argumentien man bei der

Behaupcung (ü) (Unterfunktion).

Unter den in Behauptung (iii) gemachten Voraussetzungen ist der erste Klammerausdruck auf

der rechten Seite in (2.2.34) identisch O. Das Hilfsproblem (2.2.32) fällt mit dem

Ausgangsproblem (1.3.2') zusammen.

o

Bemerkungen zu Satz 2.2.4

1. Transformation des Randwertproblems (2,2.32)

Falls a = 0 ist. so ist (2.2.30) ein 'Torsionsproblem", welches zum Ausgangsproblem

(1.3.2') definien wird. Das Randwenproblem (2.2.32) besitzt die Fonn:

X"(S)+ f(X) = O. OS,S'5.s0:=J2vrnu.

X'(O) = X(so) = 0 .

Dieser Spezialfall ist als Grenzfall von Satz 2.2.2 bzw. Satz 2.2.3 (siehe Bemerkung 2.)

diskutien worden.

Falls a '# 0 iSI, so müssen wir eine Falluncerscheidung machen:

Sei a > O. Setze s:= 1+a: v
rnv. sin(Ja'Ö).

Ja

Dann ist (2.2.32) äquivalent zu:

X(ß) + nX) = 0,

X(O) = X(ßo)= 0,
(2.2.32')
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Sei Cl < O. Setze

Dann ist (2.2.32) äquivalent zu:

X(6)+~X) = O. 0<6<60

X(o> = X(6~ = O.

mit 60,=-'"'itth[J I ,1).
JjOj (I-Ial'_)

(2.2.32")

2. Obere und untere Schranken für "mu

Das Hilfsproblem (2.2.32) in Voraussetzung (i) enthäh den Parameter "mu' der im

allgemeinen nicht explizit bekannt ist Der Zusammenhang vmu :: V mu.(a) kann in einem

Bifwk.ationsdiagramm dargestellt werden. Die Behauprung (i) gilt immer noch, falls wir

für vllIU eine obere Schranke 0einsetzen. Domi. wird der Endpunkt so'

nach oben abgeschätzt (setze das Ungleichheitszeichen "Cl:" in der 2. Gleichung yon

(2.2.35». Eine (implizite) obere Schranke. welche konsistent ist mit der Konstruktion der

überfunktion in Behauptung (i), findet man als Lösung der Ungleichung

(2.2.36)

(siehe (1.6.38». Falls Cl< 0 ist, so ergibt die Berechnung des obigen Integrals die

Beziehung

(2.2.36')

Wllbcuichncn die obere Schranke von "mu mit 0, v.oelche wir als Läiung der obigen GkrlIung,
erhaltcn. d.h. wir setzen in (2.2.36') das Gleichheits:zeich:n. ~ := 20 + Cl ~ ist die entsprechende

obere Schranke fUr Vnw. (Defmition von VroD. siehe beim Problem (2.2.32». Als Lösung
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ergibl: sich die Formel

2::.1-laIQ: 2Q
2

,

1 +Q

. (.[iQi \)
nutQ::e . (2.2.37)

Mit der obigm Schranke i läsm sich eine obere Schranke ~ für den lrnegrabonsmdpunkt "0 im

Problem (2.2.32") angeben. Wir erhalten

LI. ('I-Q")v---""ohJi«i 2Q'

Die obere Schranke fUr vmu.lautet

Bilden wir in obiger Beziehung (2.2.39) den Limes a /' 0 -, so erhalten wir

(2.2.38)

(2.2.39)

.;o. 2 . (2.2.40)

Dies ergibt die bekannle obere Schranke fLir ein ''Torsionsproblem'' (setze in (2.2.30)

Cl := 0, siehe 18]). Ueber die Beziehung

erhalten wir aus (2.2.37) die entsprechende obere Schranke fUr Vmu.'

[ )'~=_I I-d:
lai I+Q2 .

Die Berechnung einer oberen Schranke fUr Vmu. im Fall Cl > 0 erfolgt analog.

(2.2.41)

Im Teil (ii) der Behauptung sind untere Schranken fti:r vmu einzusetzen. Wir geben hier

nur eine untere Schranke für vmu an, falls im Problem (2.2.30) Cl:= 0 und rl' := 0

geselZl ist Den Laplace-Bellrami Operator ersetzen wir durch den gewöhnlichen Laplace

operator. Wir erhalten diese Schranke, indem wir die Ungleichung (Maximumprinzip)
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ergib!: sich die Fonnel

2::.1-laIQ: 2Q
2

,
1 + Q

(2.2.37)

Mit der obigm Schranke 2. läsm sich eine obere Schranke ~ für den lrnegrabonsendpunkt '60 im
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'_ 1 . ('I-Q")ß- =""oh 2Q .
-j I Cll
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1._1_ (I-Q) .

jal J+Q2
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auf den Rand da spezialisieren.

Wir integrieren obige Ungleichung entlang 00, und verwenden die erste Gremsche

Identität. Daraus folgt eine untere Schranke filr vmu. der Form

2

'('O'Jvll'U ~ 2' lanl . (12.42)

In I ist das (eukliclische) Aächenmass des Gebietes 0 und Ian I ist das Ungenmass des

Randes on.
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2.3 Einige Anwendungen und Folgerungen

2.3.1 Untere Schranken für den kritischen Werl )." der inhomogenen

Gelfand-G1eichung

Wir wollen die Resullate des letzten Abschnittes auf das Problem

Au + bk(x)u,t + Ap(X) e~ = 0 in nc E
N

u=O aufdCl
(2.3.1)

anwenden, mit

a) p>O inOJOn

~ "" 0 k = I, .... N (Inhomogene Probleme ohne konvektiven Tenn tt'u.t ).

od"

b) P = 1/0. 0>0 in !l\..;dQ

ti "" 0.";0 (Probleme mit einem selbstadjungienen Differentialausdruck (a(x)u.t),Io;'

Für tt' = O. P = 1 wird die Differentialgleichung auch etwa Gelfand-Gleichung genannt. Die

obige Problemklasse gibt Anlass zur EinfUhrung einer konformen Metrik gemäss dem

Vorgehen in Abschnitt 1.6.1. Aus der Literatur ist bekannt. dass flir den obigen Problemtyp

ein kritischer Wert )." existiert. welcher die Eigenschaften (i) bis (iii) besitzt, die zu Beginn

von Abschnitt 2.2 fonnuliert wwden (siehe auch [131. [17] und [181. wobei in diesen zitierten

Arbeiten nur homogene Probleme betrachtet werden). Die oben erwähnte Eigenschaft (i) lässt

sich ftir das Problem (2.3.1) noch etwas ergänzen:

(i') Folls N. 1,2 ist, so oxisti""o fW' 0 d d' ge"," zwei (positive) Lös"ogeo.

Falls N = 3, 4•... , 9 und n eine (Hyper-) Kugel ist. dann existien sogar ein Wen )._, so

dass unendlich viele (positive) Lösungen existieren (siehe Grafik I).

Wir werden im 3. Kapitel dieser Arbeit einige Bifurkationsdiagramme 11 u 11 _ "" Fkt().) ftir ein

(Hyper- )Kugelgebiet berechnen. Im Hinblick auf die in den Anwendungen wichtige Stabili

tätsfrage ist es klar, dass wir eine Lösung der obigen ProblemlcJasse immer als stationäre

Lösung eines zugehörigen parabolischen Problems betrachten (siehe Definition 2.1.6 und die

zitienen Sätze 2.1.7 und 2.1.8).
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U'I '" li u + bk(x)u'k+ Ap(x) eU n n x (O,n

U '" ° aurdOx(O,n (23.1)

U(x,O) '" Uo(x) (geeignet gewählte Anfangsbedingungen)

Die Gelfand-Gleichung komml z.B. in der Itchnischen Chemie und weiteren Gebielen der

Naturwi.ssenschaflcn vor (siehe auch [6]). Sie ist auch in der Differentialgeometrie von

Bedeutung (siehe [3]). In [2] und [12] und den angefdhnen Referenzen fmdel man obige

Gleichung vom Standpunkt der Ingenieurchcmie erlll.uten. In [19) werden mathematische

Fragen erörtert, welche durch Probleme der Art von (2.3.1) gestellt sind. Man SlöSSI auf die

Gelfand-Gleichung, indem man LB. thermische Sclbstenuündungsprozcsse eines chemisch

aktiven Gemisches von Gasen betrachte!. Dieser Prozess wird mit einem semilinearen

parabolischen Rcaktions-Diffusionssystern für die Konzentration C = C(x,O und Temperatur T

'" T(x,1) beschrieben. Das Gleichungssyslem lautei (siehe [19]):

;Z '" k liT + q fer,C) in n x (O,T)

~ • D oe - Eler,Cl in n x (O,T) .

Als Randbedingungen wird

(2.3.2)

T '" To aJf an (konstante Tempcrarur auf dem Rand),

~ '" 0 lllf an (Rand undurchlässig)

gesetzt und die Anfangsbcdingungen T. und C. werden geeignel gewählt. Die Parameter

bedeuten folgendes:

k: Temperaturleitfähigkeit

D: Diffusionskocffizient

t: Geschwindigkeitskonstante (JeT Reaktion

q: Konstante der WlI.rme

Es sind im Prinzip zwei Prozessablll.ufe möglich. Entweder ist nichl genügend Zeit da, um die

Hitze, die von der Reaktion erzeugt wird, abzuflihren. Dieser ersle Prozess fUhrt zu einer

Ihermischen Selbstentzündung (z.B. wenn das Reaktionsgebiel zu gross isl). Im andem Fall

stelli sich rasch ein stabiles Gleichgewicht ein, zwischen der Wärmeproduktion, erzeugt durch

den chemischen Prozess, und der WänncabfUhrung. Die folgende Frage gehl zurück auf Ja.

B. Zel'dovic und D. A. Frank-Kamenetskü (1947/48):
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Unter welchen Bedingungen (Grösse des Reak.tionsgebiclcs. Anfangsbedingungen) stellt sich

ein Gleichgewicht ein? Dieses chemische Gleichgewicht kann durch eine stationäre Lösung

eines parabolischen semilinearen Systems beschrieben werden. Ein approximatives Modell f1ir

den zweiten Prozess fmden wir dadurch, dass wir eine Lösung G-ter Ordnung Ca von

o in n
Oa>filO

in die Temperaturgleichung des Systems (2.3.2) einselUn. Co ist konstant, d.h. wir vernach

lässigen den Konzentationsteil, welcher durch die Verbrennung weg gehL Somit erhalien wir

aus dem System (2.3.2) nur noch ein Anfangswertprobl.em der Form

in n x (O,T)
(2.3.3)

mit Anfangsbedingung T(x,O):: T.(x).

Die Grundgesetze der chemischen Kinetik und weitere BetraehtWlgen legen die Nichtlineariläl

fcr,c;> fest. Dies führt uns auf die (zeitabhängige) Gelfand-Gleichung

nO
(2.3.4)

T = Ta auf an,

mit Anfangsbedingung T(x,O) = T.(x). Für den Eigenwenparameler ist).:= R2q€lk zu setzen.

R iSI eine charakteristische Länge flir das Reaktionsgebiel, z.G. der Radius der grössten

einbeschriebenen Kugel von Q. Das Problem (2.3.4) ist also nur ein approximatives Modell

für die Temperalurfunktion T : T(x,I). Im Hinblick auf die Frage von Zel'dovic und

Frank-Kamenetslcii inleressien uns flir Problem (2.3.4) folgendes:

Man gebe eine gute unIere Schranke I!" flir den kritischen Wert Ä" an, flir welche eine kritische

stationäre Lösung r" existien (Grenze, wo "Explosion" einuill). Dazu konstruiere man eine

"gute" überfunktion X, so dass die Lösung des zugehörigen parabolischen Problems (2.3.4)

mil den Anfangsbedingungen

T(x,O) =< T.(x) =< X(x) in n

gegen eine stabile Gleichgewichtslösung konvergien.
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Wir behandeln ZUCßt den homogenen und ebenen Fall N '" 2 und nehmen die zeirunabhängige

Gelfand.Qleichung zum Ausgangspunkt (setze in (2.3.4) T:= u).

(2.35)
u = 0 auf an

Um mit entsprechenden Fonneln in [24J (siehe don Abschnin 4) vergleichen zu können

betnlChlen wir zu (2.3.5) ein Hilfsproblem (Torsionsproblem) der Fonn

ßw+2 '" 0

w = 0

mO

... 00.

(0 "" 2.3.5)
(2.3.6)

Wir wollen flir das obige Torsionsproblem nicht ein Maximumprinzip Hit eine P-Funktion der

Fonn (1.6.14/15) definieren, sondern direkt von der Ungleichung

,
IVw I s: s2(w):= Cl (wllIIJl- w(x»

ausgehen (Beweis siehe (24)). Dabei wurde gesetzt:

(2.3.7)

Wo :=min{w),- .
(k. = KrümmlUlg der Randkun'c an),

(A =Anzahl der mtischen Punkte, wo Vw = 0 ist).

Wo ist bei nicht konvexen Gebieten im allgemeinen nicht explizit bekannt und~ können wir

nur flir wenige Spezialfälle explizit angeben. Filr praktische Zwecke benötigen wir eine untere

Schranke fllr~. In [24] wurde eine uniere Schranke der Fonn

k .
M. ~.....!!!!!!..

II1n ~
(2.3.8)

angegeben. km" und kmu; sind die minimalen und maximalen Werte der Krümmung k der

Randkurve on Es gilt Gleichheit in (2.3.8), falls n ein Streifen oder ein Kreisgebiet ist. Wir
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setzen die untere Schranke (2.3.8) in die entsprechende obige Fonnel fLir a ein und erhallen

die Ungleichung

,
IVwl S s2(w):=a(wllW.-w),

mil a:= 2 [ 1+J1- 3"min ]. falls n konvex ist.
2~wrnu

(1.3.9)

Korollar 2.3.1 (untere Schranken für ).. der homogenen Gelfand-Gleichung (2.3.5), N=2)

Voraussetzung:

WIr defInieren ein eindimensiooales Randwertproblem der Fonn

<p(l)('ß)X'j"+ ",.ex:
•

(23.10)
X'(O) = XC',) = 0,

.-.
mit 'P(S);= s· und rp(S) ;= ~ ~s) (Definition von a siehe (2.3.9».

Behauptung;

Sei X· die kritische Lösung zum kritischen Wen j.l.. des obigen Problems (2.3.10). Dann isl X·(s)

roh

s:=s(w(x»=Ja(wnw. w(x»

eine überfunktion fUr die Gelfand-Gleichung (2.3.5) mil A.::j.l. •. Es gilt insbesondere

ulT\&1. ;= mßX u(x) S X,:.,,~

"nd

(23.11)

(23.12)

(23.13)

Gleichheit in (2.3.12/13) gih. falls nein Sueifen (a = 4) oder ein Kreisgebiet (a = 2) ist
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Beweis:

Mit der Definition (2.3.11) fUr s(w) hat das System (2.2.8) Hit die Ansatzfunktionen <p und '"

die Fonn (setu: q(w) := 2 !)

, ,
q(s) 'V(s) :: (s s•• ) :: ~

q(5)0/'(S)= s2s,__ 2S..... "'~( 4;8).

Eliminieren wir q> im obigen System, so erhalten wir eine Differentialgleichung fl.ir die

logarithmische Ableitung von "'.

Als Lösungen ergeben sich die Ansatzfunkrionen <p und IV des Hilfsproblems (2.3.10). Wir

erhalten mit Proposition (2.2.1) eine elliptiche Gleichung fUr X = X (s(w(x» I der Fonn

(23.14)

Mit der Ungleichung (2.3.9) folgt, dass der erste Faktor auf der rechten Seilt von (2.3.14)

nicht negativ ist. Für die Bestimmung des Vorzeichens des zweiten Klarnmerausdrockes auf

der rechten Seite von (2.3.14) definieren wir k(s) dun::h

mit -r(s):= $4/1 (Formel (2.2.10) mit q(y) := 2 und s2(y) = a (wmu. - y) ).

und erhalten die Beziehungen (siehe (2.2.12»

k'Cs) : )(.) X'(s) ~ e"
kCO) : O.

Die Lösung X von (2.3.10) ist eine gerade Funktion. Somit gilt (Maximumprinzip)

d.h. wir erhalten fUr X", X{s(w(x»} das System
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nicht negativ ist. Für die Bestimmung des Vorzeichens des zweiten Klarnmerausdrockes auf

der rechten Seite von (2.3.14) definieren wir k(s) dun::h

mit "y'(s):= $4/1 (Formel (2.2.10) mit q(y) := 2 und s2(y) = a (wmu. - y) ).

und erhalten die Beziehungen (siehe (2.2.12»

k'Cs) : )(.) X'(s) ~,x

kCO) = O.

Die Lösung X von (2.3.10) ist eine gerade Funktion. Somit gilt (Maximumprinzip)

d.h. wir erhalten fUr X", X{s(w(x))} das System
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~X + J.1 eX S 0 in n
x=o auf on.

Falls X eine Lösung von (2.3.10) mit Panuneterwen J.1 ist, so ist X(S), S definien in (2.3.11), eine

Oberfunktion ftir das Ausgangsproblem (2.3.5) mit Ä. =J.1. Insbesondere gilt diese Aussage

auch für die kritische Lösung X· = X· (s(w(x») zum Parameterwert Il· von (2.3.10). Somit

gelten die Ungleichungen (2.3.12) und (2.3.13). Es tritt in zwei Fällen Gleichheit ein. Falls

das Gebiet n ein Streifen mit Breite 2a ist, so gilt flir das Torsionsproblem (2.3.6)

2
wmax=S, a=4 (Mmin = 0) .

Falls n ein Kreis mit Radius R ist, so gilt für (2.3.6)

wer) = t (R2
- ~ ) , a=2

2
(M

min
=R ) .

In beiden Fällen ist das Hilfsproblem (2.3.10) identisch mit dem Ausgangsproblem.

o

Bemerkungen zu Korollar 2.3.1

I. Korollar 2.3.1 ist eine Erweiterung des erwähnten Resultats aus [24] auf eine Klasse von

nichtlinearen Problemen, deren Nichtlinearität die Bedingung (H) (siehe Abschnitt 2.2)

erfüllt. Um eine Erweiterung auf die eingangs dieses Abschnittes formulierte Problem

klasse (2.3.1) mit den Inhomogenitäten p(x) (bzw. l/a(x) für den selbstadjungienen Fall)

zu erhalten, müsste man zuerst eine Erweiterung der Ungleichung (2.3.9) beweisen.

Unter gewissen Voraussetzungen dürfte die Erweiterung vermutlich folgende Form

besitzen:

2
IVw I ~ a (WmaJl - w(x» ,

iC . ]I - rmn , falls iC ~ 0 ist. (Koovexilätsbedingung).
2 -3

ICm.xwmax
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~X + ).1 eX ~ 0 in Q

X=O aufoQ.

Falls X eine Lösung von (2.3.10) mit ~terwen).1 ist, so ist X(s), S definien in (2.3.11), eine

Oberfunktion ftir das Ausgangsproblem (2.3.5) mit A. =).1. Insbesondere gilt diese Aussage

auch für die kritische Lösung X· =X·{s(w(x») zum Parameterwert Il· von (2.3.10). Somit

gelten die Ungleichungen (2.3.12) und (2.3.13). Es tritt in zwei Fällen Gleichheit ein. Falls

das Gebiet Q ein Streifen mit Breite 2ö ist, so gilt ftir das Torsionsproblem (2.3.6)

2
wllIall=S, a=4 (Mmin = 0) .

Falls Q ein Kreis mit Radius R ist, so gilt für (2.3.6)

wer) = t (R
2

- -? ) , R2

wmax = T' a=2
2

(M
min

= R ) .

In beiden Fällen ist das Hilfsproblem (2.3.10) identisch mit dem Ausgangsproblem.

o

Bemerkungen zu Korollar 2.3.1

1. Korollar 2.3.1 ist eine Erweiterung des erwähnten Resultats aus [24] auf eine Klasse von

nichLlinearen Problemen, deren NichLlinearität die Bedingung (H) (siehe Abschnitt 2.2)

erfüllt. Um eine Erweiterung auf die eingangs dieses Abschnittes fonnulierte Problem

klasse (2.3.1) mit den Inhomogenitäten p(x) (bzw. l/cr(x) für den selbsLadjungierten Fall)

zu erhalten, müsste man zuerst eine Erweiterung der Ungleichung (2.3.9) beweisen.

Unter gewissen Voraussetzungen dürfte die Erweiterung vennutlich folgende Fonn

besitzen:

2
IVw I ::;; a (wrnax - w(x» •

iC . ]I - lIDn , falls iC ~ 0 ist. (Koovexilätsbedingung).
2 -3

ICmaxwmu
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2 2
I2w. l\lw I : ",) IVw I rU< den selbstadj. F"

_ H+~In'/p
C= -"'J=-

fP
bzw. iC:'" J(j ( H + ~ In 10 ) für den seIbsUKlj. Fall.

2. Die kritische Lösung XO zum Parameterwen jJ.0 des eindimensionalen Hilfsproblems

(2.3.10) lässt sich durch einen (impliziten) geschlossenen Ausdruck von transzendenten

Funktionen angeben (siehe [l4J und (231). Wir werden jedoch im Numerikteil dieser

Arbeit jJ.. mit einem Newtonverfahren berechnen.

Wir betrachten als nächstes die Gelfand-Gleichung (2.3.1) Fall a). N > I mit der

Inhomogenität p(x) > 0 in nvan und ~ '" 0, k '" I, ... ,N und fassen die Ergebnisse im

folgenden Korollar 2.3.2 zusammen.

Korollar 2.3_2 (Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mit p > 0 und blr. '" 0, N > 1 )

Voraussetzungen:

(i) Definition des eindimensionalen Randwertproblems (siehe Bemerkung 4 von Satz 2.2.2)

Sei x-'('6) die kritische lösung zum kritischen Wen jJ.0 des Randwertproblems

ij>(Ö) ( ijo;ö) X)' + ~ ,x = 0,

X(O) = X(~) = 0,
(23.15)

Die Parameter.a und i sind wie folgt :zu definieren:

Falls n ein (Hyper-) Streifen mit Breite~ ist, so wählen wir rur aund i

Olbc:i ist zu setzen:

- 100-

2 2
12w. l\lw I = ",) IVw I CU< den selbstadj. F"

_ H+~In'/p
.,=-~

fP
bzw. iC:: J(j ( H + ~ In 10 ) für den seIbsla1j. Fall.

2. Die kritische Lösung XO zum Parameterwen jJ.0 des eindimensionalen Hilfsproblems

(2.3.10) lässt sich durch einen (impliziten) geschlossenen Ausdruck von transzendenten

Funktionen angeben (siehe [l4J und (231). Wir werden jedoch im Numerikteil dieser

Arbeit jJ.. mit einem Newtonverfahren berechnen.

Wir betrachten als nächstes die Gelfand-Gleichung (2.3.1) Fall a). N > I mit der

Inhomogenität p(x) > 0 in nvan und tf: : 0, k : I, ... ,N und fassen die Ergebnisse im

folgenden Korollar 2.3.2 zusammen.

Korollar 2.3_2 (Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mit p > 0 und bk : 0, N> 1 )

Voraussetzungen:

(i) Definition des eindimensionalen Randwertproblems (siehe Bemerkung 4 von Satz 2.2.2)

Sei x-'(t) die kritische lösung zum kritischen Wert jJ.0 des Randwertproblems

ij>(Ö) ( ij>(Ö) X )' + ~ ,x = 0,

X(O) = X(~) = 0,
(23.15)

Die Parameter.a und i sind wie folgt zu definieren:

Falls n ein (Hyper-) Streifen mit Breite U ist, so wählen wir für,3 und ll:
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_I := 0 uM
,fj

,
lb J/P(y) dy,

o

andernfalls setze man (siehe Beziehungen (1.6.42) bis (1.6.46»

,,[j (2)'Ö:=yacsin 2--, '
1+2

wobei 2 Lösung ist von

Aus den folgenden Hilfsgrössen

(2.3.16)

(2.3.17)

,
1~_4__'_

. - 2 '
I(min 1+2:

(ii) Voraussetzungen ftir Maximumprinzip (siehe Bemerkung 5c von Korollar 1.6.1):

positiv semidefinil in n

(Konvexitätsbedingung an den Rand an).

Behauptungen:

(i) Es existien eine asymplotisch stabile Lösung u(x) der inhomogenen Gelfand-Gleichung

(2.3.1) Fall a) mit

O<u(x)SX·(O)=:X~ in n

(ü) "' <),'(0)
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_I := 0 uM
,fj

,
ß'= I/p(r) dr,

a

andemfalls selZe man (siehe Beziehungen (1.6.42) bis (1.6.46»

,,[j (2)'Ö:= T acsin 2--, '
1+2

wobei 2 Lösung ist von

_ .H+* 1n1P
I(min := ~cr IP

Aus den folgenden Hilfsgrössen

(23.16)

(23.17)

,
1~_4__'_

. - 2 '
I(min 1 +2:

win! a:= ~ + ~ defin~n.

(ü) Voraussetzungen fUr Maximumprinzip (siehe Bemerkung 5c von Korollar 1.6.1):

positiv semidefinil in n

(Konvexitätsbedingung an den Rand an).

Behauptungen:

(i) Es existien eine asymplotisch stabile Lösung u(x) der inhomogenen Gelfand-Gleichung

(2.3.1) Fall a) mit

o< u(x) S X· (0) =: X;"'" in n

(ü) "' <,'(Q)
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(ili) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit, falls Cl ein (Hyper-) Streifen mit Breite 28

ist und im Problem (2.3.1) Fall a) p;::; 1 gesetzt wird.

Beweis:
Eine überfunktion konstruieren wir gemäss Satz 2.2.2 (setze dort als Nichtlinearität f(X)::e").

X li 0 ist eine (triviale) Unterfunktion. Die Exislenz einer Lösung u(x) folgt aus Satz 2. 1.4 und

die asymptotische Stabilität aus Satz 2.1.7. Um einen Vergleich mit der Arbeit [24J anstellen

zu können, beachte man, dass hier das Hilfsproblem der Fonn (2.2.H1) wie folgt gewählt

wUd,

6w+~W,t+2::: 0

w ::: 0

(Metrik: gik :::: p(x) 8it )

.. _;, _Aw N-2(1nr.)
U.w-g-w'ik- -p-+-p- ",P 'kW'k

Somit sind die Formeln (1.6.40) bis (1.6.46) zur Bestimmung der oberen Schranken ~ und ~ so

wie Hilfsproblem (2.2.15) und Definition (2.2.18) fUt s(w(x)) an den entsprechenden Stellen

mit einem Faktor 2 zu korrigieren. Die Definition von

ist notWendig, damit die in Satt 2.2.2 konstruiene Oberfunlaion X::: X(S) mit S ::: s(w(x)) (siehe

(2.2.18» in Cl defmiert ist. (s(w) muss in (0, Wmu,) invertierbar sein.) Diese Schwierigkeit hat

man beim folgenden Kcrollar fUr den Spezialfalall N ::: 2 nicht.

o

Bemerkung zu Korollar 2.3.2

Für die selbstadjungierte Fonn der Gelfand·Gleichung (2.3.1) Fall b) sind die Voraus

setzungen des Korollars an den entsprechenden Stellen zu ändern.

(i') Folgende Grössen sind zu ändern:
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(ili) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit. falls nein (Hyper-) Streifen mit Breite 28

ist und im Problem (2.3.1) Fall a) p;::; 1 gesetzt wird.

Beweis:
Eine überfunktion konstruieren wir gemäss Satz 22.2 (setze dort als Nichtlinearität f(X)::e").

X li 0 ist eine (triviale) Unterfunktion. Die Exislenz einer Lösung u(x) folgt aus Satz 2. 1.4 und

die asymptotische Stabilität aus Satz 2.1.7. Um einen Vergleich mit der Arbeit [24J anstellen

zu können. beachte man, dass hier das Hilfsproblem der Fonn (2.2.H1) wie folgt gewählt

wUd,

6w+~w.t+2 = 0

w = 0

(Metrik: gik := p(x) 8it )

" ;, AwN.2(1n"')..... w=g-w·it = -p-+-p- ",p 'tW't

Somit sind die Formeln (1.6.40) bis (1.6.46) zur Bestimmung der oberen Schranken ~ und ~ so

wie Hilfsproblem (2.2.15) und Definition (2.2.18) fUr s(w(x)) an den entsprechenden Stellen

mit einem Faktor 2 zu korrigieren. Die Definition von

ist notWendig, damit die in Salz 2.2.2 konstruierte OberfunIa:ion X = X(S) mit S := s(w(x)) (siehe

(2.2.18» in n defmiert ist. (s(w) muss in (0, wmu) invertierbar sein.) Diese Schwierigkeit hat

man beim folgenden Kcrollar fUr den Spezialfalall N = 2 nicht.

o

Bemerkung zu Korollar 2.3.2

Für die selbstadjungierte Fonn der Gelfand·Gleichung (2.3.1) Fall b) sind die Voraus

setzungen des Korollars an den entsprechenden Stellen zu ändern.

(i') Folgende Grössen sind zu ändern:
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,
-3 :'"JJ~x) dx, falls n ein (Hyper-) Streifen mit BrcilC 2ö ist.

o

R•.~(~J_ld<)'l P Jo«)

(2.3.16')

(23.17')

(ii') Die Voraussetzungen fUT das Maximumprinzip lauten (siehe Bemerkung 5 Korollar

1.6.1 ):

M Id ", __4_
N N+2

( 0""')
(J 'kl

(N+2)/4
o

+,1,a ö
kJ

20

'iCmin ?: 0 .

positiv semidefinil in n.

Für den Spezialfall N'" 2 gilt zu5ärzlich das nächsle Korollar 2.3.3.

Korollar 2.3.3 (Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mit p > 0

und ~ '" O,k",I,2; N '" 2)

Voraussetzungen:

(i) Definition des eindimensionalen Randwenproblems (siehe Bemerkung 4 von Satz 2.2.3)

Sei X·('ß) die kritische Lösung zum kritischen Wen IJ." des Randwenproblems:

X(O) = xdl) = 0, =..<L
dß

(23,18)

Die Pararnerer %und esind wie folgt zu definieren;

Falls n ein (Hyper-) Streifen mir BrcilC 2ö isr, so wählen wir für 3 und ~:
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,
-3 :==JJ~x) dx, falls n ein (Hyper-) Streifen mit Brc:ilC 2ö ist.

o

(2.3.16')

(23.17')

(ii') Die Voraussetzungen fUT das Maximumprinzip lauten (siehe Bemerkung 5 Korollar

1.6.1 ):

M Id == __4_
N N+2

( 0""')
(J 'kl

(N+2)/4
o

+ 6.0 ö'iJ
20

'imin?: 0 .

positiv semidefinil in n.

Für den Spezialfall N = 2 gilt zu5älwch das nächsle Korollar 2.3.3.

Korollar 2.3.3 (Inhomogene Gelfand-Gleichung (2.3.1) mit p > 0

und ~ == O. k==I,2; N == 2)

Voraussetzungen:

(i) Definition des eindimensionalen Randwenproblems (siehe Bemerkung 4 von Satz 2.2.3)

Sei X·('ß) die kritische Lösung zum kritischen Wen IJ." des Randwenproblems:

(23,18)

X(O) = xdl) = 0,

Die Pararnerer %und ßsind wie folg! zu definieren;

Falls n ein (Hyper-) Streifen mh Brc:ilC 2ö isl, so wählen wir für 3 und ~:
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andernfalls setze man (siehe UnteT3.bschnitt 1.6.2, Beziehung (1.6.49) bis (1.6.52»:

wobei 2

Lösung der goniometrischen Gleichung

(geodärische Krümmung).

R, ist in (2.3.t?) dcfinien.

(6) Vornus"'tzuugeu rili" Mwmumpriurip (siehe Bemerlmug 4c ,ou KoroU", 1.6.2),

"ln(lP) <0 inn,

(mverändenc Bedingung gegenüber Korollar 2.3.2).

Behauprungen: (identisch mit Korollar 2.3.2)

(i) Es ellistien eine (positive) asymplorisch stabile Lösung u(x) der inhomogenen Gelfand

Gleichung (2.3.1) Fall a) mit

O<u(x)SX·{O)::x~ in n

(ili) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit, falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 25

ist und im Problem (2.3.1 Fall a) p = I gesetzl wird.

Beweis:

Der Beweis verläuft ähnlich wie in Korollar 2.3.2. Wir benützen Satz 2.2.3 fUf die

Konstruktion einer Überfunktion und Korollar 1.6.2 flir das Maximumprinzip. X == 0 ist eine
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andernfalls setze man (siehe UnteT3.bschnin 1.6.2. Beziehung (1.6.49) bis (1.6.52»:

ß:= _1_ arcsin (2),

Je
Lösung der goniometrischen Gleichung

wobei 2

R, ist in (2.3.t?) dcfinien.

(geodärische Krümmung).

(ü) Yornus"'tzu"ge" rü< Mwmumpri"rip (siehe Bemerl<u"g 4c '0" KoroU", 1.6.2),

&ln(lP) <0 inn.

(mverändenc Bedingung gegenüber KoroUar 2.3.2).

Behauprungen: (identisch mit Korollar 2.3.2)

(i) Es ellistien eine (positive) asymplorisch stabile Lösung u(x) der inhomogenen Gelfand

Gleichung (2.3.1) Fall a) mit

O<u(x)SX·{O)::x~ in n

(ili) In den obigen Ungleichungen gilt Gleichheit. falls Q ein (Hyper-) Streifen mit Breite 25

ist und im Problem (2.3.1 Fall a) p = I gesetzl wird.

Beweis:

Der Beweis verläuft ähnlich wie in Korollar 2.3.2. Wir benützen Satz 2.2.3 fUf die

Konstruktion einer Überfunktion und Korollar 1.6.2 flir das Maximumprinzip. X == 0 ist eine
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(triviale) Unterfunktion. Gemäss Satz 2.1.4 existiert eine Lösung, welche nach Satz 2.1.7

asymptotisch stabil ist.

o

Bemerkungen zu Korollar 2.3.3

Analog zur Bemerkung des vorangehenden Korollars lässl sich das obige Resultat auch auf

eine selbstadjungierte Fonn der Gelfand-Gleichung ((2.3.1) Fall b) übertragen. In Voraus

setzung (i') sind die Parameter über die GeomeDie von Cl zu ersetzen durch:

'm;" ""J'O'<" <,= Ja ( k+ a':,lnJO )

"=~fi(~l~m )
Die VorausselZung (ii) rur das Maximumprinzip ist gemäss Bemerkung 4 b zu Korollar 1.6.2

wie folgt zu ersetzen:

(ii') positiv semidefinit in Cl,

w(x) ist die Lösung des folgenden Hilfsproblems (siehe Beweis Korollar 2.3.2), welches

wir bezüglich dem Riemannschen Raum mil der konfonnen Meaik

&
g . ,k

ik .::: a(x)

darstellen:

&w+ckw.k +2:::0 in~

w=o ...raa..

mil l1 w::: a.1w und f::: a'k (Spczialfall N ::: 2).
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(triviale) Unterfunktion. Gemäss Satz 2.1.4 existiert eine Lösung, welche nach Satz 2.1.7

asymptotisch stabil ist.

o

Bemerkungen zu Korollar 2.3.3

Analog zur Bemerkung des vorangehenden Korollars lässl sich das obige Resultat auch auf

eine selbstadjungierte Form der Gelfand-Gleichung ((2.3.1) Fall b) übertragen. In Voraus

setzung (i') sind die Parameter über die GeomeDie von Cl zu ersetzen durch:

iCo;" ""J'.rk,. k,= Ja [ k+ ln InJO )

"=~fi(~l~m )
Die VorausselZung (ii) rur das Maximumprinzip ist gemäss Bemerkung 4 b zu Korollar 1.6.2

wie folgt zu ersetzen:

(ii') positiv semidefinit in Cl,

w(x) ist die Lösung des folgenden Hilfsproblems (siehe Beweis Korollar 2.3.2), welches

wir bezüglich dem Riemannschen Raum mil der konfonnen Meaik

&
g . .k

ik .::: a(x)

darstellen:

6w+~W'k+2:::0 in~

w=o ...ran..

mil l1 w::: a.1w und f::: 0".1'. (SpczialfalI N ::: 2).
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2.3.2 Untere Schranken für den "Dead·Core" Wert <po der inhomogenen

Reaktionsgleichung p-ter Ordnung

Wir betrachten in einem beschrlnkten Gebiet 0 des euklidischen Raumes EN, N = I, 2, 3,

4, ... die folgende stationäre Gleichung einer Reaktion p-ter Ordnung:

t "6u+b (x)u').-Q) p(x)u = 0

u = I

in Oc~

ouf an.
(23.19)

mit (siehe Problem (2.3.1»

a) p >0 in OIJi)O

tYt = 0 k = 1, ...• N (Inhomogene Probleme ohne konvektiven Term tfu,Ir.)'

""" b) P = 1/0. 0> 0 in OIJi)O

~ = o•.Jo (Probleme mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck (o(x)u'Ir.)'Ir.)'

Die obigen Dirichlerprobleme beschreiben einen isolhermen Diffusions-Reaktionsvorgang

einer chemischen Substanz (Realctant), welcher sich im chemischen Gleichgewicht befindet

u(x) iSI ein Mass flir die Konzentration in O. Man stelle sich vor, das Gebiet n enthalte einen

Katalysator, welcher eine irreversible chemische Reaktion eines Reaktanten ermöglicht. Der

Katalysator iSI ein 510ff, der in der stöchiomeaischen Gleichung der Reaktion (und somit auch

in der obigen Gleichung (2.3.19» nicht enthalten ist. Die Dirichletrandbed.ingung: u = I auf

an bedeutet, dass das Reaktionsgebiet n im "Bad" eines Reaktanten mit konstanter Kon

zentration liegt. Der Reaktanl kann ungehindert durch die Oberfläche an treten und in das

Innere von n diffundieren. In der Problemidasse (2.3.19), Fall a) hängl die "Reaktionskon

stante" vom On x E n ab, wogegen in der Problemklasse (2.3.19, Fall b) der Diffu

sionskoeffiziem nichl konstant ist Man spricht von nicht uniformen katalytischen Gebieten n.
Der Parameter <p2 wird in der Chemielileratur als Thielemodul bezeichnet und iSI defmiert

d=h

mit D: Diffusionskoeffizient.

k : GeschwindigkeilSkonstante der Reaktion,

L; typische "Länge" flir das Reaktionsgebiet n.

Aus dem Maximumprinzip folgl u < I in n, d.h. die Konzentration des Reaktanten ist im

Innem von n immer kleiner als auf dem Rand an. Es ist möglich, dass für gewisse Stoffe die

- 106 -

2.3.2 Uniere Schranken für den "Dead·Core" Werl <1>" der inhomogenen

Reaklionsgleichung p·ler Ordnung

Wir betrachten in einem beschrlnkten Gebiet 0 des euklidischen Raumes EN, N = I, 2, 3,

4, ... die folgende stationäre Gleichung einer Reaktion p-ter Ordnung:

t "6u+b (x)u').-Q) p(x)u = 0

u = I

in Oc~

ouf an.
(23.19)

mit (siehe Problem (2.3.1»

a) p > 0 in 01..)()0

j)k = 0 k = 1, ...• N (Inhomogene Probleme ohne konvektiven Term tfu,lr.)'

""" b) P = 1/0. 0> 0 in 01..)()0

b" = 0•.)0 (Probleme mit einem selbstadjungierten Differentialausdruck (o(x)u'lr.)'k)'

Die obigen Dirichlerprobleme beschreiben einen isolhermen Diffusions-Reaktionsvorgang

einer chemischen Substanz (Reaktant), welcher sich im chemischen Gleichgewicht befindet

u(x) iSI ein Mass flir die Konzentration in O. Man stelle sich vor, das Gebiet n enthalte einen

Katalysator, welcher eine irreversible chemische Reaktion eines Reaktanten ermöglicht. Der

Katalysator iSI ein Sioff, der in der stöchiomeaischen Gleichung der Reaktion (und somit auch

in der obigen Gleichung (2.3.19» nicht enthalten ist. Die Dirichletrandbedingung: u = I auf

on bedeutet, dass das Reaktionsgebiet n im "Bad" eines Reaktanten mit konstanter Kon

zentration liegt. Der Reaktanl kann ungehindert durch die Oberfläche an treten und in das

Innere von n diffundieren. In der Problemidasse (2.3.19), Fall a) hangl die "Reaktionskon

stante" vom Ort x E n ab, wogegen in der Problemklasse (2.3.19, Fall b) der Diffu

sionskoeffiziem nichl konstant ist. Man spricht von nicht uniformen katalytischen Gebieten n.
Der Parameter <1>2 wird in der Chemielileratur als Thielemodul bezeichnet und iSI defmiert

d=h

mit 0: Diffusionskoeffizient.

k : GeschwindigkeilSkonstante der Reaktion,

L; typische "Länge" flir das Reaktionsgebiet n.

Aus dem Maximumprinzip folgt u < I in n, d.h. die Konzentration des Reaktanten ist im

Innem von n immer kleiner als auf dem Rand on. Es ist möglich. dass für gewisse Stoffe die



- 107 -

Reaktion gegenüber der Diffusion überwiegt. Die Konzentration des Reaktanten fällt im Innern

des Gebietes ab, und über die Diffusion kann nicht genügend Stoff von aussen her

nachgeliefen werden. Für gewisse Wene von p und <I> ist es möglich, dass die Konzentration

u(x) in einem Teilgebiet 00 c n identisch verschwindet. Das Gebiet no (I 00 I:I: 0) wird

als "Dead-Core" bezeichnet. Im folgenden soll die Frage beantwonet werden, unter welchen

Bedingungen ein "Dead-Core" eintreten kann. Wir bezeichnen den ThielemoduI, wo ein

"Dead-Core" entsteht, mit <1>. und die zugehörige Lösung mit u·. u· ist die Lösung, die in

genau einem Punkt Xoe n null wird (ein einpunktiges "Dead-Core"). Wir interessieren uns

somit flir untere Schranken j..L. von <1>-, die flir ein Grenzgebiet (n ein Streifen) optimal sind.

Vorerst diskutieren wir den eindimensionalen und homogenen Fall

(2.3.20)
u(±ö) = I.

Es genügt, das Problem im Intervall I x I < S := I zu betrachten. Probleme mit Thielemodul

cI>', welche in einem allgemeinen Intervall [-S, S] formulien sind, werden über eine Aehn

lichkeitstransformation auf Problem (2.3.20) mit <I> =M>' zurückgeführt. Die Lösung u(x) ist

eine konvexe und gerade Funktion. Falls umin '

u . := min u(x)
mm 1-1.1)

positiv ist, so wird dieses Minimum nur im Punkt x =0 angenommen. Falls umin =0 ist, so

kann ein Intervall I x I < ID existieren, in welchem u == 0 ist. Die Lösung braucht nur im

Intervall [ID, I], ID > 0 analysien zu werden.

Wir betrachten zuerst eine isothermische Reaktion Ü-ter Ordnung (p = 0). Sie wird durch das

folgende System beschrieben:

" { cI>2 ,
u = o ,

mit den Randbedingungen u(±I) = I .

fulls u > 0

fulls u :s:: 0
in Ixl<I, (23.21)

Die Lösung von (2.3.21) hat folgende Fonn:

falls <I>:S:: <1>.

u(X) =

(,xl-m)
H ( I x I - m)u· 1- m ' falls <I> > <1>. ,
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wobei wir für den kritischen Wert Cl>0,

und fUr die kritische Lösung u
0

,

zu setzen haben. m > 0 ist durch die Relation

(23.22)

bestimmt. H iSI die charakteristische Funktion (auch Heavisidsche Sprunkfunktion genannt).

Man beachlC, dass eine Lösung, welche ein "Dead·Core" besitzt., nicht cZ(:n) ist.

Sei nun p ~ 0 und umin > O. Wir multiplizieren (2.3.20) mit u' > 0 und erhalten

( .)2 = ...2 _2_ [Uptl _ UP+I )
u~l m,n'p+

Eine weitere Integration liefen. uns eine implizite DarslCllung

(23.23)

für die lösung u(x). Wir setzen in der obigen Formel (2.3.23) x = I und erhalten die

Beziehung CI> = Cl>(umin ), welche in einem Bifurkationsdiagramm dargestellt werden kann

(siehe GrafIk 3).

1

<l>(u .)=JP+I f du
m,n 2 J p+1 p+\

U U -u.mia m,n

Ueber die Transformation

p+l

,=[ U;" 1

fUhren wir das Integral in (2.3.24) auf die Form

(23.24)

· 108 •

wobei wir für den kritischen Wert Cl>0,

und fUr die kritische Lösung u
0

,

zu setzen haben. m > 0 ist durch die Relation

(I - m) CI> = CI>0, falls cl> > 4>
0

(23.22)

bestimmt. H iSI die charakteristische Funktion (auch Heavisidsche Sprunkfunktion genannt).

Man beachlC, dass eine Lösung, welche ein "Dead·Core" besitzt, nicht cZ(:n) ist.

Sei nun p ~ 0 und umin > O. Wir multiplizieren (2.3.20) mit u' > 0 und erhalten

( ,)2 = ...2 _2_ [Uptl _ Up+.l )
u~l m,n'p+

Eine weitere Integration liefen. uns eine implizite DarslCllung

u(x)

f du ~(<I>l1J(P+I»,
u . J,r\-u~:~
~"

(23.23)

für die Lösung u(x). Wir setzen in der obigen Formel (2.3.23) x = I und erhalten die

Beziehung CI> = Cl>(umin), welche in einem Bifurkationsdiagramm dargestellt werden kann

(siehe GrafIk 3).

I

<l>(u .)~Jp+l f du
m,n 2 J p+l p+\

U U -u.
mia m,n

Ueber die Transformation

p+ I

,~[ u~' 1

fUhren wir das Integral in (2.3.24) auf die Form

(23.24)



- 109 -

p + 1
Blt ( 0.5 •- 0.5 (p + 1) ). mit x := I - ( umin ) (2.3.25)

zuriick. B
lt

ist die unvollständige Beta Funktion und ist durch das Parameterintegral

lt

Bia.b) :=Jt a - 1(1 _ t)b - 1 dt

o
(23.26)

definien (siehe [31]). Die vollständige Beta Funktion (x:= I. bzw. umin = 0) konvergien nur.

falls I pi< I. Wir diskutieren die Beziehung (2.3.25) für einige p - Wene:

(i) p~l: Das Integral in (2.3.25) divergien fiir umin-+ O. d.h für jedes cI> > 0 hat

Gleichung (2.3.25) genau eine Lösung umin > O. Es tritt kein "Dead-Core"

auf.

Falls p = I ist. lautet die Lösung (lineares Problem)

( )
_ cosh (cI>x)

u x - cosh (<1» • u . = 1
rmn cosh (cI»

(u) 0 S P < I: Das Integral in (2.3.25) konvergien für umin-+ 0 gegen den kritischen

Wert

cI>. = J 2(1 + p)
I-p

(2.3.27)

Falls cI> < cI>•• existien genau eine Lösung u(x) mit Umin> O. Andererseits

tritt für cI> > cI>. eine Lösung mit einem ''Dead-Core'' der Fonn

.( IXI-m)u(x) =H( 1x 1- m) u 1_ m (23.28)

auf. wobei m> 0 durch die Relation (2.3.22) bestimmt ist. Die kritische

Lösung u·(x) zum oben definienen kritischen Wen cI>. (siehe (2.3.27»

lautet

2
1· P

u·( I x I) = I x 1 fiirlxlSl. (23.29)

(ili) -1 < P < 0: Die rechte Seite der Beziehung (2.3.24) konvergien ebenfalls wie unter
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(ii) gegen den Icritischen Wert 41° (siehe (2.3.27». Es gelten die gleichen

Aussagen wie unler (ii), mit dem Unterschied, dass fUr ein Intervall ct>0<

41 ~ e nicht nur die "Dead-Core" Lösung, sondern noch zwei weitere Lö

sungen mit umin > 0 existieren (siehe Figur 1 in Abschniu3.3).

(iv) p~-l: Für die hitisehe Lösung UO gilt (siehe (2.3.27) und (2.3.29»

u°-tlxl. fürp-t-1 (d.h.4I°-tO).

FUr (inhomogene) Reaktionsgleichungen p-ter Ordnung, die in einem allgemeinen beschränk

ten Gebiet n des k-dimensionalen euklidischen Raumes EK , k = 2.3, ... , N fonnulien sind,

erwanen wir unter gewissen Voraussetzungen Ober an und der Inhomogenität ähnliche

Aussagen, wie in den Bemerkungen (i) bis (iv) (siehe Korollar 2.3.4). Im folgenden Korollar

2.3.5 geben wir uniere und obere Schranken ~o fUr den kritischen Wen 41° an. Um Satz 2.2.4

aus Abschnin 2.2 direkt anwenden zu können, führen wir zuerst eine Transfonnation

U:=u-1

durch. Damit können wir die ProblemkJasse (2.3.19) auf eine Fonn mit homogenen Randbe·

dingungen bringen.

AU+b
K
(x)U'k-ct>2p(x)(I+Ut ::: 0 inncE

N

U ::: 0 aufdO,

(Definitionen von p und b1t siehe die beiden Fälle a) und b) beim Problem (2.3.19».

Die kritische Lösung UO ist wie folgt charakterisien:

(2.3.19' )

Es existiert genau ein Punkt XoE !'.l: mit - I < UO in !'.l: \ IXoI und UO(xo) ::: - 1 .

Korollar 2.3.4 (Nichtexistenz eines "Dead·Cores" falls p ~ 1, untere Schranken fUr ct>0

falls -I < P ~ 0 und obere Schranken fUr 41° falls O:s; p < 1 )

Gegeben sei die Problemklasse (2.3.19') (Fall a) oder b» in einem beschränkten Gebiet n des

euklidischen Raumes EN.

Voraussetzungen: (Maximumprinzip gemäss Korollar 1.6.1 mit Bemerkung 5b und Sc)

Fall a)

-(N-2)(in.fP ),,(in/p ).,-'(in/p) ö" positiv semidefinil in n
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Fall b)

(sioho (2.3.16))

4 (o""'){4 l'k]
- N + 2 (N+2)/4

o
p>sitiv semidefinit n

(sd>e (2.3.16'»

Behauptungen:

(i) Falls p ~ 1 iSI, dann ex.istien keine Lösung mit einem "Dead-Core" fUr (2.3.19')

(ü) Sei vmu das Maximum der Lösung des Hilfsproblems (2.3.32) mit Cl = O.

Falls - 1 < P S; 0 ist, so folgt. dass

•
' '.= J2 (I + p) 1 ., r=2Qnut .)0 := V l.V ,

) P l,' (2.3.30,)

eine untere Schranke für den kritischen Wen 4>. ist. 'V ist eine obere Schranke für Ymu (siehe

z.8. Formel (2.2.40».

Falls O:s p < 1 ist, so folgl, dass

mit ~o := J2V': ' (2.3.30b)

eine obere Schranke fUr den kritischen Wen 4>. ist. VII iSI eine Uniere Schranke fUr vmu'

(üi) Die Schranken in (ü) sind scharf, falls wir homogene Probleme zum Ausgangspunkt neh

men (d. h. P := (J := I in (2.3.19». die in einem (Hyper-) Streifen mit Breile 23 gegeben,
sind und für VII = 0= ö (l gesetzt wird.

Beweis:

(i) W" woUen sinngemliss S'lL (2.2.4) ,",wenden und konstruie<en bei gegebenem <I> > 0

eine (nichI triviale) Unterfunktion von (2.3.19'), rur die

-1<X inO
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gilt. X z 0 ist eine triviale überfunktion. Daraus folgt mit Satz (2.1.4) (und Satz 2.1.7),

dass eine stabile Lösung U existien mit

-1<X~U<O il n.

Es ist bekannt. dass die Lösung U eindeutig bestimmt ist (wende Maximumprinzip auf

die Differenz von 2 Lösungen U I - U2 an). Somit kann (falls p ~ 1 ist) flir (2.3.19')

keine Lösung mit einem "Dead-Core" existieren. Wir wollen die einzelnen Beweisschritte

etwas ausführlicher darlegen.

Aus den Voraussetzungen für das Maximumprinzip für den Ansatz (2.2.31) einer

P-Funktion erhalten wir folgende Ungleichung, welche wir später benützen werden

(wende Korollar 1.6.1 auf das Hilfsproblem (2.3.32) an):

in n. (2.3.31)

wobei v Lösung des Hilfsproblems

6V+~V'k +q(v) = 0 it ~

v = 0 lIJf a~,

mit q(v):= 1 + a v und

~ v'= A..Y.+ N- 2 (In r;:;p \ v. p P -#t' Jot 'k'

(2.3.32)

«2.3.19) Fall a»

oder

«2.3.19) Fall b».

s(v(x» ist defmien durch

s(v(x» :=J2 (vmax - v(x» + a (v~ - v2(x» (2.3.33)

(siehe (2.2.33». Um eine (nicht triviale) Unterfunktion -1 < X zu konstruieren, müssen

wir ein weiteres Hilfsproblem
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., ,
q(S) (ljI(S) X') -IJ. (l +X) = 0, OSsSso

X'(O) = X(,,) = 0 ,
(2.3.34)

dcftnicrc:n. Mi Proposition (2.2. 1) erhalten wir fur X(S) mil s:= s(v(x» (siehe (2.3 .33» folgende

elliptische Gleichung:

Aus der Ungleichung (2.3.31) folgl, dass der eTSle Klammenusdruck auf der rechten

Seite der obigen elliptischen Gleichung nichl negativ ist in n Das Vorzeichen des zweiten

Klammerausdruckes können wir mit Hilfe der Fonneln (2.2.10) bis (2.2.12) (siehe

Proposition 2.2.1) entscheiden. Setze

Daraus folgt (siehe 2.2.12)

Wir wählen ein (l < 0 so, dass gilt:

2 p- I
-1.1 p(l+X) -Q 2:0 filr-1SXSO, p2:l,

d h. a S - P J.l2. Für Vmax können wir die obere Schranke ~,

(2.3.35)

( , J'~_ I I-Q
-raT 1+Q2

. (Fai.,)
nutQ:=e

im System (2.3.34) einsetzen (siehe (2.2.41». Wir erhalten somit das folgende System

von Ungleichungen:
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-J.l p(I+X) -Q 2:0 für-1SXSO, p2:l,

d h. a S - P J.l2. Für Vmax kÖMm wir die obere Schranke ~,

(2.3.35)

( ,)'~_ I l-Q
-raT 1+Q2

. (Fai.,)
nutQ:=e

im System (2.3.34) einsetzen (siehe (2.2.41». Wir erhalten somit das folgende System

von Ungleichungen:
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ÖX+~X'k-~2(l+xt2:0 ilOR, p2:1

X<O ..r.n..
Man beachte dabei. dass filr die Lösung X des Hilfsproblems (2.3.34)

gilt. X :: X(s(v(x» I ist somit eine Unrerfunlction. Minels der folgenden Transfonnation

(2.3.36)

(siehe Bemerkung 1 zu Satz 2.2.4) lässt sich (2.3.34) auf folgende Fonn bringen:

. ,
X(O) = X(~) = O•

(2.3.34T)

... ß:=_I_",,,,,( II-Q'I J
Ifäj 2Q

(Definition von Q siehe oben).

Das obige eindimensionale Problem wurde in Punkt (i) zu Beginn dieses Unterabschnittes

diskutiert. Es hai fur jedes ~ > 0 eine eindeutig bestimmte Lösung X, fUr die gih

-I <X inO.

X('6) mit der InvC'SC '6(5) aus (2.3.36) Wld S(v(x» aus (2.3.33) kcmbiniert ergibt die Unterfunk·

tion fUr das Problem (2.3.19') mil cl> :: J..L. Somit kann (2.3.19) mit den oben erwähnten

heiden Voraussetzungen a) bzw. b) fUr p 2: I keine Lösung mit einem "Dead-Core"

besitzen.

(ü) Falls -I < P < 0 gewählt wird. so erfüllt die Bedingung (2.3.35) mit Cl::: 0 die

Ungleichung

2 p-l
-~ p(1+X) 2:0 fiir-IS:XS:O, -1<pSO.

Das Hilfsproblem (2.3.34) zur Bestimmung einer unteren Schranke J..L. nimmt fUr Cl :: 0

dieFonn
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X" - ~2 (1 +xt = 0, 0 ~ s~ So := J2 vmu

X '(0) = X(so) = 0

111. Sei X'(S) die kritische Lösung des obigen Systans mit

S:= s(v(x» = J2 (vmax - v(x»

(2.3.34 ')

Es gilt X"(S) ~ 0 und X· E C
2
( (O,so) ~ Aus dem unter (i) erklärten Argument folgt, dass X· eine

(kritische) Unterfunktion gemäss Definition 2.1.3 in n für Problem (2.3.19') ist Da es

sich um eine Konstruktion von Unterfunktionen handelt, können wir im Randwert

problem (2.3.34') die obere Schranke

R2

Q= --!. (siehe (2.2.40»
2

für vmax (Maximum der Lösung v(x) von (2.3.32» einsetzen. Diese Schranke ist

konsistent mit der Konstruktion der Unterfunktion (siehe Beweis (iii) unten). Somit ist

der kritische Wert IJ.' von (2.3.34') eine untere Schranke für den kritischen Wert <1>' von

Problem (2.3.19). Gemäss den eingangs dieses Unterabschnittes ausgefUhrten Diskus

sionen über die eindimensionale Reaktionsgleichung p-ter Ordnung gilt für IJ.' die

explizite Formel (2.3.30a).

Falls in (2.3.19') p := 0 gewählt wird und im obigen Problem (2.3.34') keine Schranke

für den Parameter vmalt eingesetzt wird, so ist X· =X· (s(v(x»} sogar die kritische

Lösung für (2.3.19').

Falls 0 < p < 1 ist, so gilt in der Bedingung (2.3.35) für Cl =0 das umgekehrte

Vorzeichen. Die oben defmierte Funktion X{s(v(x»} wird Überfunktion. X =- 1 ist eine

(triviale) Unterfunktion. Sei X' die kritische Lösung von Problem (2.3.34') mit

Parameter IJ.', dann ist X' {s(v(x»} eine kritische Überfunktion mit - 1 < X'. Es folgt,

dass IJ.' eine obere Schrnnke für den kritischen Wert <1>' ist. Für den Endpunkt

des Integrationsintervalls müssen wir jetzt eine untere Schranke vu flir vmu einsetzen, um

IJ.' aus (2.3.34') gemäss Fonnel (2.3.30b) bestimmen zu können (zu unteren Schranke~

Vu für vmu siehe Bemerkung 2 zu Satz 2.2.4).

(iii) Wir setzen im Ausgangsproblem p =(J =1 und wählen für n einen (Hyper-) Streifen mit

Breite 2ö. Das Hilfsproblem (2.3.32) mit Cl = 0 besitzt dann die Form
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v"(x) + I '" 0, OSxsS

v'(O) = v(ö) = 0 .

Somit gilt in Ungleichung (2.3.31) Gleichheit, falls wir die Lösung v(x) '" 0.5 (S2 _ x2)

des obigen Hilfsproblems einsetzen. Für die Beziehung (2.3.33) gilt s(v(x» '" x. Das

Hilfsproblem (2.3.34) flUt mit dem Problem (2.3.19') zusammen. Die Schrank.en

(2.3.3Oa) bzw. (2.3.30b) sind scharf, d.h. es gilt

'_ /2(1+p)
j.L - I P

Bemerkungen zu Korollar 2.3.4:

I = <1>',
~

., ,
mnso"'u.

o

Es gib!: für die Behauptung (i) auch einen anderen Beweis (Vorlesung R. P. Sperb). Man
beachte, dass im Fall (H) nicht die Existenz einer kritischen Lösung bewiesen ist Es wird

nur eine kritische Unterfunktion X· konstrUien. Der zugehörige kritische Wert J.l.0 von

(2.3.34) ist eine untere Schranke für den "Dead-Core" Wert. Im FaU -I < P S; 0 wäre

auch folgende mögliche Wahl von Cl denkbar, um die Bedingung (2.3.35) zu erftillen:

Cl:=: j.L21pi, mi der Ncbcnbedingung Cl< 6. .

(Für die Definition von 6. siehe Abschnitt 2.2, Probkm (2.2.H1) ff.).

Daraus würden sich verbesserte Unterfunktionen ergeben und somit bessere untere

Schranken. Wir wollen aber im nächsten Korollar 2.3.5 eine verbessene Unterfunktion

konstruieren, analog zum Beweis von KoroUar 2.3.2. (Ansatz (1.6.18) für eine

P-Funktion mit Cl '" 0 im Hilfsproblem (2.3.32)). Damit lassen sich die Genauigk.eiten

der unteren Schranken j.L. in den beiden Korollaren 2.3.2 und 2.3.5 miteinander

vergleichen.

Korollar 2.3.5 (Inhomogene Reaktionsgleichung (2.3.19) Fall a) und b}, N> I)

Vomussetzungen:

(i) Für das Maximumprinrip gelten die Vomusseuungen des Korollars 2.3.4.

(ü) ~. Ist dun:h das folgende Hilfs,,",dwenproblem bestimmI (siehe 2.2.151)

~(~)(<K~)Xr-~'(I+X>'= 0,

X(O) = X(~) = 0,
(23.37)
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-(ß) ,=_1_
'I' 'ip{ß)'

Für das Problem (2.3.19) Fall a) werden die Paramelera und igemäss der Voraussetzung (i)

von Korollar 2.3.2 bestimmi, flir den Fall b) in (2.3.19) gilt die zugehörige Bemerkung

zu Koroltar 2.3.2.

Behauptungen:

(i) Der kritische Wert j.l.- von (2.3.37) ist eine untere Schranke flir den kritischen Wert 4>

des Problems (2.3.19), d. h.

(ii) In obiger Ungleichung gih Gleichheil, falls (2.3.19) in einem (Hyper-) Streifen der Breite

28 definiert ist und p := 0" := I gesetzt wird (homogenes Problem).

(Setzt dazu für die Parameter iund a oben im Randwertproblem der Voraussetzung (ü):

1..= 0a

Beweis:

Der Beweis verläuft analog zu Korollar (2.3.2). Man setze don anstelle von j.l. eX, die

Nichl1inearität - j.l.2 (I + X)P mil -I < p S 0 ein.

Bemerkungen 'Zu Korollar 2.3.5

(i) Die untere Schranke j.l. •• die gemäss Korollar 2.3.5 beslinunt wird, ist eine verbessene

Schranke gegenüber dem Wert (2.3.3Oa) in Korollar 2.3.4, falls don nir vmu die obere

Schranke (2.2.40), d. h.

gesettt wird. Vergleiche mit Tabelle 9 in Abschnitt 3.3.

(ü) FiÜ' dco F.ll N = 2 lJisSl sich .ueh hier fiÜ' die Rellktioosglelchung ein analoges KorolllU'

fonnulieren. wie Korollar 2.3.3 bei der Gelfand-Gleichung.
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3 Numerische Beispiele

Im letzten Teil dieser Arbeit möchle ich die Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 anhand einiger

konkreter Beispiele numerisch untcnnaucm. Vorersl seien einige Bemerkungen allgemeiner

Art erwähnt. Sämtliche Rechnungen wurden interakliv von einem Graphie-Terminal

(HP2648A) aus auf einer DEC-lO Anlage (KL lOB, 36-Bit Prozessor, 33 ns Zylcluszeit)

durchgefuhrt. Zur Zeil der AusfUhrung der Programmierarbeiten war auf dem Comulersystem

der Monitor TOPS· 10 Version V7.03 installiert (Betriebssystem). Es wurde der Compiler

FORTRAN 10 Version 6 (1981) benützt. Um eine Mantissengenauigkeit von 7 Stellen (single

precision Genauigkeil) in den folgenden Tabellen garantieren zu können, wurde alles in

doppelter Genauigkeit gerechnet (ca. 18 SteUen Mantissengenauigkeil, Zahlenbcreich von

0.1410-38 bis 3.4 1(}38). Wir wollen damit zeigen, dass alle folgenden Algorithmen auch für

höhere Genauigkeilen richtig funktionieren. Ausserdem lassen sich die auf dem Computer

berechneten Wene mit bekannten ex.aklen Grössen besser vergleichen. Aus physikalischen

Gründen würde jedoch eine Mantissengenauigkeit von höchstens 3 Dezimalstellen in den

numerischen Resultaten genügen! Für den interaktiven Input und Output von Zahlen, sowie

den Output von Grafiken auf den Bildschirm bzw. Plotter (Inleraktiver Digital Plotter

Tektronix. 4663) wurden Fonranroulinen aus einem "Schirm-Paket" bzw. "Plot-Paket"' bnützt,

welche auf der Fortran Libnuy des Seminars flir angewandte Mathematik der Eidgenössischen

Technischen Hochschule Zürich installiert waren (SAM Library). Es wurden auch eigene

Fortranroutinen geschrieben, welche teilweise im Anhang zu finden sind. Im folgenden

Abschnitt 3.2 wird die Geifand·Gleichung der Form (2.3.1) betrachtet und im Abschniu 3.3

die Gleichung des Diffusions-Reaktions-Modell p-Ier Ordnung der Fonn (2.3.19)

(inhomogene Reaktionsgleichung). In bciden Fällen werden folgende Inhomogenitäten

gewählt

(k"

p(r):=e·-'- wx1 bk:=O, k=l, ... ,N (3.0.1)

k= 1, ... , N. (3.0.2)

eist ein reeller Parameter und r ist der RBdius:

r := J x~ + xi + ... + x~, (X:k = xk= kartesische Koordinll1efl in E
N

).

Die unteren Schlanken ~. flir den kritischen Wen ~. sollen gemäss Korollar 2.3.2 falls
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N > I, bzw. Korollar 2.3.3 falls N :: 2 numerisch berechnet werden. In Abschnitt 3.3

berechnen wir untere Schranken ~. für den '1Jead-Core" Wen <1>. der inhomogenen Gleichung

einer Reaktion p-ter Ordnung mit p ; - 0.5, p:: 0 gemäss KoroUar 2.3.5. Wir betrachten alle

Beispiele in einem (Hyper-) Kugelgebiet mit Radius I. Dieses Gebiet ist ein ungünstigster

Fall. Die berechneten unteren Schranken~· gemäss den obgenannten Korollaren liegen weit

unterhalb den richtigen mtischen Werte. Die Inhomogenitäten sind radialsymmetrisch

gewählt, sodass alle (positiven) Lösungen radialsymmetrisch sind. Zum Beweis dieses intuitiv

klaren Sachverhaltes siehe in [20] (dort Theorem 1 für den homogenen Fall, Korollar 1 ftir den

inhomogenen Fall). Somit lässt sich der Laplace-Operator durch seinen Radialteil ersetzen:

6u;u"(r)+N;1 u'(r).

Es werden zu den obgenannten Beispielen noch zwei Variationsgleichungen betrachten, so
dass wir nach einer Transfonnation auf ein System eine Vektordifferentialgleichung der

folgenden Form erhalten:

i = F<t.x)

x(tO> = Xo

x=(X 1'''':2' ...• xN )

(Anfangsbedingungen) .
(3.0.3)

Zur Integration eines Systems obiger Art wurde die Methode von Runge-Kulta mit

Koeffizienten nach E. Fehlberg verwendet (siehe [33]). Es wurde die SAM-Fonranlibrary

routine RKD verwendet (Double Precision Version, 1984, siehe Kurzbeschreibung im

Anhang). In dieser Routine sind die Runge-Kutla-Formeln 5. und 8. Ordnung implementiert.

Unsere gewähhen Beispiele sind im wesentlichen analytische Differentialgleichungen. (Die

Singularität bei r ; 0 ist nur eine Folge des gewählten Polarkoordinatensystems). Numerische

Experimente ergaben. dass die Berechnung der Lösung auf doppelte Genauigkeit (oder schon

auf 7 MantissensteIlen) mit der Methode 8. Ordnung effizienter ist als mit der Methode 5.

Ordnung. Bei der Methode 8. Ordnung liegt der lokale Diskretisationsfehler in der

Grössenordnung von OChs). Der oben erwähnte RKD-Integrator bildet für alle folgenden

Berechnungen das Kernstück. Weiter wurde für gewöhnliche Quadraturprobleme das

Interaktive Mehrfach-Präzisions-Arithmetik-System IMP benützt. Dieses interaktive Pro

gramm, welches von einem Terminal aus wie ein Taschenrechner bedient werden kann und

auch für sehr grosse zahlenbereiche arbeitet, baut auf Fortranroutinen aus dem MP-Paket von

R. Brent auf (siehe [32]).

- 119 -
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3.1 Numerische Werte rür wmax und 1:mu. eines Hilrsproblems

Im Sinne einer Vorbereitung ftir die Berechnung der unteren Schranken rur die kritischen

Werte ).. bzw. (1). gemäss den Korollaren 2.3.2, 2.3.3 und 2.3.5, definieren wir ein

Hilfsproblem in der folgenden (nichteuldidischen) Form:

6w+~W'k+2:c 0

w :: 0

il Cl:: (Hyper-) Kugel mit Radius 1

aüan
(3.1.1)

- Ow N-2[ =) • N-2[ =»)
AW::p(r)+p(r) In"p(r)hw,t' r:::- p(r) In "p(r) 't'

( Fall a) in (2.3.1) bzw. (2.3.19) ). Für die numerische Berechnung der (radialsymmeoischen)

Lösung wer) betrachten wir aber ein zu (3.1.1) äquvalente Form:

w,,+N;1 w·+2p(r)::: O.

w'(Q); w(l); Q.

OSrSI
(3.1.2)

Für obige lineare Differentialgleichung (3.1.2), welche wir mit Anfangswerten w(O) :::: Wo und

w'(O)::: 0 betrachten, Jassen sich folgende Ausdrücke fiir w'(r) und wer) angeben:

,
w'(r)::- ).1 JsN-lp(s)ds

o

,
w(r):::w(r;w~:::wo+ JW'(f)df.

o

Aus der Randbedingung w(l; w~ :: 0 lassen sich die gewünschten Grössen berechnen:

,
- Iw'(I)1 2 1N·' ()dt nu ::: ::-- S ps s

ho) Jp(I)

(3,1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)
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Falls e= 0 ist. lautet %.B. die exakte Lösung: wer) = I/N (1 - r2 ). und daraus erhalten wir die

Hilfsgrössen

w = 1..
~ N und

Wir benütten die obigen Parameter als Kontrollwerte rur die nachfolgenden numerischen

Berechnungen. Die Integrale (3.1.3) und (3.1.4) können nicht durch Ausdrücke mit

elementaren Funktionen explizit dargestellt werden. (Für N=I ist (3.1.3) bis auf einen

konstanten Faktor die Error-Function "erl(.)". siehe [31]). ZUr Bestinunung der obigen Hilfs

grössen für 9 ~ 0 ruhTen wir in (3.1.2) eine Transfonnation auf Syslemfonn durch:

Wir setzen

W\:= w

und erhalten das System

mir Anfangswenen w1(0) = Wo

w,
I-N w -2p(r), , (3.1.7)

Dieses System besitzt eine 1/r - Singularität In der Subroutine, wo die Differentialgleichung

für den RKD-Integrator programmien werden muss, definieren wir das folgende System:

{

1-N w _ 2e -(&flfl r>O
w'2 = r 2 '

-UN, r=O.

(11.7' )

(Für den Ausdruck «(1 - N)/r)W2 wurde der Grenzwen (1-N)w2'(0), falls r -+ 0 geht,

gesetzt) Die automatische Schrittweitensteuerung der RKD-Routine bewältigt die l/r - Singu

laritäl des obigen Differentialgleichungssystems ohne Probleme. Es handelt sich hier um eine

ausserwesentliche Singularität (oder Singularität vom Fuchsschen Typus). Wir wählen einen

beliebigen Anfangswen wo. Um evt. mehr als 7 Stellen Mantissengenauigkeit :tu haben, berech -

nen wir die Lösung wer) an der Stelle r = I mit einer Toleranz von TOL := 10· 10. Daraus

erhalten wir die gewünschten Grössen
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_ Iw'(I;wO>I
;,.,=

Jp{l)

Die obige Glelchung fUr Wmu. entspricht dem NewtonYerfahn:n, welche hier in einem Schritt

kmvergien (lineares Problem). Um die oberen Schranken ~ für wlTU bzw. ~ fur t...x zu bestim

men. wenden wir Korollar 1.6.1 auf das Problem (3.1.1) an und berechnen diese Schranken

entsprechend dem Vorgehen in Unterabschniu 1.6.2. Die benötigten geometrischen Hilfs

grössen

,
Ra =JJp(s) ds = ~ er{ ( t ) (geodätischer Radius, erf(.) siehe {31 J) (3.1.8)

o
uod

_ _ H+ ~InJp(r) (enl[ ']<. =<1 ,= 1 ,=' N-I-2(9/2)
IIUft r· Jp(r) r_

(3.1.9)

wurden mit dem im vorangehenden Abschnitt erwähnten IMP-Paket berechnet. Wir müssen

flirdie Inhomogenität p(r),welche in (3.0.1) definien ist, die Voraussetzungen (i) und (ü) des

Korollars 1.6.1 (mit Bemerkung Sc) verifizieren.

(ö)

(3. I. 10)

(3.1.11)

Die obigen (hinreichenden) Bedingungen (i) und (ü) sind erfullt falls

925::~~2 fiirBedingung(3.1.IO) und e2
5::2(N_I) fürBedingung(3.1.11)

- 122 -

Wmu. '" Wo - w(l; wr)
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;,.,=

JP{I)

Die obige Glelchung fUr Wmu. entspricht dem NewtonverfaJrn:n, welche hier in einem Schritt

kmvergien (lineares Problem). Um die oberen Schranken ~ für wlTU bzw. ~ fur t...u. zu bestim

men. wenden wir Korollar 1.6.1 auf das Problem (3.1.1) an und berechnen diese Schranken

entsprechend dem Vorgehen in Unterabschniu 1.6.2. Die benötigten geometrischen Hilfs

grössen

,
Ra =JJp(s) ds = ~ er{ ( t ) (geodärischer Radius, erf(.) siehe {31 J) (3.1.8)

o
u"d

_ _ H+ ~InJp(r) (enl[ ']<. =<1 ,= 1 ,=' N-I-2(9/2)
nun r· Jp(r) r_

(3.1.9)

wurden mit dem im vorangehenden Abschnitt erwähnten IMP-Paket berechnet. Wir müssen

flirdie Inhomogenität p(r),welche in (3.0.1) definien ist, die Voraussetzungen (i) und (ü) des

Korollars 1.6.1 (mit Bemerkung Sc) verifizieren.

(ö)

(3. I. 10)

(3.1.11)

Die obigen (hinreichenden) Bedingungen (i) und (ü) sind erftillt falls

92~~~2 fiirBedingung(3.1.1O) und 92~2(N_I) fürBedingung(3.1.11)



· 123 .

gih. Für N =2, 3. 4 und ee (0. 11 sind die Werte furd~ oben erwähnten Grössen Wrnu; bzw. ~

und lmu bzw. "t fiirdas Problem (3.1.1) zusammengestellt.

e

N = 1

0 1 2

0.25 0.9948240 2.0105309

0.5 0.9796761 2.0435109

0.75 0.9556349 2.1032282

1.0 0.9243101 2.1972870

N = 2

0 0.5 1.0 0.8655980 1.4776216

0.25 0.4961207 1.0000407 0.8589058 1.4785210

0.5 0.4847991 1.0006512 0.8397814 1.4829558

0.75 0.4669302 1.0032992 0.8110554 1.4966658

1.0 0.4438421 1.0104493 0.7774637 1.5314796

N =3

0 0.3333333 0.6666666 0.7763787 1.1493104

0.25 0.3302314 0.6646089 0.7691247 1.1461479

0.5 0.3211965 0.6587393 0.7481480 1.1375306

0.75 0.3069933 0.6499521 0.7157139 1.1261921

1.0 0.2887512 0.6396854 0.6753474 1.1172175

N = 4

0 0.25 0.5 0.7140181 0.9297656

0.25 0.2474161 0.4974161 0.7066412 0.9249694

0.5 0.2399009 0.4899048 0.6852248 0.9111381

0.75 0.2281219 0.4781657 0.6518051 0.8899516

1.0 0.2130613 0.4632970 0.6094540 0.8642721

Tabelle 1

(Beispiel (3.1.1), Korollar 1.6.1)
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Aehnlich wird ein Hilfsproblem für den Fall b) in (2.3.1) bzw. (2.3.19) mit einem selbstad

jungierten Differentialausdruck behandelt. Wir betrachten das folgende Hilfsproblem wieder

in der "nichteuklidischen" Form, um den Zusammenhang mit der Theorie aus Abschnitt 2.2

herzustellen (Vergleiche mit Problem (2.2.HI»:

6w+~ w'k+2 = 0

w =0

in 0 =(Hyper-) Kugel mit Radius R =1

auf an
(3.1.12)

(&cl

mi 6w=a~w-a(N-2)(lnJä)'kw'k ~=a'k+a(N-2)(lnJ(J )'k a(r)=e 2 .

Die Berechnung der exakten WMe für wmax und ~max verläuft analog zum vorangehenden Fall.

Dazu definieren wir in einer Subroutine, welche vom RKD-Integrator benötigt wird, das fol

gende System:

mir Anfangswer1Cn W 1(0) = Wo

w2(0) = O.

r> 0

r=O,

(3.1.12' )

Wrrwllhlen einen beliebigen Wen wt(O):= Wo als Anfangswen und berechnen die Lösung w an der

Stelle r = 1. Daraus erhalten wir die gewünschten Grössen

~max =Ja(l) I w'(I; wo) I.

Um die oberen Schranken ~ und ~ bestimmen zu können, müssen wir die Voraussetzungen (i) und

(ü) von Korollar 1.6.1 (siehe dazu Bemerkung 5 b) für oCr) nachprüfen. Wir setzen in

(1.6.20):

und

Ap f(u) 2
~ = o(w+~)'

ß:= 2nu

K.
m)n
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m)n
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Wir erhalten zusammen mit der radialsymmetrischen Lösung w::::w(r) von (3.1.12) folgende

Bedingungen (r,tl r.1r. r' l :::: 0):

(i)

(3.1.14)

Die obigen Bedingungen sind sicher mUllt flir

e2
S2 N

N
2 fallsN::::3,4, ...

Zur Verifikation der Bedingung (3.1.13) flir den Fall N:::: 2 schätzen wir den Tenn 21a(w+ß)

wie folgt ab:

=:",2= > 2
a(w+ß) a(wmu.+ß)

Wir können in der obigen Abschätzung statt der oberen Schranken für Wmu W1d lllWll' die richtigen

Werte einsetzen. Sie sind in Tabelle 2 für unser Spezielfall (a ein (Hyper-) Kugelgebiet)

numerisch berechnet worden. Die obige Bedingung (i) ist aber fur den allgemeinen Fall

schwierig zu verifizieren, da sie von der (unbekannlen) Lösung w abhäng!. Die heiden

Bedingungen (3.1.13) und (3.1.14) sind flir

ose:s; I, N::::2.3,4

erfüllt Somillassen sich die oberen Schranken ~ und ~ gemäss dem Vorgehen in Unterabschnin

1.6.2 bestimmen. In der folgenden Tabelle 2 sind die Ergebnisse für das Hilfsproblem

(3.1.12) zusammengestellt
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e w~ T...,

N = 1

0 1.0 2.0

0.25 0.9845365 1.9689929

0.5 0.9400248 1.8788261

0.75 0.8716814 1.7376301

1.0 0.7869387 1.5576016

N = 2

0 0.5 1.0 0.8655980 1.4776216

0.25 0.4922682 0.9844964 0.8522001 1.4531423

0.5 0.4700124 0.9394131 0.8132788 1.3812498

0.75 0.4358407 0.8688151 0.7524809 1.2666312

1.0 0.3934693 0.7788008 0.6753474 1.1172175

N=3

0 0.1l33333 0.6666667 0.7763787 1.1493104

0.25 0.3281788 0.6563310 0.7645576 1.1296863

0.5 0.313l416 0.6262754 0.7302744 1.0722786

0.75 0.2905605 0.5792100 0.6768915 0.9814434

1.0 0.2623129 0.5192005 0.6094540 0.8642721

N = 4

0 0.25 05 0.7140181 0.9297656

0.25 0.2461341 0.4922482 0.7033790 0.9136685

0.5 0.2350062 0.4697065 0.6725512 0.8666981

0.75 0.2179204 0.4344075 0.6246264 0.7927340

1.0 0.1967347 0.3894004 0.5642041 0.6979428

Tabelle 2
(Beispiel (3.1.12), Korollar 1.6.1 mit Bemerkung 5 b)

Filr den Fall N = 2 lassen sich die oberen Schranken ~ und t etwas verschärfen. falls wir Korollar

1.6.2 auf die Probleme (3.1.1) und (3.1.12) anwenden. Vorerst müssen wir aber die Bedin

gung (i) in den Voraussetzungen von Korollar 1.6.2 nachprüfen. Die Bedingung (ii) änden
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e w~

"""
N = 1

0 1.0 2.0

0.25 0.9845365 1.9689929

0.5 0.9400248 1.8788261

0.75 0.8716814 1.7376301

1.0 0.7869387 1.5576016

N = 2

0 0.5 1.0 0.8655980 1.4776216

0.25 0.4922682 0.9844964 0.8522001 1.4531423

0.5 0.4700124 0.9394131 0.8132788 1.3812498

0.75 0.4358407 0.8688151 0.7524809 1.2666312

1.0 0.3934693 0.7788008 0.6753474 1.1172175

N=3

0 0.3333333 0.6666667 0.7763787 1.1493104

0.25 0.3281788 0.6563310 0.7645576 1.1296863

0.5 0.3133416 0.6262754 0.7302744 1.0722786

0.75 0.2905605 0.5792100 0.6768915 0.9814434

1.0 0.2623129 0.5192005 0.6094540 0.8642721

N = 4

0 0.25 05 0.7140181 0.9297656

0.25 0.2461341 0.4922482 0.7033790 0.9136685

0.5 0.2350062 0.4697065 0.6725512 0.8666981

0.75 0.2179204 0.4344075 0.6246264 0.7927340

1.0 0.1967347 0.3894004 0.5642041 0.6979428

Tabelle 2
(Beispiel (3.1.12), Korollar 1.6.1 mit Bemerkung 5 b)

Filr den Fall N .. 2 lassen sich die oberen Schranken ~ und t etwas verschärfen. falls wir Korollar

1.6.2 auf die Probleme (3.1.1) und (3.1.12) anwenden. Vorerst müssen wir aber die Bedin

gung (i) in den Voraussetzungen von Korollar 1.6.2 nachprüfen. Die Bedingung (ii) änden
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sich gegenüber Korollar 1.6.1 nicht. Für das Hilfsproblem (3.1.1) mil der Inhomogenitäl per)

erhalten wir folgende Bedingung:

(i) (3.1.15)

Der obige Ausdruck (3.1.15) ist positiv semidefrnit Hit positive und negative Parameter e. Für

Problem (3.1.12) mit der Inhomogenität I/a(r) hat die Bedingung (i) in Bemerkung 4 b) von

Korollar 1.6.2 folgende Fonn:

(3.1.16)

Obige Bedingung (3.1.16) ist rur ß "" 0 schwierig nachzuprüfen, da wir im allgemeinen die

Wene rUf den folgenden Ausdruck a'Jw'1 bzw. rur w' im Gebiet n nichl kennen. In unserem

Fall gilt aber w'(r):!> O. Wir setzen rur ßden ("bestmöglichen") Wert ein (siehe 1.6.35):

Für Iw'l können wir die obere Schranke

I w'(r) I:!> Iw'(l) I= i ....x

J«I)

benützen. Wir erhalten rUf (3.1.16) folgende Ungleichung:

[ e'i.+ 2im;, [_I_-e'rJ«I), J](w'('»'
2 0(1) 't1TQ o(r) mn

(3.1.16')

Ih Ausdruck: 1/o(r) - 0
2
r J0(1) in;,; ist fur O:!> r:!> I nichl negativ. falls 0 im Intervall
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sich gegenüber Korollar 1.6.1 nicht. Für das Hilfsproblem (3.1.1) mil der Inhomogenitäl per)

erhalten wir folgende Bedingung:

(i) (3.1.15)

Der obige Ausdruck (3.1.15) ist positiv semidefrnit fUr positive und negative Parameter e. Für

Problem (3.1.12) mit der Inhomogenität I/a(r) hat die Bedingung (i) in Bemerkung 4 b) von

Korollar 1.6.2 folgende Fonn:

(3.1.16)

Obige Bedingung (3.1.16) ist rur ß "" 0 schwierig nachzuprüfen, da wir im allgemeinen die

Wene fUr den folgenden Ausdruck a'Jw'1 bzw. ftIr w' im Gebiet n nichl kennen. In unserem

Fall gilt aber w'(r) ~ O. Wir setzen rur ßden ("bestmöglichen") Wert ein (siehe 1.6.35):

Für Iw'l können wir die obere Schranke

I w'(r) I ~ I w'(l) I = t ....x

J«I)

benützen. Wir erhalten fUr (3.1.16) folgende Ungleichung:

[ ." 2K. [' J]'o-2+ mlll 1 ... e r o(r) w'(r) (w'(r)):::
<>(Tl "'"

[ o'i.+ 2im;, [_I_-O'TJ«I)t J](W'(T))'
2 0(1) 't~ OCr) mu.

(3.1.16')

IhAusdruck: 1/o(r) - 0
2
r Jo(l) t nu ist fur 0 ~ r ~ I nichl negativ. falls 0 im Intervall
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o ~ e :!> I

gewählt wird. Die Wem t mu sind in unserem Fall bekannt (siehe Tabelle 2). Die Voraussetzungen

voo Korollar 1.6.2 sind somit für die bciden FIlle crfi.ilh. Die oberen Schranken ~ und ~ in der fol

genden Tabelle 3 wurden gemäss den Beziehungen (1.6.47) bis (1.6.52) berechnet. Man

beachte dabei den UnlCrSChied zwischen den Problemen (3.1.1/12) und (1.6.39).

Problem (3.1.1) Problem (3.1.12)

e ~ ~ ~ I

N=1
0 0.8246376 1.3896331 0.8246376 1.3896331

0.25 0.8198761 1.3938281 0.8086009 1.3599186

0.5 0.8064187 1.4082907 0.7613283 1.2718752

0.75 0.7866378 1.4390280 0.6853438 1.1296324

1.0 0.7641247 1.4974135 0.5852098 0.9432445

TabeUe 3

(Korollar 1.6.2)

Die obige Tabelle zeigt, dass mit der Anwendung von Korollar 1.6.2 leichte Verbesserungen

für die oberen Schranken erriehh werden. Für das Problem (3.1.1) erreichen wir eine

Verbesserung von 3 bis 8.5 Prozeßl gegenüber einer Anwendung von Korollar 1.6.1. Für das

Problem (3.1.12) (selbstadjungiener Fall) liegt das entsprechende Ergebnis etwa zwischen 8.5

und 22 Prozent.
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o ~ e :!> I

gewählt wird. Die Wem t mu sind in unserem Fall bekannt (siehe Tabelle 2). Die Voraussetzungen

Val Korollar 1.6.2 sind somit für die bciden FIlle erli.ilh. Die oberen Schranken ~ und ~ in der fol

genden Tabelle 3 wurden gemäss den Beziehungen (1.6.41) bis (1.6.52) berechnet. Man

beachte dabei den Unterschied zwischen den Problemen (3.1.1/12) und (1.6.39).

Problem (3.1.1) Problem (3.1.12)

e ~ ~ ~ I

N=1
0 0.8246376 1.3896331 0.8246376 1.3896331

0.25 0.8198761 1.3938281 0.8086009 1.3599186

0.5 0.8064187 1.4082907 0.1613283 1.2718752

0.75 0.1866378 1.4390280 0.6853438 1.1296324

1.0 0.1641247 1.4974135 0.5852098 0.9432445

TabeUe 3

(Korollar 1.6.2)

Die obige Tabelle zeigt, dass mit der Anwendung von Korollar 1.6.2 leichte Verbesserungen

für die oberen Schranken erziehlt werden. Für das Problem (3.1.1) erreichen wir eine

Verbesserung von 3 bis 8.5 Prozent gegenüber einer Anwendung von Korollar 1.6.1. Für das

Problem (3.1.12) (selbstadjungiener Fall) liegt das entsprechende Ergebnis etwa zwischen 8.5

und 22 Prozent.
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3.2 Numerische Resultate zur inhomogenen Gelfand-Gleichung

3.2.1 Berechnung des kritischen Wertes A. 0 für eine (Hyper-) Kugel mit

Radius 1

Gegeben sei die Gelfand-Gleichung der Fonn (2.3.1) Fall a) in einer Einheits(hyper-)kugel mit

der in (3.0.1) defmienen radialsymmetrischen Inhomogenität p(r);

(&rl

u'(O)= u(1) = 0, p{r);=e--'-. 9 ein reeUer Parameter.

(3.2.1)

umu bezeichnet den Maximalwert der Lösung. Für jede Lösung u gilt u(-r) = u(r) und u"(r) S;

O. Aus dem Maximumprinzip folgt u 2: 0 Hit 0 S; r S I. Somit liegt das Maximum umu im

Punkt r = 0, d. h. umu= u(O) =: 00. Wir wollen fLir die obige ProblemkJasse ein Verfahren zur

Berechnung eines Bifurkationsdiagramms und des Icrilischen Wertes A. ° erklären. Im

folgenden Unterabschnin 3.2.2 sollen mit dem gleichen Verfahren aufgrund von Korollar

2.3.2 (N > 1) bzw. 2.3.3 (N = 2) untere Schranken IJ.0 flir A.0 berechnet werden. Wir können

diese unteren Schranken mit den exakten Werten vergleichen. Im Fall e= 0 und N = I lässt

sich fUr (3.2.1) eine Fonnel fUr die Lösung angeben (siehe [23]). Sie lautet

(3.2.2)

Der Parameter k ist dun:h eine implizite Bifurkationsgleichung

(3.2.3)

gegeben. Gemäss der obigen Gleichung (3.2.2) besteht zwischen kund umu der Zusammen

h""

"k.-'-
2

(3.2.4)

Seuen wir den Ausdruck (3.2.4) fUr k in (3.2.3) ein und lösen nach A. auf, so erhalten wir

eine explizite Darstellung rur A.(umu) der Form

. " ,( """'-,,)A(umu.) = 2 e mu arcosh e . (3.2.5)

Um den kritischen Punkt (u·mu' A.0) aus obiger Gleichung zu bestimmen. bilden wir die Ab-
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2

(3.2.4)

Seuen wir den Ausdruck (3.2.4) fLir k in (3.2.3) ein und lösen nach A. auf, so erhalten wir

eine explizite Darstellung rur A(unw.) der Fonn

." ,( 0-")A(umu.) = 2 e mu arcosh e . (3.2.5)

Um den kritischen Punkt (u·mu.' A.0) aus obiger Gleichung zu bestimmen. bilden wir die Ab-
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leirung cPJdumu und setzen:

d),(.....) = 0
d...... .

Daraus ergibt sich eine nichtlineare Bestirmnungsgleichung fUr u·mu'

,(.....m.J '.... _1 uoosh(,(u..,l2J). (3.2.6)

Setzen wir die Lösung u· lIWl in (3.2.5) ein. so erhalten wir den kritischen Wert ),:. Die appro

ximativen numerischen Wene lauten

u:.u,,,,, 1.186842168634.

" = 0.878457679781.
(3.2.7)

Wir geben hier eine zwölfsaellige Genauigkeit an, damit wir mit denjenigen Wemn vergleichen

können. welche wir im folgenden auf dem Computer berechnen werden. Damit soll eine

Sicherung der em:chneten Zahlenwene flir den allgemeinen Fall N ~ I und e~ O. sowie die

richtige Funktion der programmierten Algorithmen gewährleistet werden. Die nichtlineare

Differentialgleichung (3.2. I) ist fLir r "" 0 singulär. Weil die Berechnung der instabilen

Lösungen mit dem Computer kritisch ist, müssen wir die Lösungen im Nullpunkt durch

folgenden Ansatz approximieren:

(3.2.8)

Va ist durch den Anfangswen Vo :"" U(O) "" Umu gegeben. Die weiteren Kocffizienlen VI'

V 2 und V3 lasscn sich wie folgt berechnen:

Aus dem Ansatz (3.2.8) erhalten wir für den radialsymmetrischen Teil des Laplace-Operators

den Ausdruck

Der Exponentialausdruck).eu hat die Entwicldungskoeffizienten (siehe [3OD

u.
eo",,),e

e\""V\eO

- 130 •

leirung cPJdumu und setzen:
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Daraus ergibt sich eine nichtlineare Bestirmnungsgleichung fUr u·mu'
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Setzen wir die Lösung u· lIWl in (3.2.5) ein. so erhalten wir den kritischen Wert 'A.:. Die appro
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Differentialgleichung (3.2.1) ist fLir r '" 0 singulär. Weil die Berechnung der instabilen

Lösungen mit dem Computer kritisch ist, müssen wir die Lösungen im Nullpunkt durch

folgenden Ansatz approximieren:

(3.2.8)

V oist durch den Anfangswen Vo :'" u(O) '" u
lIIU

gegeben. Die weiteren Koeffizienlen VI'

V 2und V) lassen sich wie folgt berechnen:

Aus dem Ansatz (3.2.8) erhalten wir für den radialsymmetrischen Teil des Laplace-Operators

den Ausdruck

Der Exponentialausdruck ).eu hat die Entwicldungskoeffizienten (siehe [3OD
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eo"''A.e

e
l

", U
I
eo
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e.= +~kU". ,
J J L j-

, • I

Fü:r die Inhomogenität p(r) lautet die Taylorreihe:

,
(8..) ..

p(r) = e--'-= ICk~

'.0

j=I,2.3, ...•

Die Reihencntwiclclung ftir das PnxIukt ~(r)eu lässt sich durch den Ansatz

gewinnen. Die Koeffizienten fj sind durch das Cauchy-Produkl der Folgen ct und et gegeben

(siehe (30]):

j. 2. 3.... .

Ein Koeffizienlenvergleich liefen uns für die Koeffizienten UI' U2 und U3 des Ansatzes

(3.2.8) folgende Ausdrücke:

2

U2 = (K]+K,.eO>eo mit K]:=8~+2) und K2:=8N~+2)

u, = -(R, +(R.,+",''>'o)<. m'

(3.2.9)

••._ e
'"'-48(N+4)'

(3N+4)S2
R.,'= 48N(N+2)(N+4) und

- 131 -

e.= +~kU". ,
J J L j-

, • I

Für die Inhomogenität p(r) lautet die Taylorreihc:

,
(8..) ..

p(r) = e--'-= ICk~

'.0

j= 1,2, 3, ...•

Dic Reihencntwiclclung ftir das Produkt ~(r)cu lässt sich dW'Ch dcn Ansatz

gewinnen. Dic Koeffizientcn fj sind durch das Cauchy-Produkl der Folgcn ct und ct gegcben

(siehe (30]):

j. 2, 3,... .

Ein Koeffizienlenvergleich liefen uns für dic Koeffizienten VI' V2 und V3 dcs Ansatzes

(3.2.8) folgendc Ausdrücke:

, u.
U = __0 =_1L
12N 21'01'

2

U2 = (K]+K,.cO>co mit K]:=8~+2) und K2:=8N~+2)

u, = -(R, +(R.,+",''>'oh m'

(3,2,9)

•• ,_ e
'"'-48(N+4)'

(3N+4)S2
R.,'= 48N(N+2)(N+4) und ",'_ N+l

,- 24 N' (N +2) (N +4)
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Die Entwicklung (3.2.8) enthält nur gerade Potenzen 'Von r. Zur numerischen Berechnung

substimieren wir in (3.2.8)

und erhalten folgende Entwicklungen bis zur dritten Ordnung in x

u = Uo+ U
I
x+U2 x'2 + U) xl

u'= (Ul+2U'2x+3U)x2)2r.
(3.2.10)

Die obigen Polynome werten wir mit dem Homerschema aus (lmplementation in der

Fortranroutine HORNER, siehe Anhang). Um die Integrationsroutine RKD benützen zu

k.önnen, tnulsformieren wir (3.2.1) aufein System. Wir setzen:

und erhalten

nil Anfangswenen u1(0) = Ümu.

u
2
(0) = 0 .

(32.11)

(3.2.12)

Mit einem einfachen Schiessverfahren berechnen wir die Lösung des Randwertproblems

(3.2.1). Wir wlhlen einen festen Parameter umu und berechnen die Lösung des Systems

(3.2.11) mit den Anfangswerten (3.2.12). Da das System (3.2.11) eine lIr-Singularität

besitzt. setzen wir die Lösung aus zwei Teilen zusammen. Zuerst wird ein Zwischenwert xz=

rz'2 gewlhlt Wir approximieren in 0 S r S rz u(r), u'(r) durch die Polynome (3.2.10). 1m

lnter'Yall rz S r S I benützen wir den RKD-lntegrator und berechnen die Lösung an der Stelle r

= I. Als "Anfangswerte" sind die Grössen u(xz) und 2rzu,~(xz) in die RKD-Routine

einzusetzen. Um die zweite Randbedingung u(l) = 0, erfüllen zu können. betrachten wir die

Lösung an der Stelle 1, welche 'Von Ä. und u",...; abhängt. Wir setzten

F( A., u1Tl&ll ) := u(l) = u(l; Umu, A)

Mit dem Newton-Raphson Verfahren versuchen wir die Niveaulinie 'Von
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F(),.,umu );;: 0 (3.2.13)

iterativ zu bestimmen. Wir wählen einen festen Wert rur ~u und betrachlen folgende Ite

ration:

Au ;;: Startwen (wird vom Programm abgefragt)

1...,. A,-F~~) n.1,2.....

Die Ableitung

~(r) :: F,). ;;: u,). (r; u"",l'),.)

bestimmen wir aus einer Variationsgleichung der Ausgangsgleichung (3.2.1):

(3.2.14)

(3.2.15)

~,,+N;I ~·+p(r)(eu+),.euO;;: 0,

nO)=W)=O.
(3.2.16)

Zur Bestimmung der Lösung ~(r) an der Stelle r ;;: 1 mit der RKD-Routine fUgen wir zum

System (3.2.11) ein System von Variationsgleichungen hinzu, welches wir mitintegrieren:

~ = ~

·IN (",,)i;,. -T(,-p(,) • +1.. -, •

mit Anfangswerttn ~1 (0) ;;: 0

(,(0) • O.

(3.2.17)

In der verwendeten Software (siehe Anhang) wird die Iteration (3.2.14) abgebrochen. falls

gilt. TOL > 0 ist die eingegebene Fehlenoleranz ftir die aUlomatische Schrinweitensteuerong

der RKD·Routine (siehe Anhang) und C :;;: 10 ist ein Sicherheitsfaktor. Falls An ;;: 0 ist, SO

steuen das obige Abbruchkriterium den absoluten Fehler. sonst wird eher nach dem relativen

Fehler abgebrochen. Die Variationsgleichung (3.2.16) besitzt die gleiche l/r-Singularität wie

das ursprüngliche Problem (3.2.1). Zur Bestimmung der Lösung müssen wir wieder eine
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das ursprüngliche Problem (3.2.1). Zur Bestimmung der Lösung müssen wir wieder eine
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Entwicklung im Nullpunkt durchfUhren. Es sei

O<xs~. x:= ~ (3.2.18)

der Ansatz fUr die Lösung in der Nähe des Nullpunktes. Über die Beziehung

k=O.I.2.3

lassen sich die Koeffizienlen rur den Ansatz (3.2.18) direkl aus der Emwicklung (3.2.8) rur

die Lösung u(r) berechnen. Mit den Fonncln (3.2.9) für Ul' U2 und U). sowie dem

Anfangswen Uo := Umax erhalten wir folgende Koeffizienten ~:

1;,=0.
(3.2.19)

Die Koeffizienten K j und R, sind in (3.2.9) definien. Bei genügend kleiner Wahl von Xl = r1
2

liefern ce Enlwickl\IDgen (3.2.10) und (3.2.18) gute Approximationen fUr die Lösungen u(r)

und C(r) in r S r1 • Im Inlerval r
1

S r S 1 wird die Lösung mit dem RKD-Imegrator berechnet

Für volle Maschinengenauigkeil mit TOL := 10 -18 erreichl man nach der typischen Zahl von 4

bis 6 Newtoniterationen mindeslens 15 • slellige Genauigkeit fUr ).. falls ein Anfangswen

eingegeben wird. welcher der Grössenordnung nach richtig ist. Wir berechnen somit einige

Punkle der Funktion

(3.2.20)

50 dass die Niveaulinienrelation (3.2.13) erfüllt ist. Den obigen Zusammenhang (3.2.20)

stellen wir in einem Bifurlcationsdiagramm dar. Wir halten uns an die in der Literalur (siehe

(2)) übliche Daßleliung und tragen auf der Abszisse Wene von). und auf der Ordinate Wene

von um.... ab. In der folgenden Graflk I sind die Bifurkationsdiagramme fUr die 2. 3. 4 und 5

dimensionale (Hyper-) Kugel dargestellt. Für den Parameter e(=:a im Diagramm) wurde ein

charakteristischer Wen von 9 := 0.5 gewählt Pro Kurve wurden 380 Punkte berechnet. Um

sicher eine glane Kurve zu erhalten. wurde eine Mindesttoleranz von TOL::: 10' 10

verwendet In der nächsten Grafik 2 sind für die Parameterwene

e := 0.5. ).:; 1.8 und N:= 3

alle 3 Lösungen u(r) der inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1) im Imervall 0 S r S 2

aufgezeichnel. Mit dieser Graflk bestätigen wir numerisch ein Iheoretisches Resuhal aus [17)

und (18). In jenen Arbeiten wird ftir semilineare elliptische Gedoch nur homogene) Probleme
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mit strikt konvexer Nichllinearitll.t bewiesen, dass es kein Tripel von Lösungen gibt, deren

Wem im Intervall (0. 1] geordnet sind. Die Graphen der instabilen Lösungen schneiden sich

gegenseitig.

Um den kritischen Punkt ().", Uo"= u· lN.'Il ) bestimmen zu können, definieren wir vorerst die

Hilfsfunktion

Wir wollen unter Verwendung der Gelfand·Gleichung (3.2.1) einen Ausdruck für die

Funktion G = G(uma.) herleiten. Dazu betrachten wir in der Niveauliniengleichung (3.2.13)

die Variable). als Funktion von umu.'

(3.2.21)

Wir leiten (3.2.21) nach umu ab und erhalten

(3.2.22)

Mit den Definitionen (3.2.15) flir ~(r) und

(3.2.23)

ergibt sich aus (3.2.22) folgender Ausdruck für G:

~
G = -f'

Tl(r) bestimmen wir aus einem weiteren Variationsgleichungssystems, welches wir zum

System (3.2.11) hinzufügen.

(3.2.24)

mit Anfangswenen: 'Tl1(0) = 1

~,<O) = O.

Einen kritischen Punkt u"mu ist die Nullstelle von G(umu)' Wir bestimmen ihn aus der
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Gleichung

G(umu)=O.

Mit u·ml.ll be~hnen wir dann über die Newtoniteration (3.2.14) den kritischen Wen "A:. Um

die Berechnung der Ableitung G.mu zu vermeiden. verwenden wir diesmal ein Sekanten

ite:n.tionsverfahren. welches im generischen Fall (G.u mall ~ 0) ein Fehlergesetz der folgenden

Foon hat,

1ea+1 I ... const Ie~ IP (p = 1+/5 = 1.618 .... Goldener Schnitt ).

mit en := u·m.u - u
TllM

n (Fehler des noten Folgengliedes)

Es sei nebenbei bemerkt. dass der Konvergenzexponent beim Newtonverfahren im generi

schen Fall quadnuisch (p = 2) ist. Wir erhalten somit das folgende Iterationsschema:

~ = "guter" Startwert (wird vom Programm abgefragt)

u:nu. = u~ + 10- s

~I = ~-KOR (3.2.25)

KOR;=
G (ur::u)

IlIFF
DIFF :=

G(U~~)_G(U~1 )

~_~I

Im Programm (siehe Anhang) wird das obige Itenuionsschema abgebrochen. falls gilt

c2 ist ein Sicherheitsfaktor rur den Abbruch der Iteration und ist beim Abbruchkriterium des

Iterationsschemas (3.2.14) definien (e = 10). TOL ist wieder die eingegebene Fehlenoleranz

für die RKD-Routine. Um eine Genauigkeit von ca. 14 Stellen ftir u·mu und).· zu erhalten.

benötigt man bei guten Startwerten (d. h. mindestens eine Ziffer richtig) typischerweise 4 bis 6

Iterationen. Die Variationsgleichung (3.2.24) besitz!. ebenfalls eine lIr-Singularität beim Term

mit der ersten Ableitung. Um die Lösung numerisch berechnen zu können. ist es wieder

zweckmässig. diese in der Nähe des Nullpunktes dun;:h das Taylorpolynom
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(3.2.26)

zu approximieren. Die Koeffizienten Tlt lassen sich aus (3.2.19) berechnen durch die

Beziehungen:

Tlo '" I,
(3.2.27)

Zusammenfassend halten wir fesl:

In der Subroutine, in welcher das Differentialgleichungssystem mit den Variationsgleichun

gen für den Runge-Kuna-Integtalor RKD definien werden muss, programmieren wir in

Fortran das folgende System:

F-DEXP(-O.SDO*ALF*ALF*T*T+X(l»

DF-F

HI-(1.DO-NN) /T

DX(1)-X(2)

DX(2)-HI*X(2)-LAM*F

OX(3)-X(4)

DX(4)-HI*X(4)-LAM*DF*X(3)

DX(S)-X(6)

OX(6)mHI*X(6)-F-LAM*DF*X(5)

(3.2.28)

Anfangswene:

Dabei wurde gesetzt

X(l)mUM

X(2)-0.00,

x (3) -1. 00

x(4)-0.00,

X(5)"'0.DO

X(6)-0.DO.

• , '::: l-N. , . (-<erla+u,) .
F := e (Vemunderung des Rcchenaufwandes), UM:::: umu ,

ALF := G, F:= CF (hier unnötige Definition, aber als Vorbeleirung für Beispiel (3.3.1) gedacht)

uod X(i) :=u,

X(2) :=~

X(3) ::IITlI

X(4) :=Tl2

X(S) :"'~l

X(6) ,."

DX(1):=u1

OX(2) :=u2
DX(3) :=Tl,

DX(4) :=Tl2

OX(5):"'~,'

OX(6) :=~2'.

- 137 •

(3.2.26)

zu approximieren. Die Koeffizienten Tlt lassen sich aus (3.2.19) berechnen durch die

Beziehungen:

Tlo '" I,
(3.2.27)

Zusammenfassend halten wir fesl:

In der Subroutine, in welcher das Differentialgleichungssystem mit den Variationsgleichun

gen flir den Runge-Kuna-Integralor RKD definien werden muss, programmieren wir in

Fortran das folgende System:

F-OEXP(-O.SOO*ALF*ALF*T*T+X(l»

OF-F

HI-(1.00-NN) /T

OX(1)-X(2)

OX(2)-HI*X(2)-LAM*F

OX(3)-X(4)

OX(4)-HI*X(4)-LAM*OF*X(3)

OX(S)-X(6)

OX(61-HI*X(6)-F-LAM*OF*X(5)

(3.2.28)

Anfangswene:

Dabei wurde gesetzt

X(i)-UM

X(2)-0.00,

x (3) -1. 00

x(4)-0.00,

X(5)"'0.OO

X(6)-O.OO.

"
'::: l-N. , . ( _(9rj2a + U

t
) •

F :::: e (Vemunderung des Rcchenaufwandes), UM:::: umu ,

ALF :::: G, F:::: DF (hier unnötige Definition, aber als Vorbereirung für Beispiel (3.3.1) gedacht}

uod X(i) :=u1

X(2) :::~

X(3) ::lETll

X(4) :::Tl2

X(S) :"'~l

X(6) '=(,

OX(l) :::u l

OX(2) :=u2

OX(3) :::t'Il

DX(4) :=Tl2

OX(5):"'~I'

OX(6) :::~2'.
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In den Polynomen (3.2.10), (3.2.18) und (3.2.26) sind Terme bis und mit 6. Ordnung der

zugehörigen fonnalen Entwicklungen berUcksichtig. Der Abbruchfehler der abgeleiteten Poly

nome der oben erwähnten Entwicklungen sind von der Grössenordnung O(r7). Mit den obigen

Anfangswenen berechnen wir die Koeffizienten von (3.2.10), (3.2.18) und (3.2.26) und

werten diese Polynome mit der Subroutine HORNER an der Stelle

rz::: TOL I{I

aus. Wir setzen TOL ::: 10' 18 (volle Ma.schinengenauigkeit) und erhalten rz :: 2.68 10. 3• Aus

Sicherbeitsgrtinden wurde aber im Programm rz ::: 10. 4 gewählt Das Programm setzt nachher

den an der Stelle rzberechneten Lösungsvektor als "Anfangswen" in die Sutroutine RKD ein.

Es wird der oben definierte Wen flir den Parameter TOL in der RKD-Routine eingesetzt (siehe

Anhang). [ rz• I] ist das Integrationsintervall. Die korrekte Funktion der oben erwähnten

AIgcli.thmen wurden mit Testläufen bei verschiedenen Wemn von TOL zusätzlich kontrollien.

Es wurden verschiedene Rechenaufwände beobachtet. Falls wir eine Lösung berechnen, die

auf dem stabilen Ast des Bifurkalionsdiagramms liegt (umn $ u·mn). braucht der

RJCD..Integrator ca. 200 Schritte. Für die Berechnung von Lösungen auf dem ersten instabilen

Ast des Bifurkationsdiagramms (N :: 3) benötigt der RKD·lntegrator ca. 400 bis 500

Integrationsschrine. Für grosse Wene von um... wird die Berechnung der Lösung schwierig.

Der Rechenaufwand nimmt erheblich zu. Der Aufwand zur Berechnung von Punkten des

Bifurkationsdiagramms (Newtoniteration (3.2.14» bzw. der zusätzlichen Bestimmung des

kritischen Punktes (Sekanteniteration (3.2.25» wird im wesentlichen durch den RKD

Integrator bestimmt Das Differentialgleichungssystem (3.2.28) ftir die Subroutine OOL sowie

die formalen Entwicklungen in der Subroutine ASYMPT (siehe Anhang File: BPt.FOR) sind

bezüglich des Aufwandes nicht optimal implementiert. Die Rechnungen wurden mit dem

Resultat (3.2.7) (Spezialfall N :: 1 und e:: 0) verglichen. Zudem konnte man mit dem

kritischen Wen A.. :: 2 der homogenen Gelfand-Gleichung (2.3.5) im Einheitskreis

vergleichen (siehe [2]).

Als weitere Variante der inhomogenen Gelfand-Gleichung betrachten wir das Problem «2.3.1)

Fall b) mit dem selbsladjungiener Differentialausdruck (o(r)u'~)'k und mit o(r) aus (3.0.2»:

(&l

u.. +(N;l +e2r)u'+A.e·-'-eu ::0. O<r<1

u"(O): u(l) = 0" (u(O): uo ).
(3.2.29)

Analog dem vorangehenden Fall fUgen wir zur obigen Gleichung (3.2.29) zwei Variationsglei

chungen hinzu:
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und

O<r<1

(9-.)2

~"+(N;1+92r)~'+e'-2-(cU+AeU~) =0,

'-(O)·W)·o

O<r<l

Somit müssen wir in der zugehörigen Subroutine DGL zum RKD-Integrator das folgende

System definieren:

F-OEXP(X(1)-O.500*ALF*ALF*T*T)

DF-F

HI-(l.DO-NNI/T-ALF*ALF*T

OX(lj-X(2)

DX(2)-HI*X(2)-LAM*F

OX (3) -x «I)

OX(4)-HI*X(4)-LAM*DF*X(31

DX(S)""X(6)

DX(6)-HI*X(6)-F-LAM*DF*X(S)

(3.2.30)

Anfangswene: X(l)-UM

X(2)-O.DO

X(3j-l.OO

X(4)"O.DO

X(5)=O.OO

X(Gj ..O.OO

(Oie Bedeutung der Variablen in der obigen Fortranroutine wurde beim System (3.2.28)

erklän.) Für die Berechnung der Lösung u(r) um den Nullpunkt setzen wir die folgenden

formalen Emwicklungen an:

u(r) = Uo + VI x+ U2 x2+ U3 x3 •

u'(r) = 2r(U
J
+2U2 x+3U

3
x2)

mitlt=~
(3.2.31)

Durch Koeffizientcnvergleich erhalten wir analog zum vorangehenden Beispiel (3.2.1) für Uk
die Ausdrücke
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"VI = - 2N'
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(Anfangswen) (3.2.32)

z
K'-O K.- 1

t·- 8N' "'1.- 8N(N +2)

(3N + 10) 0
2

R,'= 48N(N+2)(N+4)'
R,.- N+l

.- 24N2(N+2)(N+4)

Die fonnalen Entwicklungen um den Punkt r = 0 fl.ir die Lösungen 11(r) und ~(r) der

Variationsgleichungen erhalten wir ebenfalls analog zum vorangehenden Fall. Die Koeffizien

ten ftir

undfiU

110 = I

"~ = --= UI 2N t

(3.2.33)

ethalten wir: ~=O, ~k = ~k , k= 1, 2, 3. (3.2.34)

Die Koeffizienten Kt und K" sowie RI' ~. R) sind in (3.2.32) definiert. In Tabelle 4 sind die

kritischen Punkte fUr die Beispiele (3.2.1) und (3.2.29) zusammengestellt.

Uo = Umu

"VI = - 2N'

- 140 -

(Anfangswen) (3.2.32)

z
K'-O K.- 1

I .- 8N' ""2.- 8N (N + 2)

(3N + 10) 0
2

R,'= 48N(N+2)(N+4)'
",._ N+l

.- 24N2 (N+2)(N+4)

Die fonnalen Entwicklungen um den Punkt r = 0 fl.ir die Lösungen 11(r) und ~(r) der

Variationsgleichungen erhalten wir ebenfalls analog zum vorangehenden Fall. Die Koeffizien

len für

undfiU

110 = I

"~ = --= U
I 2N I

(3.2.33)

erhaltenwir: ~=O. ~k= ~k. k=1.2.3. (3.2.34)

Die Koeffizienten K1 und K" sowie RI' ~. R3 sind in (3.2.32) definiert. In Tabelle 4 sind die

kritischen Punkte fili' die Beispiele (3.2.1) und (3.2.29) zusammengestellt.
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Beispiel (3.2.29)

1..'

N = I

0 1.1868422 0.8784577 1.1868422 0.8784577

0.25 1.1858628 0.8822885 1.1878229 0.8930035

0.5 1.1829795 0.8937142 1.1907258 0.9376127
0.75 1.178351O 0.9125355 1.1954226 1.0151950
1.0 1.1722263 0.9384231 1.2016708 1.1305507

N = 2

0 1.3862944 2.()()()()()()() 1.3862944 2.()()()()()()()

0.25 1.3851319 2.0142181 1.3886192 2.0342728

0.5 1.3816829 2.0569269 1.3955121 2.1394820

0.75 1.3760637 2.1282631 1.4066970 2.3227839

1.0 1.3684718 2.2283695 1.4216183 2.5959664

N = 3

0 1.6074568 3.3219921 1.6074568 3.3219921

0.25 1.6066317 3.3519830 1.6115702 3.3802413

0.5 1.6041525 3.4425042 1.6237791 3.5591477

0.75 1.6000167 3.5951295 1.6436171 3.8711445

1.0 1.5942451 3.8122491 1.6700860 4.3366443

N = 4

0 1.8610469 4.8146962 1.8610469 4.8146962

0.25 1.8610415 4.8649703 1.8675612 4.9003914

0.5 1.8609626 5.0172296 1.8869029 5.1636422

0.75 1.8606350 5.2756691 1.9183225 5.6228399

1.0 1.8598089 5.6468890 1.9601219 6.3080304

Tabelle 4

(Kritische Punkte (A.., u'mu.) der inhomogenen Gelfand·Gleichungen (3.2.1) und (3.2.29).)
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- 141 -

Beispiel (3.2.29)

1..'

N = I

0 1.1868422 0.8784577 1.1868422 0.8784577

0.25 1.1858628 0.8822885 1.1878229 0.8930035

0.5 1.1829795 0.8937142 1.1907258 0.9376127
0.75 1.17835IO 0.9125355 1.1954226 1.0151950
1.0 1.1722263 0.9384231 1.2016708 1.1305507

N = 2

0 1.3862944 2.()()()()()()() 1.3862944 2.()()()()()()()

0.25 1.3851319 2.0142181 1.3886192 2.0342728

0.5 1.3816829 2.0569269 1.3955121 2.1394820

0.75 1.3760637 2.1282631 1.4066970 2.3227839

1.0 1.3684718 2.2283695 1.4216183 2.5959664

N = 3

0 1.6074568 3.3219921 1.6074568 3.3219921

0.25 1.6066317 3.3519830 1.6115702 3.3802413

0.5 1.6041525 3.4425042 1.6237791 3.5591477

0.75 1.6000167 3.5951295 1.6436171 3.8711445

1.0 1.5942451 3.8122491 1.6700860 4.3366443

N = 4

0 1.8610469 4.8146962 1.8610469 4.8146962

0.25 1.8610415 4.8649703 1.8675612 4.9003914

0.5 1.8609626 5.0172296 1.8869029 5.1636422

0.75 1.8606350 5.2756691 1.9183225 5.6228399

1.0 1.8598089 5.6468890 1.9601219 6.3080304

Tabelle 4

(Kritische Punkte ().., u'mu.) der inhomogenen Gelfand·Gleichungen (3.2.1) und (3.2.29).)
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3.2.2 Numerische Werte für untere Scbranken ~-

J.l- Werte zur inhomogenen GelfandoGleicbung (3.2.1)

Nach den Vorbereitungen in den vorangegangenen Abschnitten sind wir nun in der Lage,

untere Schranken J.l- fUr den kritischen Wen"J.: der inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1)

und (3.2.29), gemäss den Korollaren 2.3.2 und 2.3.3, numerisch zu berechnen. Die unteren

Schranken J.l- sind durch die kritischen Werte eines eindimensionalen elliptischen Randwen

problems der Fonn (2.3.15) bzw. (2.3.18) bestimml Wir können somit zur Berechnung von

J.l- das gleiche Verfahren anwenden, wie es im vorangehenden Unterabschniu (3.2.1)

beschrieben wurde. Wir müsscn lediglich in der Subroutine DGL für den RKD-Integrator ein

modifizienes DifferentiaigieichungssYSletn und ein anderes IntegrationsinterVall definieren. Als

erstes wenden wir Korollar 2.3.2 auf die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.1) an. Die

Voraussetzungen (H) (Maximumprinzip) rur die Inhomogenitäl per) (siehe (3.0.1» sind in

(3.1.10) und (3.1.Il) überprüft worden. Um den kritischen Wen Il" des Randwertproblems

(2.3.15) in Voraussetzung (i) des Korollars 2.3.2 berechnen zu können, definieren wir in

einer Subroutine das folgende System mil den heiden Variationsgleichungen:

F-DEXP(X(l)

OF ..F

HI"-2*ALF*DTAN(ALF*T»

OX(l)-X(2)

OX(2)-HI*X(2j-LAM*F

OX(3)"X(4)

DX(4)-HI*X(4j-LAM*OF*X(3)

DX(5)-X(6)

DX(6)-HI*X(6)-F-LAM*OF*X(5),

(3.2.35)

Anfangswene: X(l)-UM

X(2)-O.DO

X(3j-l.OO

X(4j-O.DO

X(5)-O.OO

X(6)-O.OO,

Die Arrayvariablen X (*) und ox (*) sind beim System (3.2.28) definien. Für die weiteren

Grössen, welche mit dem Randwertproblem (2.3.15) verknüpfl sind, gilt:
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3.2.2 Numerische Werte für untere Schranken ~-

~- Werte zur inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1)

Nach den Vorbereitungen in den vorangegangenen Abschnitten sind wir nun in der Lage.

untere Schranken ~- fUr den kritischen Wen"A- der inhomogenen Gelfand-Gleichung (3.2.1)

und (3.2.29), gemäss den Korollaren 2.3.2 und 2.3.3, numerisch zu berechnen. Die unteren

Schranken ~- sind durch die kritischen Werte eines eindimensionalen elliptischen Randwen

problems der Fonn (2.3.15) bzw. (2.3.18) bestimml Wir können somit zur Berechnung von

~- das gleiche Verfahren anwenden, wie es im vorangehenden Unterabschniu (3.2.1)

beschrieben wurde. Wir müssen lediglich in der Subroutine DGL für den RKD-Integrator ein

modifizienes Differentialgleichungssystetn und ein anderes IntegrationsintelVail definieren. Als

erstes wenden wir Korollar 2.3.2 auf die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.1) an. Die

Voraussetzungen (ii) (Maximumprinzip) flir die Inhomogenität per) (siehe (3.0.1» sind in

(3.1.10) und (3.1.11) überprüft worden. Um den kritischen Wen~· des Randwertproblems

(2.3.15) in Voraussetzung (i) des Korollars 2.3.2 berechnen zu können, definieren wir in

einer Subroutine das folgende System mit den bciden Variationsgleichungen:

F-DEXP(X(l)

OF-F

HI--2*ALF*DTAN(ALF*T»

OX(l)-X(2)

OX(2)-HI*X(2j-LAM*F

OX(3)-X(4)

DX(4)-HI*X(4j-LAM*DF*X(3)

DX(5)-X(6)

OX(6)-HI*X(6)-F-LAM*OF*X(S),

(3.2.35)

Anfangswene: X(l)-UM

X(2)-O.DO

X(3j-l.OO

X(4j-O.OO

X(5)-O.DO

X(6)-O.DO,

,
Integrarionsinterval1: 0 ~ " S; " .

Die Arrayvariablen X (*) und DX (*) sind beim System (3.2.28) definien. Für die weiteren

Grössen, welche mit dem Randwertproblem (2.3.15) verknüpfl sind, gilt:



X,
F :=e
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F..DF (nicht nötig, aber einfach modifirierbar bei weiteren

Beispielen, siehe Absclmin 3.3),

COrmlonblock-Parameter: LT>.M:=~, ALF := _1_, UM:= Xnw; = X(O) .
!i

Die Parameter i und ~ bestimmen wir gemäss den Formeln in Voraussetzung (i) von Korollar

2.3.2. Dabei ist zu beachten, dass der Parameter W.

genügend gross sein muss (siehe Beweis von Korollar 2.3.2). Wir setzen deshalb

Im Fall p' > ~ setZtn wir die Grössen

in i = 0,. + ßein. Für den Parameter -'- des Randwertprobkrns (2.3.15) erhält man die Beziehung:
!i

(3.2.36')

,
Für '6 gelten entsprechend die folgenden Formeln:

(3.2.36")

Der Wert flir 1/-Jä wird in der Subroutine PARAM (siehe File PARAN. FOR) gemäss (3.2.36')

berechnel und über die Output-Variable DGP dem Hauptprogramm übergeben. Im

X,
F :=e

- 143·

F..DF (nKilt nötig, aber einfach modifirierbar bei weiteren

Beispielen, siehe Absclmin 3.3),

COrmlonblock-Parameter: LT>.M:=~. ALF := _1_, UM:= Xmu = X(O) .
!i

Die Parameter i und ~ bestimmen wir gemäss den Formeln in Voraussetzung (i) von Korollar

2.3.2. Dabei ist zu beachten, dass der Parameter W.

genügend gross sein muss (siehe Beweis von Korollar 2.3.2). Wir setzen deshalb

Im Fall p' > ~ setztn wir die Grössen

2'1=_4 _
- , '
Km;" 1+2

in i = 0,. + ßein. Für den Parameter -'- des Randwenprob1erns (2.3.15) erhält man die Beziehung:
!i

{" .--!!'!!.!'.. L.". R' A1ilI.lll ... >w,
1 21

!i ,= _1_ falls ß' <(l, (2= I).

~

,
Für '" gelten emsprechend die folgenden Formeln:

(3.2.36')

(3.2.36")

Der Wert flir 1/-Jä wird in der Subroutine PARAM (siehe File PARAN. FOR) gemäss (3.2.36')

berechnel und über die Output-Variable DGP dem Hauptprogramm übergeben. Im
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Hauprprogramm wird ALF...OGP gesetzt, da Variablen im Subroutinenkopf beim verwendeten

Fortrancompiler keine Commonblock-Variablen sein dürfen. Mittels dem Commonblock

Parameter l\LF wird die Grösse (3.2.36') der Subroutine DGL übergeben, wo das Problem

(2.3.15) als System der Form (3.2.35) impbner6::rt isL Die Pararreter lHi und ~ könnteman

u:h direkt (ohne vorherige BestimlTUlg der Hilfsgrösse i) aus den oberen Schranken ~ und ~ be

rechnen, welche für das Hilfsproblem (3.1.1) in Tabelle I aufgelistet sind. Im ersten Spalten

paar der folgenden Tabelle 5 sind die Ergebnisse rur die kritischen Punkte X·mu und IJ..

dargestellt. welche sich aus dem Syslem (3.2.35) mit den oben definienen Parametern

(3.2.36'/36") berechnen lassen. In den hinteren beiden Spalten von Tabelle 5 sind diejenigen

kritischen Punkte )('mu. und IJ.. aufgelistet, die sich ebenfalls aus System (3.2.35) ergeben.

Ql.bei werden aber die Panuneter lHi und.a mincls W rnu und ~maJt aus Tabelle 1 analog zu den

Beziehungen (3.2.36'136") wie folgt berechnet:

~:= max {'tmu !imin ' Wmu. } (Def. von imin siehe (2.3.16) bzw. (3.1.9»

i:=wmu+ß

~=05J1=+~)
(3.2.37)

6 x;.. ~. x;.. ~.

(Q" ~ eing""n) (wrnu ' \nu eingesetzt)

-------
N = 2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2148430 1.0473036 1.2115387 1.8081094

0.5 1.2131203 1.0696049 1.2100092 1.8479547

0.75 1.2098847 1.1044780 1.2071487 1.9140552

1.0 1.2044644 1.1469448 1.2023817 2.0055325

N=3

0 1.2290509 1.1724911 1.2290509 2.7308913

0.25 1.1835494 1.2288679 2.7561216

0.5 1.2167340 1.2282747 2.8322456

0.75 1.2718129 1.2271275 2.9604436

1.0 1.3478945 1.2251412 3.1422520
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Hauptprogramm wird ALF...OGP gesetzt, da Variablen im Subroutinenkopf beim verwendeten

Fortrancompiler keine Commonblock-Variablen sein dürfen. Mittels dem Commonblock

Parameter l\LF wird die Grösse (3.2.36') der Subroutine DGL übergeben, wo das Problem

(2.3.15) als System der Form (3.2.35) impbnertic:rt isL Die Pararrcter lHi und ~ könnteman

auch direkl (ohne vorherige BestimlTUlg der Hilfsgrösse i) aus den oberen Schranken (tr und ~ be

rechnen, welche für das Hilfsproblem (3.1.1) in Tabelle I aufgelistet sind. Im ersten Spalten

paar der folgenden Tabelle 5 sind die Ergebnisse rur die kritischen Punkte X·mu und IJ..

dargestellt, welche sich aus dem Syslem (3.2.35) mit den oben definienen Parametern

(3.2.36'/36") berechnen lassen. In den hinteren beiden Spalten von Tabelle 5 sind diejenigen

kritischen Punkte x"mu. und IJ.. aufgelistet, die sich ebenfalls aus System (3.2.35) ergeben.

Ql.bei werden aber die Par.uneter lHi und.a mincls Wrnu und ~rnax aus Tabelle 1 analog zu den

Beziehungen (3.2.36'136") wie folgt berechnet:

~:= max {~mu timin ' Wmu } (Def. von iCmin siehe (2.3.16) bzw. (3.1.9»

i:=wmu+ß

~=05Ji=+~)
(3.2.37)

6 x;.. ~. x;.. ~.

«(tr, ~ eingesetzt) (wrnu ' \nu eingesetzt)

_._------
N = 2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2148430 1.0473036 1.2115387 1.8081094

0.5 1.2131203 1.0696049 1.21 (X)()92 1.8479547

0.75 1.2098847 1.1044780 1.2071487 1.9140552

1.0 1.2044644 1.1469448 1.2023817 2.0055325

N=3

0 1.2290509 1.1724911 1.2290509 2.7308913

0.25 1.1835494 1.2288679 2.7561216

0.5 1.2167340 1.2282747 2.8322456

0.75 1.2718729 1.2271275 2.9604436

1.0 1.3478945 1.2251412 3.1422520
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N :; 4

0 1.2290509 1.2748936 1.2290509 3.6411884

0.25 1.2882027 3.6792161

0.5 1.3284649 3.7944717

0.75 1.3965787 3.9903972

1.0 1.4936272 • 4.27246:;4

Tabelle 5
(Anwendung von Korollar 2.3.2 auf Problem (3.2.1»

Rechenaufwand:

Der Aufwand zur Berechnung des kritischen Punktes (X'mu ' ~.) ist vor allem durch die

RKD-Routine bestimmt. Die Newton- bzw. Sekanteniterationen zur Berechnung der unteren

Schranken ~. fallen weniger ins Gewichl. Experimentell wurde folgender Aufwand emlinelt:

• p
Anz. Auswertungen der rechten Seite von (3.2.35) .. c·TQL

mit; c=182,

p '" t (Runge-Kuna 8. Ordnung).

TOL = Parameter für die Fehlenoleranz in RKD-Routine.

(3.2.38)

C ist eine Konstante, welche von weiteren Grössen abhängt, wie 2.B. Nichtlinearität feX) = eX

und Anfangsbedingungen. Bei der Bestimmung der obigen Aufwandfonnel (3.2.38) wurde

mil folgenden Stanwenen experimentien:

X(O) = Xmu. = 1.0 (muss ein gut gewählter $tartwen sem),

I.t = 1.0 (muss nur in der GrössCllordnung richtig gewählt werden).

Falls 2.B. TOl = 10 - 10 gewählt wird, erhält man mit der obigen Formel (3.2.38) ca. 3236

Auswertungen der rechten Seile von (3.2.35), um den kritischen Punk.t (X"mlU' I.t") mit ca.

7,slelliger Genauigkeit zu erhalten. Man beachte, dass das System (3.2.35) keine

Singularitäten besitzt. Deshalb sind rur die Integration weniger Schrille notwendig, als für die

Berechnung des exakten kritischen Wertes )." fLir eine (Hyper-) Kugel gemäss (3.2.28)

( IIr-Singularität).
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N :; 4

o
0.25

0.5

0.75

1.0

1.2290509 1.2748936

1.2882027

1.3284649

1.3965787

1.4936272

1.2290509 3.6411884

3.6792161

3.7944717

3.9903972

4.27246:;4

Rechenaufwand:

Tabelle 5

(Anwendung von Korollar 2.3.2 auf Problem (3.2.1»

Der Aufwand zur Berechnung des kritischen Punktes (X'rnu' ~.) ist vor allem durch die

RKD-Routine bestimmt. Die Newton- bzw. Sekanteniterationen zur Berechnung der unteren

Schranken Jl. fallen weniger ins Gewicht. Experimentell wurde folgender Aufwand emlinelt:

• P
Anl. Auswertungen der rechten Seite von (3.2.35) .. c·TQL

mit c=182,

P '" i (Runge-Kuna 8. Ordnung).

TOL = Parameter für die Fehlenoleranz in RKD-Routine.

(3.2.38)

C ist eine Konstante, welche von weiteren Grössen abhängt, wie l.B. Nichtlinearität feX) = eX

und Anfangsbedingungen. Bei der Bestimmung der obigen Aufwandfonnel (3.2.38) wurde

mit folgenden Stanwenen experimentien:

X(O) "" Xmu = 1.0 (muss ein gut gewählter $tartwen sem),

Jl = 1.0 (muss nur in der Grössenordnung richtig gewählt werden).

Falls l.B. TOl = 10 - 10 gewählt wird, erhält man mit der obigen Formel (3.2.38) ca. 3236

Auswertungen der rechten Seite von (3.2.35), um den kritischen Punkt (X"rnu' Jl") mit ca.

7·stelliger Genauigkeit zu erhallen. Man beachte, dass das System (3.2.35) keine

Singularitäten besitzt. Deshalb sind rur die Integration weniger Schritle notwendig, als für die

Berechnung des exakten kritischen Wertes )." fLir eine (Hyper-) Kugel gemäss (3.2.28)

( Ur-Singularität).
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J..L. Werte zur Gelrand.Gleichung (3.2.29)

Als nächstes Beispiel betrachten wir die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.29) mit einem

selbstadjungierten Differentialoperawr. Die Berechnung der kritischen Punkte (X' mu' J.l.
0

)

verläuft ähnlich wie im vorangehenden Fall. Es sind die Bedingungen in der Bemerkung zu

Korollar 2.3.2 zu prüfen. Die Vorausselzungen für das Maximumprinzip sind aufgrund der

Beziehungen (3.1.13/14) für 0 :s: as: 1 erfullt. In der zweiten Doppelspalte von Tabelle 6 sind

wieder diejenigen Wertepaare aufgelislet. die sich ergeben. falls wir die richtigen Werte ftir die

Parameter W rnu und f ..... aus dem Hilfsprobkm (3.1.12) (siehe Tabelle 2) im Randwenproblem

(2.3.15) bzw. im zugehörigen System (3.2.35) einsetzen.

9 "0
(~, ~ eingesetZ2)

"0
(wmu ' \"U eingesetzt)

N = 2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2164546 1.0569734 1.2129736 1.8244596

0.5 1.2197237 1.1105970 1.2158887 1.9155350

0.75 1.2253495 1.2059936 1.2209176 2.0744476

1.0 1.2290509 1.3478945 1.2282712 2.3120092

N =3

0 1.2290509 1.I724911 1.2290509 2.7308913

0.25 1.I906195 2.7737837

0.5 1.2465138 2.9051270

0.75 1.3448199 3.1329007

1.0 1.4936272 3.4702721

N = 4

0 1.2290509 1.2748936 1.2290509 3.6411884

0.25 1.2941773 3.6983783

0.5 1.3534987 3.8735026

0.75 1.4573464 4.1772010

1.0 1.6134180 4.6270294

Tabelle 6

(Anwendung von Korollar 2.3.2 mit Bem. auf den selbstadjungierten Fall (3.2.29»
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J..L. Werte zur Gelrand.Gleichung (3.2.29)

Als nächstes Beispiel betrachten wir die inhomogene Gelfand-Gleichung (3.2.29) mit einem
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(2.3.15) bzw. im zugehörigen System (3.2.35) einsetzen.

9

(~, ~ eingesetZ2)

~.

(Wrnu ' \n;u eingesetzt)

N = 2

0 1.2153839 1.0396787 1.2120200 1.7948076

0.25 1.2164546 1.0569734 1.2129736 1.8244596

0.5 1.2197237 1.1105970 1.2158887 1.9155350

0.75 1.2253495 1.2059936 1.2209176 2.0744476

1.0 1.2290509 1.3478945 1.2282712 2.3120092

N =3

0 1.2290509 1.172491 I 1.2290509 2.7308913

0.25 1.1906195 2.7737837

0.5 1.2465138 2.9051270

0.75 1.3448199 3.1329007

1.0 1.4936272 3.4702721

N = 4

0 1.2290509 1.2748936 1.2290509 3.6411884

0.25 1.2941773 3.6983783

0.5 1.3534987 3.8735026

0.75 1.4573464 4.1772010

1.0 1.6134180 4.6270294

Tabelle 6

(Anwendung von Korollar 2.3.2 mit Bem. auf den selbstadjungierten Fall (3.2.29»
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Einfluss von g(w) im Ansatz der P-Funklion

Um den Unlerschied zwischen

g(w) := I

"nd

im Ansatz

2 •
P=g(w)!Vwl +2J2g(Y)dY. w Lösung von (3.1.1)

o
(3.2.39)

zu illustrieren, berechnen wir gemäss Korollar 2.3.2 die krilischen Wene X·mu und 11· rur

den Grenzfall ~ ~ -, d. h. wir setzen im System (3.2.35) die Parameterwene:

-'- = ALF = O.
.fj

I I, f= f· 'Mi l1iö=RII = .,p(s)ds= e dS=eerf(912).
o 0

Es ergeben sich die in Tabelle 7 zusammengefassten unteren Schranken I!., die rur das

Problem (3.2.1) sowie auch ftir das Problem (3.2.29) (selbstadjungiener Fall) gelten.

e x:.... ~.

0 1.1868422 0.8784577

0.25 0.8876369

0.5 0.9155167

0.75 0.9631179

1.0 1.0321188

Tabelle 7

(Korollar 2.3.2, Grenzfall ~ ~ -, Dimension N > 1)
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den Grenzfall ß4 00, d. h. wir setzen im System (3.2.35) die Parameterwene:

_1_ = ALF = 0
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o 0

Es ergeben sich die in Tabelle 7 zusammengefassten unteren Schranken Il·. die f1ir das
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a

o
0.25

0.5

0.75

1.0

1.1868422

Il·

0.8784577

0.8876369

0.9155167

0.9631179

1.0321188

Tabelle 7

(Korollar 2.3.2, Grenzfall ß 4 00, Dimension N > 1)
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Für den Spezial fall N = 2 können wir mit Hilfe von Korollar 2.3.3 elwas verbesserte untere

Schranken 1.1° berechnen. Um den Verbesserungseinnuss von Korollar 2.3.3 gegenüber

Korollar 2.3.2 abgrenzen zu können, lislen wir in Tabelle 8 die Wertepaare (X0mu.' 1..1.°) fUr die

beiden Beispiele (3.2.1) und (3.2.29) auf. Die Vorausselzungen (ii) in Korollar (2.3.3) (rur

das Maximumprinzip) wurden in Abschnitt 3.1 überprüft (Beziehungen (3.1.15) und

(3.1.16116'». Die Rechnungen wurden mit Hilfe des Programmpaketes vorgenommen, das

schon die Berechnung von Tabelle 5 und 6 ermöglichte. In einer Subroutine ist die Differen

tialgleichung (2.3.18) mit den zugehörigen Variationsgleichungen zu definieren, und im File

PARA2. FOR sind die Fonneln gemäss Voraussetzung (i) von Korollar 2.3.3 zu prognun

mieren. Wir geben hier die Resultate wieder.

x~ 1.1'

(Beispiel (3.2. 29»

9 X· ".~

(Beispiel (3.2.1»)

N = 2

0 1.2280714 1.1022900

0.25 1.2269646 1.1077061

0.5 1.2235505 t.l230956

0.75 1.2175664 1.1457555

1.0 1.2086531 1.1709076

1.2280714

1.2303132

1.2376010

1.2518891

1.2774309

1.t022900

1.1261726

1.2030539

1.3514614

1.6136826

Tabelle 8

( Anwendung von Korollar 2.3.3, N = 2)

Bemerkungen zu den numerischen Ergebnissen:

Um einen Einblick zu erhahen, wie stark die unieren Schranken 1.1° gemäss Korollar 2.3.2 und

2.3.3 gegenüber den genauen Werten )..0 rur verschiedene Gebiete n abweichen können, wur

den die Werte flir einen ungünstigen Fall berechnet, d. h. n eine (Hyper-) Kugel. Falls nein

Streifen mit Breite 25 ist. und die Probleme homogen sind, d. h. P = 1 in (3.2.1) bzw. a = I

in (3.2.29), so erhalten wir scharfe Werte für J.l.0 gemäss den oben erwähnlen Koronaren. 1..1.°

ist im wesentlichen durch ein eindimensionales semilineares Randwertproblem mil der

Gelfand- Nichtlinearität f(u) = eU bestimmt. Es ist klar, dass die Werte 1.1° für den höher

dimensionalen Fall N>2 "schlechte" untere Schranken sein müssen. Die Verbesserungen rur
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11", welche wir durch die Hilfsfunktionen

g(u) = I 2
(u + 13)

N> I, bzw.

g(u)=e'l\u N=2

im Ansatz (3.2.39) rur eine P-funktion erhalten, liegen zwischen 5 und 10 Prozent. Dies ist

unter den Erwanungen. Der Verbesserungseinfluss der oberen Schranken für Wmu und t"..... auf

grund der Korollare 1.6.1 und 1.6.2 ist wesentlich grösser. Diese Schranken werden in den

eindimensionalen Randwenproblemen (2.3.15) bzw. (2.3.18) weiter verwendet. um die

unteren Schranken 11" zu berechnen. Sind wir in der Lage, exakle Wene oder mindestens sehr

gute obere Schranken für die Pammeter W mu und trru. in (2.3.15) bzw. (2.3.18) einzuselZ.tn, so

verbessern sich die berechneten unteren Schranken Il" selbst für eine (Hyper-) Kugel erheb

lich. Ich verweise in diesem Zusammenhang auch auf die Bemerkungen 5 und 6 von Satz

2.2.2. Für den ebenen Fall N = 2 gibt Korollar 2.3.1 nur für homogene Probleme scharfe un

tere Schranken, falls n ein Streifen oder ein Kreis ist. Ein ähnliches Resultat rur den Fall N =

3 wäre Gegenstand weiterer Untersuchungen. Den Verbesserungseinfluss, welchen wir mil

Korollar 2.3.3 (N = 2) gegenüber Korollar 2.3.2 (N > 1) erreichen, ist gering (höchstens ca.

3 Prozent). Wir können somit Satz 2.2.2 quasi als Erweiterung von Satz 2.2.3 (siehe auch

{29l) auf den allgemein dimensionalen Fall N > I betrachten (Korollar 2.3.2 ist eine Folgerung

von SalZ 2.2.2.).
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3.3 Numerische Resultate zur inhomogenen Reaktionsgleichung
p·ter Ordnung

Als letztes Beispiel betrachten wir eine inhomogene Reaktionsgleichung p-ter Ordnung der

Form (2.3.19. Fall a) in einer Kugel n c EN mil Radius I. Wir wählen dieselbe Inhomo

genität p(r), wie sie im vorangehenden Abschnitt für die Gelfand-Gleichung (siehe (3.2.1»

definiert ist. Zur Berechnung der Lösung setzen wir folgende Differentialgleichung an (radial

symmetrisches Problem):

u'(O) "" 0, um = I.

p' 1
(&)2'-,per) :=e eein Pararreter .

(3.3.1)

<I> ist der ThielemlXlul (siehe Abschnitt 2.3.2). Für eine (nicht negative) Lösung folgt aus dem

Maximumprinzip, dass 0 :s um;n :s u(r) :s I ist für 0 :s r :s 1. Weiter gilt uCr) = uC-r). Das

Minimum der Lösung wird somit im Punkt r "" 0 angenommen CuCO) = umin). Die Berechnung

des Bifurkationsdiagramms <I> = <l>Cumin) erfolgt nach der Methode. welche in Unterabschnitt

3.2.1 anhand der Gelfand-Gleichung erläuten wurde. Das obige Randwenproblem (3.3.1)

besitzt in r = 0 eine I/r - Singularität. (Im Fall p = I ist (3.3.1) eine lineare Differential

gleichung vom Fuchsschen Typ.) Falls - 1 :s p < 0 ist, so enthält das Bifurkationsdiagramm

weitere kritische Punkte, die aber nicht im Zentum des Interesses liegen. Es genügt somit, das

fogende System mit nur einer Variationsgleichung zu integrieren (wir können hier Nu"CO) =
<J>2p(O)uP(O) setzen, falls r --i 0 geht):

If (T.EQ.O) THr.N

F=LA.'1* (X(I) UPP)

OF=PP*F!X{I)

O)((t)=)((7)

DX(2j-LAWF!NN

OX(S)~X(6)

DX(6)-(2.o0*F+LAM*DF*X(S»)!NN

ELSE

FmLAM*DEXP(-O.5DO*ALF*ALF*T*Tl*X{I) **PP

DF",PP*F!X{ll

HI'"' (1. DO-NN) IT

DX{l)=X(2)

DX(2)-HI*X(2)+LAM*F

DX(5)~X(6)

(3.3.2)
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DX(6)-HI*X(6)+2.DO*F+LAM*DF*X(5}

END IF

Anfangswene: X (1) '"'UM

X(2)-O.DO

X(5)"'O.DO

X(6)o<O.DO.

Zwischen Problem (3.3.1) und dem in Foman definienen System (3.3.2) bestehen folgende

Beziehungen:

ZusanunenhangmitProblem(3.3.1): X(I) :=u DX(I}:=u'

X(2} :=u' DX(2} :=u"

ZLJgehörige Variationsgleichung: XIS} :=s DX(S) :=t:'

Commonblockparameter: NN:= N, ALF:= €I, 1"1":= p. LAM := 41, UM := umin '

weitere Hilfsvariablcn: 111'= I-N. , . DF :=<tle

(9r/-,- ,-I
pu • ALF:= a.

Das Bifurkationsdiagramm Cl>(umin) ist durch die Niveauliniengleichung

(Lösung an der Stelle r = I) (3.3.3)

bestimmt Wir wählen einen festen Anfangswen ufO) = umin und lösen (3.3.3) mit dem New·

too·Raphson Verfahren auf (einfaches Schiessverfahren):

410 = Startwen (wird vom Programm abgefragt)

(3.3.4)

Nach ca. 4 Iterationen liefen das obige Iterationsschema (3.3.4) eine gute Approximation ruf
einen Punkt des Bifurkarionsdiagmmms (siehe Grafik 3). Der obige Algorithmus (3.3.4) ist in

der Subroutine BIFURK implementien (siehe File BIFUR2 . FOR). Die kritische Lösung u· ist

durch die Eigenschaft

O<u·(r)$I, falls O<r$1

u·(O)=O=u·.
mm

(3.3.5)
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DX(6)-HI*X(6}+2.DO*F+LAM*DF*X(5}

END IF

Anfangswene: X (1) ""UM

X(2)-O.DO

X(5)-=O.DO

X(6l""'O.DO.

Zwischen Problem (3.3.1) und dem in Foman definienen Syslem (3.3.2) bestehen folgende

Beziehungen:

Zusammenhang mit Problem {3.3. 1): X(I) :=u DX(I}:=u'

X(2} :=u' DX(2} :=u"

ZlJgehörige Variationsgleichung: XIS) :=s DX(S) :=C'

X(61 :=C' DX(6) :=C".

Commonblockparameter: NN:= N, ALF:= €I, 1"1":= p. LAM := 41, UM := umin '

weitere Hilfsvariablcn: HI'= I-N. , . DF :=<tle

(9r/-,- ,-I
pu • ALF:= a .

Das Bifurkationsdiagramm Cl>(umin) ist durch die Niveauliniengleichung

(Lösung an der Stelle: r = I) (3.3.3)

bestimmt Wir wählen einen festen Anfangswen u(O) = umin und lösen (3.3.3) mit dem New·

too·Raphson Verfahren auf (einfaches Schiessverfahren):

410 = Sl3J1wen (wird vom Programm abgefragt)

(3.3.4)

Nach ca. 4 Iterationen liefen das obige Iterationsschema (3.3.4) eine gute Approximation fUf

einen Punkt des Bifurkarionsdiagramms (siehe Grafik 3). Defobige Algorilhmus (3.3.4) ist in

der Subroutine BIFURK implementien (siehe File BIFUR2 . FOR). Die kritische Lösung u· ist

durch die Eigenschaft

O<u·(r)$I, falls O<r$ I

u·(O)=O=u' .
mm

(3.3.5)
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charakterisien. u· ist die Lösung mit einem Dead-Core. das nur aus einem Punkt besteht. Man

spricht auch von einer Einpunkt-Dead-Core-Lösung. Zur Bestimmung von u· müssen wir

homogene Anfangsbedingungen

u'CO)=O,

u"(O) = 0

wählen.

Der kritische Wen <%). des Thielemoduls lässt sich wie folgt bestimmen:

Mi! der Transfonnation

gehl das Problem (3.3.1) über in

y{r) := u'(~) .
<I>

1'=_2_
, - p

(3.3.6)

Y "+ !:L:..l y' = per) l, (3.3.7)

mil homogenen Anfangsbedingungen y(O) = y'CO} = O. Wir bestimmen die Lösung y an der

Stelle r = 1, d.h. y(l). Aus der zweiten Randbedingung u·(l) = I folgt

<%). = -'
y(1)1 1r

(Def. von ysiehe (3.3.6». (3.3.8)

Falls der Parameter p im Problem (3.3.7) negativ gewählt ist, wird die DiffereOliaigleichung

zur Bestimmung der kritischen Lösung singulär, falls u·(r) -+ 0 gehl fLir r -+ O. Wir machen

deshalb eine fonnale Entwicklung rur die Lösung und wählen den AnsalZ

(3.3.91

Einsetzen in (3.3.7) ergibt

und fUr die rechle Seite von (3.3.7) erhalten wir

(3.3.11)

Zur Enlwicklung von yP kann Fonnel (7) aus 1301 benützl werden. Aus (3.3.6) folgt
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und fUr die rechte Seite von (3.3.7) erhalten wir

(3.3.11)

Zur Entwicklung von yP kann Fonnel (7) aus 1301 benützt werden. Aus (3.3.6) folgt
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y-2 = py. (3.3.12)

Somit stimmen die Exponenlen der niedrigsten Potenz in (3.3.10) und (3,3,11) überein.

Koeffizientenvergleich ergibt nun:

-',- ,
jo·(y(N-2+y» (3.3.13)

(3.3.14)

Obige asymptotische Entwicklung wurde in der Subroutine ASYMPT implementiert (siehe Files

BP2, fOR im Anhang). Der Abbruchfehler des Ansatzes (3.3.9) fUr y'(r) liegt in der

GTÖssenordnung O(r1+ 3). Die approximative Berechnung der kritischen Lösung y(r) enolgt in

zwei Schritten. Wir wählen einen Zwischenpunkt

(fOL ist derToleran~r rur die RKD-Routine, siehe Anhang)

und bestimmen mittels des Ansatzes (3.3.9) die Lösung des Problems (3.3.7) an der Stelle rz'

Aus Gründen der Sicherheit wurde in den numerischen Berechnungen rz := 10. 5 gewählt. Tm

zweiten Schritt integrieren wir die Gleichung (3.3.7) mit der RKD-Fortranroutine in rz S r S

I. Als Anfangswene sind die Grässen y(rz) und y'(rz) in die Fortranroutine einzusetzen. Der

kritische Wen <%)" berechnet sich dann durch die Beziehung (3.3.8). Einige Wene fUr <%)" sind

in den ersten Spalten von Tabelle 9 und 10 aufgelistet. Es wurde nicht bewiesen, dass die

fonnaJe Entwicklung (3.3.9) gegen die kritische Lösung y konvergiert. Setzen wir jedoch a=

oin der Inhomogenität per) (siehe (3.3.1», so erhalten wir mit dem Ansatz (3.3.9) die

richtige Fonnel ftir die Lösung

-',. ,
mi, jo' [y(N - 2+ y) 1 y._2_.

1-0
0.3.15)

(FonnaJe Entwicklungen sind meistens asymplOtisch, falls alle Koeffizienten fonnaJ bestimmt

werden können.) In der Graflk 3 sind fLir einige charakteristische Parameterwene die

Bifunationsdiagramme ftir eine (Hyper-) Kugel mit Radius R = 1 gezeichnet (setze e := 0.5

sowie p:= - 2, 0 und 0.5 im Problem (3.3.1». Graflk 4 illustrien eine Lösung mit einem

Dead-Core fUr p = 0.5. Falls der Wen von p im Intervall -I < P < 0 liegt, gibt es mehrere

positive Lösungen. In Grafik 5 sind fUr den Thielemodul <%) = 1.09 die beiden positiven

Lösungen und die Dead-Core-Lösung aufgezeichnet. Letztere ist in einem Punkt nicht

differenzierbar. Wir woUen damit ein Resultat aus (17} und [18] numerisch bestätigen, wonach
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3 Lösungen für unsere Problemklasse (3.3.1) nicht geordnet sein können. Allerdings wurde

dies in [18] nur für klassische Lösungen und für homogene Probleme mit konvexer

Nichtlinearität bewiesen. Man vergleiche mit der entsprechenden Bemerkung bei der

Gelfand-Gleichung in Unterabschnitt 3.2.

Wir wollen noch eine Bemerkung zur Stabilitätsfrage anfügen. Es sind vermutlich diejenigen

Lösungen die "stabilen", welche in Figur I jenen Punkten auf dem Graphen und der Ordina

tenachse entsprechen, die mit einer punktienen Linie marlciert sind. Man erhält ein Diagramm

mit einer Hysteresis.

!4-

~·1 ~_....

+-------------''--.... u .mm

Figur 1

(Schematisches Bifurkationsdiagramm
für Problem (3.3.1) mit -1 < P < 0)

Untere Scbranken für den kritischen Wert 11>.

Die unteren Schranken ~. in den Tabellen 9 und 10 wurden aufgrund von Korollar 2.3.5

bestimmt. Die Voraussetzungen (i) in diesem Korollar für das Maximumprinzip sind für die

gewählte Inhomogenität p(r) (siehe 3.0.1) im vorangehenden Unterabschnitt 3.2.2 im

Zusammenhang mit der Gelfand-Gleichung verifiziert worden. Zur Bestimmung von I..l 0

müssen wir die kritische Lösung X· des folgenden eindimensionalen Randwenproblems

berechnen (siehe 2.3.37):

Xl =='S

X2' == - 2/ ß. tan ( 'Ö / ß.) ~ + 1..l2 xt (3.3.16)

Anfangsbedingungen: X1(O) == X2(O) == 0,
1\

Randbedingung: X\('Ö) = 1 .
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,
Die Pararreter &und Ö sind gemäss der Voraussetmng (ii) von KoroUar2.3.5 bestimmt, d.h. es

werden die Formeln (3.2.36') und (3.2.36") benützl. Das System (3.3.16) wird bei der

Bestimmung der kritischen Lösung X· in ß = 0 singulär, falls p < O. Deshalb wählen wir in

einer Umgebung des Nullpunktes" = 0 fUr die kritische Lösung den (formalen) AnsalZ

., ., + 2 ., + 4
X(ö) = l"<, Ö + X, Ö + 0 (Ö ) . (3.3.17)

Die Koeffizienten lassen sich durch Koeffirientenvergleich bestimmen analog dem Vorgehen

bei der Entwicklung von y(r) (vergleiche mit Beziehungen (3.3.10) bis (3.3.14». Es wird in

(3.3.16) I!:= I gesetzt (vergleiche mil Transfonnation (3.3.6». Die Rechnung ergibt

_1
P • 1

Xo=[Y(Y-I)] mil y=_2_
1- P , (3.3.18)

(3.3.19)

Wir berechnen die Lösung in zwei Schrillen. Zuerst wählen wir einen Zwischenpunkt

1

"1 := TCL., + 3 (TOL siehe Beschreibung RKD-Routine im Anhang)

und approximieren X("I) und X '("I) an der Stelle "I durch

'( _ _ 2)X(Ö,) = Ö, X, + x, Ö, ",d

(3.3.20)

Wir setzen die obige Lösung an der Stelle "I als Anfangswen in die RKD-Routine ein und be-,
rechnen die Lösung an der SIeUe". Die uniere Schranke IJ.' emallen wir anschliessend aus der Be-

ziehung

mit y=_2_.
I-p

0.3.21)

Die mittleren Spalten der Tabellen 9 und 10 enthalten einige Wene flir IJ.".

Setzen wir im obigen Randwenprobk:m (3.3.16) tur die Parameler &und ßdie Definitionen (3.2.37)
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ein, dann erhält man wesentlich verbesserte untere Schranken. Sie sind in den letzten Spalten

der Tabellen 9 und 1(l dargestellt. Man beachte. dass im Fall p = 0 die Funktion

! ()) J(w(,)+ ß)(w -w(,))
X = X 0.5 Jä arcsin s(w(x»/ Jä mit s = s(w(x» = 2 a mu

eine Lösung des Problems (3.3.1) ist. w(x) ist die Lösung des Hilfsproblems (3.1.1). Aus

Proposition 2.2.1 folgl für X = (s(w(x))}

6.X = ~2 P xP
in n = Kugel mit Radius I

X = I

Die berechneten Werte für ~. in der dritten Spalte von Tabelle 10 müssen somit mit den

richtigen Wenen 4>. zusammenfallen (Kontrollwene). Im Fall N = 2 kann man ein weiteres

Korollar angeben. welches dem Korollar 2.3.3 ftir die Gelfand-Gleichung entsprechen würde.

Daraus ergeben sich etwas verbessene untere Schranken 11·. Die numerischen Experimente

zeigten aber nur eine 1· bis 2- prozendge Verbesserung (siehe Bemerkungen zu den

Ergebnissen bei der Gelfand·Gleichung).

a •• ~. ~.

(exakte Wene) (~. 'teinges.) (wm.u' tm:u einges.)

N = 2

0 1.3333333 0.7413965 0.Y719214

0.25 1.3379560 0.7438447 0.9751952

0.5 1.3517406 0.7508582 0.9848397

0.75 1.3744362 0.7613085 1.0002704

1.0 1.4056242 0.7727888 1.0202985

N = 3

0 1.7638342 0.7939335 1.2116623

0.25 1.7718678 0.7976687 1.2171201

0.5 1.7959104 0.8087740 1.2333971

0.75 1.8357768 0.8268967 1.2601703

1.0 1.8911261 0.8512504 1.2967806
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N = 4

0 2.1081851 0.8278780 1.3991071

0.25 2.1191643 0.8321880 1.4063940

0.5 2.1520872 0.8450928 1.4282526

0.75 2.2068900 0.8664871 1.4646621

1.0 2.2834027 0.8960876 1.5155443

Tabelle 9
(Anwendung von Korollar 2.3.5 auf Problem (3.3.1) mit p = -0.5)

e ",' ~' ~'

(exaJae Wene) (~, 'teinges.) (wmu" t .... einges.)

N = 2

0 2.0 1.5200465 2.0

0.25 2.0078040 1.5259568 2.OC17R040

0.5 2.0311131 1.5432343 2.0311131

0.75 2.0696125 1.5703257 2.0696125

1.0 2.1227593 1.6038913 2.1227593

N = 3

0 2.4494897 1.6050117 2.4494897

0.25 2.4609670 1.6125627 2.4609670

0.5 2.4953393 1.6350131 2.4953393

0.75 2.5524108 1.6716497 2.5524108

1.0 2.6318012 1.7208831 2.6318012

N = 4

0 2.8284271 1.6736336 2.8284271

0.25 2.8431584 1.6823468 2.8431584

0.5 2.8873476 1.7084350 2.8873476

0.75 2.9609528 1.7516855 2.9609528

1.0 3.0638161 1.8115258 3.0638161

Tabelle 10

(gleiche Tabelle wie 9, jedoch Problem (3.3.1) mit P = 0)
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Anhang

Zusammenstellung der benützten Begriffe und Formeln aus der
Differentialgeometrie (siehe [5])

N·dimensionale Ck-Mannigfaltigkeil MN:

Eine (allgemeine) N-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit MN ist ein zusammenhängender

topologischer Hausdorff-Raum (2.Trennungsaxiom), auf welchem eine Äquivalenzklasse von

Atlanten der Klasse C k existiert. Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit ist lokal euklidisch, d.h. es

existiert eine Koordinatenumgebung (Karte genannt) mit den lokalen Koordinaten

Die Koordinatentransfomutionen zwischen zwei überlappenden Kanen sind C k - Funktionen.

Sonderfall: Fläche 00:, welche im euklidischen Raum E3 eingebettet ist.

Parameterclarstellung von an:

X:(X I.X2.X3 )

u t , u2

kartesische Koordinaten in E3,

lokale Koordinaten von 00:; auch Gausssche Koordinaten genannt.

(A.! )

Riemannsche Mannigfaltigkeil RN (Riemannscher Raum):

Eine Ck-Mannigfaltigkeit RN heisst eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, falls in jedem Punkt

pe RN ein positiv definiter symmetrischer Tensor mit den kovarianlen Komponenten gik

definiert ist. gik wird als der metrische Tensor der Riemannschen Mannigfahigkeit RN

bezeichnet.

Der kontravariante (inverse) metrische Tensor ist über die Relation

definien. Das Kronecker-Symbol Ö,k ist definiert durch

(A.2)

• {O falls i~k
5 .:
i' I fa1Is i=k

i,k=I .... N. (A.3)
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Anhang

Zusammenstellung der benützten Begriffe und Formeln aus der
Differentialgeometrie (siehe [5])

N·dimensionale Ck.Mannigfaltigkeil MN:

Eine (allgemeine) N-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit MN ist ein zusammenhängender

topologischer Hausdorff-Raum (2.Trennungsaxiom), auf welchem eine Äquivalenzklasse von

Atlanten der Klasse Ck existiert. Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit ist lokal euklidisch, d.h. es

existiert eine Koordinatenumgebung (Karte genannt) mit den lokalen Koordinaten

Die Koordinatentransformationen zwischen zwei überlappenden Kanen sind Ck - Funktionen.

Sonderfall: Räche ao:, welche im euklidischen Raum E3eingebettet ist.

Parameterclarstellung von an:

X:(X I.X2.X3 )

u t , u2

kanesische Koordinaten in E3,

lokale Koordinaten von ao:; auch Gausssche Koordinaten genannt.

(A.! )

Riemannsche Mannigfaltigkeil RN (Riemannscher Raum):

Eine Ck-Mannigfaltigkeit RN heisst eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, falls in jedem Punkt

pe RN ein positiv definiter symmetrischer Tensor mit den kovarianlen Komponenlen gik

definiert ist. gik wird als der metrische Tensor der Riemannschen Mannigfahigkeit RN

bezeichnet.

Der kontravariante (inverse) mebische Tensor ist über die Relation

definien. Das Kronecker-Symbol Ö,k ist definiert durch

(A.2)

• {O falls i~k
5 .:
i' I falls i=k

i,k=l .... N. (A.3)
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Beispiel: Metrik einer Fläche an in E3, die durch eine Abbildung der Fonn (A.I) gegeben ist.

Linienelement (I. Grundform):

a,ß=I.2. CA.4)

Volumenelement:

(A.5)

Skalarprodukt:

(A.6)

(Vi, wkkontravariante Komponenten von zwei Vektoren v,w)

Länge eines Vektors:

(A.7)

(A.8)

Konformität einer Abbildung: (Winkellreue)

Sei F: on -+ on- eine eineindeutige Abbildung eines Flächenstücks on in E3 (mit

Koordinaten uI, u2 ) auf ein FlächenSlÜck an- in EJ (mit Koordinaten u\., u2• ). uo., uo.·

seien so gewählt, dass die Abbildung F gegeben ist durch:

,.
u

"u

(gleiche Gausssche Koordinatensysteme rur on und an- )
Die Abbildung Fist genau dann konfonn (Winkelueue einander sich schneidender

Kurvenstücke auf 00 bzw. auf 00· ) falls gilt:

Konforme Metrik einer Riemannschen Mannigfaltigkeit RN:

Eine Metrik gik heisst konfonn zur euklidischen Metrik Öil, falls eine Funktion p ;:> 0 existien.

so dass gilt:

(A. 10)
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so dass gill:

(A.IO)
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Christoffel·Symbol I.Art: (ist kein Tensor)

(A.II)

in de, konformen Metrik:

(A.12)

Christoffel·Symbol 2.Art: (ist kein Tensor)

(A.13)

in der umformen Metrik:

(A.14)

Beziehungen zwischen den Christoffel·Symbolen: (Symmetrien)

ag.
~=r .. +r (A.15)ou' gm imj

r ijt :: r jik • (A.16)

Trans(ormationsgesetz eines r·(ach koyarianten und s-fach kontraval"ianten

Tensors (r+s)·ter Stufe:

'iJu
i, . ,

aüp.
'tm, PI ... ,.

T. ". H' t. CluJ, aü I
: ----..- . .. an m,-.-.

... m. '. ... j, au'an u au
(A.17)

Oberer lnde;tt:

Unterer Index:

Sonderfälle:

Koncravarianter Index

Kovariamer Index

Kontravarianter Tensor 2. Srufe:

(A.lS)
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(A.II )

in de, /wnformen Metrik:

(A.12)

Christoffel-Symbol 2.Art: (ist kein Tensor)

(A.13)

in der /umformen Metrik:

(A.14)

Beziehungen zwischen den Christoffel·Symbolen: (Symmetrien)

ag.
~=r .. +f (A.15)ou' gm imj

r ijt :: r jik • (A.16)

Transformationsgesetz eines r·fach kovarianten und s-fach kontrava.-ianten

Tensors (r+s)·ter Stufe:

oui, . ,
aüp.

'tm, PI ... ,.
T. ", H' t. CluJ, aü I

: ----m; . .. an m,-.-,... m.

"
... j, au'an u au

(A.17)

Oberer Index:

Unterer Index:

Sonderfälle:

Kontravarianter Index

Kovariamer Index

Kontravarianter Tensor 2. Srufe:

(A.lS)



- 161 -

Kovarianler Tensor 2. Stufe:

Gemischter Tensor 2. Stufe:

Riemannscher Krümmungstensor: (hängt nur vom metrischen Tensor gik ab)

gemisch/er:

i arj/arj~ Pi Pi
R ":l:I =--,---I +r"l r k - r"\: r 1
Jouou JPJP

koWJrianJer:

;
R hjkl = f,.i R jkl

Darsrellung durch Terme mir 2·ten particllcn A.bleitungen:

Symmetrien:

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

Riemannscher Krümmungslensor für R2:

nur die folgenden 4 Komponenlen sirui verschieden von Null:

R 1212 =~121 =- ~1l2 =- R 1221

Gausssche KrÜt11mWlg Kc:

K
_ R 1212C--g-

in der konformen Metrik:

K =_61n%
C p

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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Symmetrien:

(A.19)
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(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

Riemannscher Krümmungslensor für R2:

nur die folgenden 4 Komponenlen sirui verschieden von Null:

R l212 =~121 =- ~1l2 =- R I221

Gausssche KrÜt1lmWlg Kc:

K
_ R 1212

G--g-

in der konformen Metrik:

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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Riccitensor: (Spur des Riemannschen Krümmungstensors über den 1. und 4. Index)

kovarianter:

il I
R jk = g Rijkl = R jkl

konuavarianJer:

DarstellUllg durchTerml! mir parn·ellen Ableirungen:

Symmetrie:

in der konformen Metrik:

kovarianJe DarstellUllg:

,
R, = - (N-2) pll2 ( p-ln ),., + N-2 IVp I S;~ + ti In IP S.,

J j 4 p2 .... J

R. = N-2 [P. _2. P'; P'k] +_I_[ti P + N--4 IVp!2]O.
jk2p·jlr.2P 2p 2p Jk

konJravarimue DarstellUIIg:

jk _ R jkR __

p'

Riccitensor rür R2:

(A2S)

(A29)

(A 30)

(A 31)

(A32)

(A.33)

(Eimteinsche Mannigfaltigkeit) (A.34)

in der *':Jnformen Metrik:

(A.35)
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(A.35)
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Dirrerentiation:

kovarWllIe AbleitWlg eines SkßJars w:

(w,. iSI ein kovarianter Tensor)
•

(A.36)

kovariallle Abfeitwlg eines 1contravarialllen Vektors t i :

(I i. 11; ist cin gemischter Tensor 2-ter Stufe) CA.37)

(1. • ist ein 2·fach kovarianler Tensor)'.

kovariante Ableitung eines 1covarianten Vektors t i :

_dt i r'
I. 11;---- ilt t s

I. dU"

konrravOTwllIe Ableitung eines kolllravOTwllIen Vektors t i :

(A.38)

i. k _....l:s i
t -ö tos (Heraufziehen eines Indexes) (A.39)

zweite 1covarWIlIe Ableitung eines Skillars w:

,
il W r'

w· ilt = dui aJ - ilt w,.

Kovarianle Ableilung des metrischen Tensors: (Satz von Ried)

CA.40)

(A.4I)

Bemerkung:

Kovariante (bzw. kontravariante) Differentiationen von Summen und Produkten gehen nach

den Regeln der elementaren Differentialrechnung. Mehnnalige kovariante Differentiation hängt

(von trivialen Ausnahmen abgesehen) von der Differentiationsreihenfolge ab. Es g1lt die Identi

tät von Ried.

Identität von Ried:

[Ur kovariante VekJoren I k :

•
tk'ij- t k'ji= RlI;ijt. (A.42)
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für 3-foch kovariante Ableitungen eines Skalars w:

(A.43)

Sonderfall: RN = EN (Venauschung von partiellen Ableitungen)

(A.44)

I. Beltramische Invariante rür skalare Funktionen v und w:

Sonderfall: v =w

1 I
, •

Vw = g w,;w'k

2. Beltramische Invariante rür eine skalare Funktion w:

(Laplace-Beltrami-Operawr)

Darstellung durch gewöhnliche partielle Ableitungen:

(A.45)

(A.46)

(A.47)

;> w= _1 -"-[ /g g' aw J.
rg auk Oll'

Sonderfall: RN = E N

N ,- La wßW=ßW= --, k'k*I(O'U)

g:=det(gik) (A.48)

(A.49)

Geodätische Linien in RN: (Autoparallele Kurven oder "kürzeste" Verbindungenskurven)

DijJerentia/g/eicJwngssystem[iU die KoordilUltenfunktionen u; = u;(s) beziiglich einer

beliebigen Metrik:

n:.i =' . " k
'; ü'+rj~UU = 0, i=1. ... ,N. (A.50)
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mit Anfangsbedingungen

= :s = Ableinmg nach der Bogenlänge s, ~ =

varianten Tangentenvektors xi (intrinsie derivative).

Für eine Lösung ui des Systems (ASO) gilt

(so ist frei wählbar).

kovariante Ableinmg in Richnmg des kontra-

für alle s. (A.51)

DifferentiaJgleichungssystem bezüglich einer konformen Metrik der Form (A./O):

.i .i
. p,.u . p J' L • p,.u . P

..1 J. I 'i!ö:··.. ..1 J.I 'j 0
U +--u --u. uu = U +--u --? = ,

P 2p Jk P 2p~

mit Anfangsbedingungen

i= I, ... , N, (A.52)

i( i und 5' i. k I 1U S·\ '.= Uo p u u -lY ik S = So - ,

Falls P = p(r) gewählt wird mit r =J(u J)2 + ... + (uN)2 , so entsprechen den Geraden im Parame

terraum (mit Koordinaten u1, ••• , uN) den geodätischen Linien in R .

Hyperflächen an in RN

Unter einer Hyperfläche an verstehen wir eine (N-l) - dimensionale Untennannigfaltigkeit,

welche wir uns in einem Riemannschen Raum RN (bzw. euklidischen Raum EN) eingebettet

denken.

Bezeichnungen:

Lo\cale Koordinaten in RN:

Lo\cale Koordinaten in an:
xi j =I, , N

uo. a = 1 , N - 1

Lokale Parameterdarstellung von an:

(A.53)
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Rang der Funktionalmatrix:

["Xi]Rang dUQ = N-l, (Maximalrang) (A.54)

Kovarianler metrischer Tensor für eine Hypernäche an:
(von g~nduzierte Meaik)

Konvention:

Summation über laleinische Sumrnationsindizes von 1 bis N.

Summation über griechische Summationsindizes von 1 bis N-l.

(A.55)

Kontravarianter (inverser) metrische Tensor gQ). für die Hypernäche an:

Chrisloffel.Symbol 1.Arl: (kein Tensor)

Zusammenhang mit r;jk:

bezüglich der (induzienen) Metrik &:..~.

bezüglich der Metrik gik'

Christoffel.Symbol 2. Art: (kein Tensor)

Symmetrien:

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)
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Sonderfall: RN '= E3 (Fläche im euklidischen Raum E3 )

(Skalarprodukt) (A.61)

Verallgemeinerte Ableitungsrormeln von Gauss:

(A.62)

vrn : Komponenten des Normalenvektor von on mit Länge: giJo;vi v lt '= 1.

xm;Cl~: Mit dem Symbol ";" bezeichnen wir die verallgemeinerte zweite kovariante Ableitung.

Sie wird definiert durch

m m r m i lt
X ;Cll!:'= x 'Cll! -+- jk X" 'Cl x 'ß,'

xm;a~ sind die Komponenten eines Tensors 2-ter Stufe bezüglich den Koordinaten ua .

Sonderfmle:

Ableitungs/orme/fI von Gaussfür eine Fläche in E3:

.m _ b "m
• 'ajl - ajl (A.63)

nm :
.m .
" 'a~'

Komponenten des Nonnalenvektor von an mit euklidischer Unge: öjkni nk '= 1.

(gewöhnliche) zweite kovariante Ableitung, welche durch die Beziehung

definiert wird.

VeraJlgemeinene 2·te kovariante Ableitung einer ska/anvenigen FunkJion:

w.Cl '= WO(( '= 0 W ( gewöhnliche partielle Ableitung). ouCl

w;al! '= W,Cl~ (gewöhnliche zweite kovariante Ableitung)

(A.64)

(A.65)
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2. Fundamenlaltensor einer Hypernäche an in RN:

b i m [i r i; .) .mR""x_Rg·v"" x R+ .LXOXR g. v
u... .0... 1m ,0... J" '... ,m

Sonderfall: RN"" E) (Atiche im euklidischen Raum E))

(A.66)

(Skalarprodukt) (A.67)

Bemerkung:

boll sind die Komponenten eines 2-fach kovarianten symmetrischen Tensors bezüglich der

Gruppe der zulässigen Transfonnationen in den u(l_ Koordinaten, bei denen der Richtungssinn

des NOTTnaIenvektors von on erhalien bleibt.

Verallgemeinerte Ableitungsformeln von Weingarten:

m anm rmv'·' b "" m b' mv ;11"" Uu~ + jk X '11""- ullg x ~""- II x '11

Sonderfall: AbleifUllgsformeln von Weinganenflir eine Flache in E):

HaupCkrül1lmunge.- A(ii der Hyperniiche an.

Die Lösungen (Wurzeln)

der folgenden (charakteristischen) Polynomgleichung

(A.68)

(A.69)

IA.70)

heissen Hauptkrümmungen. &all ist der I. Fundamentaltensor (metriSt:he Tensor) von an
(symmetrisch und positiv definit). bnp ist der 2. Fundamentaltensor von an (symmetrisch).

Die Wurzeln ~;) sind reell und invariant unter zulässigen Koordinatcnrransformationen in den

lokalen Koordinaten uU.
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2. Fundamentaltensor einer Hypernäche an in RN:

b i m [i r i; .) .mR"'X.Rg·v", x R+ .,XOx R g. v
u... .U... 1m ,0... J • '... ,m

Sonderfall: RN", E) (Aäche im euklidischen Raum E))

(A.66)

(Skalarprodukt) (A.67)

Bemerkung:

boll sind die Komponenten eines 2-fach kovarianten symmetrischen Tensors bezüglich der

Gruppe der zulässigen Transfonnationen in den u(l_ Koordinaten, bei denen der Richtungssinn

des NOJTnaIenvektors von on erhalien bleibt.

Verallgemeinerte Ableitungsrormeln von Weingarten:

m anm rmv'·' b "" m b' mv ;11'" Uu~ + jk x '11"'- (lllg x 11"'- Il x '11

Sonderfall: Ableitullgsformeln von Weinganenfiir eine Flache in E):

HaupCkrümmunge.- A(ii der Hyperniiche an.

Die Lösungen (Wurzeln)

Al' ).,2' .. , , A.,.-l

der rolgenden (charakteristischen) Polynomgleichung

(A.68)

(A.69)

IA.70)

heissen Hauptkrümmungen. ~Il ist der I. Fundamentaltensor (metrische Tensor) von an
(symmetrisch und positiv definit). bnp ist der 2. Fundamentaltensor von an (symmetrisch).

Die Wurzeln ~i) sind reell und invariant unter zulässigen Koordinatentransformationen in den

lokalen Koordinaten u(l,
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Wun.elsatt von Vieta:

a) Mittlere Krünvnung I( einer Hyperlläche an:

1 "" a1(""'h.I.A2 •......•.~_I=-g b~=-b(l

(Spur des 2. Fundamentaltensors)

b) Eine weitere Invariante ("Gausssche Krümmung") einer Hyperfläche an:

(A.7l)

(A.")

SonrkrfaJ/: RN"", E3 (Aäche im euklidischen Raum E3)

1(""'h.I·~=H

KG"", AI 1..2 "'" t
"mialere" Krümmung einer Fläche

Gaussche Krümmung einer Fläche

(A.73)

(A.74)

Bemerkungen:

a) Vorz.eichenkonvention:

Der 2. Fundamentaltensor b(l~ wird so definien. dass Hit eine Hyperkugel in EN mit

Radius R gilt:

(A.75)

b) Theorema egregium: (gilt nur für Aächen an in R2)

Die Gausssche Krünvnung Ko einer Räche in R2 hängt nicht von der zweiten Grundform

ab. sondern allein von den Koeffizienten gik der ersten Grundform und deren ersten und

zweiten Ableitungen. (Beweis: siehe Gleichung A.26 )

Hauptrichtungen ell(i) des 2. Fundamentaltensors b(l~ :

Die Lösungen e{i) "'" ( el
(i)' e2

(i)' •••.••• eN-1
(i» mit 11 eH) 11 "'" 1 von

~=l •...... ,N-l, i""'l, ......• N-l (A.76)

(h.(i)Wurzeln von A.70) definieren die Hauptrichtungen des 2. FundamentaltensofS b(lß

(HauptrichlUngen der Nonnaücrümmungen einer Hyperfläche in einem festen Punkt). Die

HauplrichlUngen e(i) entsprechen den stationären Wenen h.(i) der folgenden Funktion für die

Nonnalkrümmung "n :
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(A.77)

Falls in (A.70) die Lösungen :<'(i) alle einfach sind, SO bilden

tl·t l , ......• eN.1

ein orthononnienes System von Einheitsvektoren. Die HauprrichlUngen t(i) sind eineeutig

bestimme Falls A(j) eine q-fache Wurzel von Gleichung (A.70) ist, so lässt sich ein micht

eindeutiges) orthooonnales System von Hauptrichtungen

so wählen, dass

ein onhononnales System ist, welches die Funktion (A.77) fur die NonnalkrümmUlgen

stationär macht.

Verallgemeinerte Formel von Bonnet für die mittlere Krümmung 1C von an:

Sei an durch folgende Relation implizit definien:

(IfI>Oinn ).

Dann gilt

lC=divv,

oder ausgerechnet

(.'.78)

(Die Vorzeichenkonvenlion wird so festgelegt, dass obige Fennel (A.78) fUr eine Hypertugel

einen positiven Wert ergibt.)
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MinIere KriimmJJ.ng ",einer Hyperj1äche an in RN. RN mit /umformer Metrik gi! =P 0it:

<:_1 [H+(N_IJalnlP)
IP '"

(A.79)

H ist die miniere Krümmung der Hyperfläche ClO mit der von gil: = öit induzienen

Metrik. Falls Cln eine Hyperkugel im euk.lidischen Rawn ENmit Radius R ist. so gilt H =

(N-IJ/R.

GeodiiJische Krümmung einer Kurve in R2. R2 mit konformer Metrik gi! = P oie'

-==-=.= )P(k+~InIP),

k ist die gewöhnliche Krümmung einer Kurve in der euklidischen Ebene E2.

Zerlegung der 1. und 2. Beltramischen Invarianten in RN
bezüglich einer Hyperfläche an

1. Bellramische Invariante:

Für einen festen Punkt in Cln gilt die Zerlegung

(A.79· )

(A.80J

Beweis: siehe 18].

Anwendung von Beziehung (A.80):

Für eine skalarwenige Funktion w in RN erhalten wir die Zerlegung der 1. Beitramischen

Invariante bezüglich der Hyperfläche an indem wir in (A.SO) setzen

~.:= W,.= Cl"':'.
I I Clx'

Es folgt:

(A.81)
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[ Kettenregel rur w = w(xk(\fl») I '

2, Beltramische Invariante:

Sei weine skalarwenige Funktion in RN. Es gilt folgende Zerlegung bezüglich an
,

- - dw a-w
~w=~N_1 w+I(~+ av2 ( '.82)

Dabei wurde gesetzt

A _ lk
,-,w_g w'ik (W'l.k 2-fach kovarianIe Ableitung bezüglich gik)'

(Laplace - Beitrami Ausdruck auf an),

(zy,'eile Norma1ableirung in Richtung v).

Die mittlere KJiimmung "der Hyperfläche an ist in Gleichung (A.75) definien und v in der

nach aussen gerichteie Normalenvektor von an. (a ./ iN = a./ dr für eine Hyperkugeli

Beweis: siehe [8].

Sonderfall: RN = E3 (Rand an im eulidischen Raum E3)

Ersetze in Beziehungen (A.81) und (A.82)

Eine Identität: (gill nur für N = 2)

Für eine genügend glatte Funktion w, welche in R2 definiert iSI, gilt die folgende Identität

(A.83)
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Beweis:

Wir geben hier einen anderen Beweis als in [81. Mit der Funktion W definieren wir den

folgenden gemischten Tensor 2-ter Stufe (als "Matrix" geschrieben):

W:::lw·i'j]'

Der Satz von Cayley • Hamiiton liefert uns die Beziehung

w' = tr(W) W- det (W) I. tr (W):: 6w (Spur von W), I:: Identität.

Wir bilden die Spur in der obigen Gleichung und erhalten:

.i .j .ij - 2. .1.2 .2.1
W,.W. :: W w, .. :: (!!lw) -2(w 'lW .~-w 'lw.,).

J .' lJ •

,
Multiplikation mit IVw I ergibt:

Iv I'·; Iv 1'(. )' ,Iv 1'( .1 ., ., .1)w W W'ij:: W LlW - W W 'lw '2- w 'lW '2 .

Mil einer einfachen Rechnung erhalten wir flir den zweiten Tenn auf der rechten Seite der

obigen Gleichung der folgende Ausdruck:

Somit ist die obige Identität (A.83) bewiesen.

o

Bemerkung:

Die Beziehung (A.83) gilt ftir beliebige Tensoren t I< und T ij in R2.

kij I<lm2i jl<Jm ij
tl<' T Tij::tl<' (g TIm) +2t IjTikT -2(ö T1m)t,tjT (A.&4)
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Zusammenstellung einiger Fortranroulinen mil kurzen
Erläulerungen

Das ganze Programmpaket ist mcx:Iular aufgebaut und besteht aus folgenden Teilen (Files):

Filename

HAIN. fOR

8Pl.fOR/

8P2.fOR

ANF8ED.FOR

8IFURl.FORI

BIFUR2.FOR

HORNER.FOR

TABKP='.FOR

PARA2.FOR/

PARAN.FOR

Name der Subroutine

MAIN

ASYMPT. DGL

ANFBED, OUT

BIFURK

HORNER

TABKPF

PARAM

Verwendungszweck

Hauprprogramm, bestehend aus 3 Teilen:

(i) Berechnung einer Lösung «LOSG»

(ii) Berechnung eines Bifurkationsdia-

grnmms «8IFO»

(üi) Berechnung eines kritischen Punktes

«KRWE»

Implementation der Differentialgleichun

gen in Subroutine DGL ftir die RKO-Routi

ne und Implementalion einer allfälligen

asymplotischen Entwiclclung in Subroutine

ASYMPT.

Gelfand-Gleichung: File BPl . FOR,

Reaktionsgleichung: File BP2 . FOR.

Setzen der Anfangsbedingungen. In OUT

wird der Kontrolloutput flir die RKO-Rou

rine programmiert.

Berechnung des Bifurkationsdiagramms;

Gelfand-Gleichung: File BIFURI . FOR,

Reakrionsgleichung: File BIFUR2. FOR.

Auswertung eines Polynoms mit Ablei

tung mittels Home~hema.

Ausdrucken eines Tabellenkopfs für

Zwischenwene während der Integration.

Berechnung der Hilfsgrössen Wrnu, und 1:ma:o.

bzw. ihrer oberen Schranken rur "Hilfstor-
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sionsproblem" (siehe (3.1.1/12).

RKD.FOR

GRAPH. FOR

Weitere Hilsfsroutinen:

RKD

GRAPH1, GRAPH2

RKDCON

DEFSCH, DEFDEZ

GETDBL, GETINT,

GETSTR, PUTS

SAM Library FOrlranroutine (double

precision Version, 1984) zur Integration

von Velctordifferentialgleichungen nach der

Methode von Runge-KulUt 8. Ordnung mit

Koeffizienten nach E. Fehlberg.

Graphischer OUtpUI von Lösungen bzw.

Bifurkalionsdiagrammen auf Terminal

oder Plotter.

Initialisierung der Fehlbergkonstanten fLir

RKD-Routine (8. Ordnung).

Inilialisierungsroutinen für interaktiven

Input 1OutpUI auf Terminal.

Subroutinen für den interaktiven Input 1
OUtpUI von double-precision oder integer

Zahlen sowie von Texutrings auf den

Terminal.

Kurze Benützeranleitung:

In einem Commandfile PROG . CMD werden die benötiglen (vorcompilierlen) Module

angegeben, so dass mit einem Aufruf

00 SAM: PLOT 2648, BP1,PARAN, @PROG

alle Programmteile hinzugelinkl und in den Hauptspeicher geladen werden. Mit kleinen

Änderungen in den Files BP1. FOR bzw. BP2 . FOR lassen sich nun alle Beispiele behandeln,

die in dieser Arbeil vorkommen. Zugleich lassen sich auch die unteren Schranken fLir die

kritischen Werte berechnen.

(Das PROG. CMD - File enthält: MAIN, ANFBEo, BIFURl (oder BIFUR2), HORNER,

PARAN (oder PARA2), TABKPF, GRAPHl (oder GRAPH2), SAM: RKD. REL)
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Kurzbeschreibung der SAM - Library Forlranrouline RKD: (Kernrouline)

Die Fortranroutine RKD ist eine Integrationsroutine für die Berechnung von Lösungen einer

Vektordifferentialgleichung der Fonn (3.0.3). Sie ist auf einer Library der DEC IQ-Anlage fUf

das Seminar für angewandte Mathematik mit Beschreibung installiert. Es gibl eine double

precision Version (1984), in welcher die Runge-Kutta-Fonneln p-ter Ordnung implementiert

sind mit p '" 5 und p '" 8. Der lokale Dislcretisarionsfehler ist von der Gössenordnung O(IP).

Eine Abschätzung des lokalen Fehlers wird dadurch erreicht, indem das Resultat nach einem

Integrationsschriu mit einer Approximation (p - l)-ter Ordnung verglichen wird. Dabei sind

keine weiteren Funktionsauswertungen der rechten Seile im System (3.0.3) notwendig. Man

erhält die Approximation (p - I) - ter Ordnung durch eine e[Was andere Linearkombination der

Runge- Kutta-Grössen ki , welche durch Funktionsauswenungen von f in (3.0.3) berechnet

werden. Falls gilt: 11 lokaler Fehler 11 < TOl. so wird der Schritt H akzeptien. andernfalls wird

eine neue Schrittlänge berechnel. Die Fehlerbehandlung ist konservativ, d. h. programmimern

wird TOl durch T0LJ20 ersetzt Die automatische Schrittweitensteuerung funktionien jedoch

nicht, falls wir mil dieser Routine ein gewöhnliches Quadraturproblem lösen wollen (z.B.

w"(x) + 2 '" 0 mit w'(O) '" w(I):; O)! Dies liegt daran. dass der Diskretisationsfehler bei

diesem Verfahren nur von den partiellen Ableitungen von F nach der (abhängigen) Variablen x

abhängt und somit alle Ausdrücke in der Fehlerfonnel identisch nuU sind.

Aufruf:

CALL RKD(TI,TF,N,ITER,X,H,10L,ORD,SP,DGL,OUTl

Die folgende Kunbeschreibung der Panuneler enthält nur die für unsere Zwecke wesentlichen

Angaben. Weilere Möglichkeiten, welche die RKD-Routine bietei, sind in der Beschreibung

auf der Libr.il)' enthalten.

Parameter:

TI

TF

N

Double-precision Input-Variable, welche den Anfangspunkt der

Integration defmiert. (In den Beispielen ist TI:'" 0 oder TI:'" rz)

Double-precision Input-Variable, welche den Endpunkl der Inte·

gration bezeichnet.

Integer Input-Variable, welche die Anzahl der Differentialgleichungen

I. Ordnung enthält

Integer Input-Variable, die fUr unsere Probleme nicht benutzt wird.
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Kurzbeschreibung der SAM - Library Forlranrouline RKD: (Kernroutine)
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sind mit p '" 5 und p '" 8. Der lokale Dislcretisarionsfehler ist von der Gössenordnung O(tP).

Eine Abschätzung des lokalen Fehlers wird dadurch erreicht, indem das Resultat nach einem

Integrationsschriu mit einer Approximation (p - l)-ter Ordnung verglichen wird. Dabei sind

keine weiteren Funktionsauswertungen der rechten Seile im System (3.0.3) notwendig. Man

erhält die Approximation (p - I) - ter Ordnung durch eine e[Was andere Linearkombination der

Runge- Kutta-Grössen ki , welche durch Funktionsauswenungen von f in (3.0.3) berechnet

werden. Falls gilt: 11 lokaler Fehler 11 < TOL, so wird der Schritt H akzeptien. andernfalls wird

eine neue SchrittläIlge berechne!. Die Fehlerbehandlung ist konservativ, d. h. programmintern

wird TOl durch T0LJ20 ersetzt Die automatische Schrittweitensteuerung funktionien jedoch

nicht, falls wir mit dieser Routine ein gewöhnliches Quadraturproblem lösen wollen (2.B.

w"(x) + 2 '" 0 mit w'(O) '" w(I):; O)! Dies liegt daran, dass der Diskretisarionsfehler bei

diesem Verfahren nur von den partiellen Ableitungen von F nach der (abhängigen) Variablen x

abhängt und somit alle Ausdrücke in der Feh.lerfonnel identisch nuU sind.

Aufruf:

CALL RKD(TI,TF,N,ITER,X,H,TOL,ORD,SP,DGL,OUT)

Die folgende Kurz:beschreibung der Panuneler enthält nur die für unsere Zwecke wesentlichen

Angaben. Weitere Möglichkeiten, welche die RKD-Routine bietet. sind in der Beschreibung

auf d~r Libr.il)" enthalten.

Parameter:

TI

TF

"

-"1'..L ._"

Double-precision Input-Variable, welche den Anfangspunkt der

Integration defmiert. (In den Beispielen ist TI:'" 0 oder TI:'" rz)

Double-precision Input-Variable. welche den Endpunkl der Inte·

gration bezeichnet.

Integer Input-Variable, welche die Anzahl der Differentialgleichungen

I. Ordnung enthält

Integer Input-Variable, die ruf unsere Probleme nicht benutzt wird.



x

H

TOL

ORD

SP

OUT
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Es wird in allen Rechnungen ITER-Q gesetzt.

Double-precision Input und Output Array der Länge N.

Als Input-Array enthält Xdie Anfangsbedingungen der Differential·

gleichung.

Am Ende der Integralion. d.h. beim Rücksprung in das Haupt.

programm, enthält Xdie Lösung zur Zeit TF.

Double-precision Input-Variable, welche eine grobe Schätzung der

Anfangsschrinweile enthäll

Falls diese Double-precision Input-Variable positiv ist, so bestimmt

TOL die oberste Toleranz für den Abbruchfehler in jedem Inte·

grationsschritl. Falls TOL-Q gesetzl wird, erfolgt keine automa

tische Schriuweitensteuerung. Dann wird mit konstanter Anfangs

schrittweite H gerechnel

ORD ist eine double-precision Variable. welche die Beziehung zwi

schen TOL und dem Abbruchfehler steuen. Falls DASS (X (I) ) 2=

ORD, 1-1,2, ... , N ist, so bestimmt TOL den relativen Fehler.

Andernfalls wird der Fehler in jedem Schritt unterhalb der Schranke

TOL*ORD gehalten (Damil muss man nur eine Toleranz angeben).

Eine gute Wahl von ORD iSI die Grössenordnung des Lösungs

vektors X. Wir haben in allen Rechnungen ORD-l gesetzt.

SP ist eine double-precision lnput-Hilfsvariable, welche den appro

ximativen Abstand der Wene der unabhängigen Variable T zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Aufrufen des vom Benützer geliefenen

Unterprogramms OUT angibt (Konrrollourput). Im Falle SP=O wird

OUT nach jedem Integrationsschriu aufgerufen (wird zur

Abspeicherung dcr Lösungspunkte fUr' die grafische Darstellung be

nützt). Falls SP 2: DABS (TF-TI l, so wird die Subroutine OUT nur

am Anfang und am Ende des Integrationsintervalls aufgerufen.

Formaler Name einer Subrounne, welche während der Integration

Zwischenresultate für den Lösungsveklor X( I) , 1-1, ... , N

sowie weiteren Grössen, wie das laufende Total der akzeptienen

(Variable NSTP) und nicht akzeptierten (Variable NREJ)

Integrationsschrine zur Verf"Ugung slellt. Diese Subroutine wird über

x

H

TOL

ORD

SP

OUT
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Es wird in allen Rechnungen ITER-Q gesetzt.

Double-precision Input und Output Array der Länge N.

Als lnput-Array enthält Xdie Anfangsbed.ingungen der Differential

gleichung.

Am Ende der Integralion. d.h. beim Rücksprung in das Haupt

programm, enthält Xdie Lösung zur Zeit TF.

Double-precision Input-Variable, welche eine grobe Schätzung der

Anfangsschrinweile enthäll

Falls diese Double-precision Input-Variable positiv ist, so bestimmt

TaL die oberste Toleranz für den Abbruchfehler in jedem Inte

grationsschritl. Falls TOL-Q gesetzl wird, erfolgt keine automa

tische Schriuweitensleuerung. Dann wird mit konSlanter Anfangs

schrittweite Hgerechnel

aRD ist eine double-precision Variable, welche die Beziehung zwi

schen TaL und dem Abbruchfehler steuen. Falls DASS (X (I) ) 2=

aRD, 1-1,2, ... , N ist, so bestimmt TaL den relativen Fehler.

Andernfalls wird der Fehler in jedem Schritt unterhalb der Schranke

TaL*ORD gehalten (Damil muss man nur eine Toleranz angeben).

Eine gute Wahl von ORD iSI die Grössenordnung des Lösungs

vektors X. Wir haben in allen Rechnungen ORD-l gesetzt.

SP ist eine double-precision Input-Hilfsvariable, welche den appro

ximativen Abstand der Wene der unabhängigen Variable T zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Aufrufen des vom Benützer geliefenen

Unterprogramms OUT angibt (Konlrolloutput). Im Falle sp=o wird

OUT nach jedem Integrationsschriu aufgerufen (wird zur

Abspeicherung dcr Lösungspunkte ftir die grafische Darstellung be

nützt). Falls SP 2: DABS (TF-TI), so wird die Subroutine OUT nur

am Anfang und am Ende des lntegrationsintervalls aufgerufen.

Formaler Name einer Subroutine, welche während der Integration

Zwischenresultate für den Lösungsveklor x ( I) , 1-1, ... , N

sowie weiteren Grössen, wie das laufende Total der akzeptienen

(Variable NSTP) und nicht akzeptierten (Variable NREJ)

Integrationsschrine zur Venugung slellt. Diese Subroutine wird über
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den obigen Parameter SP gesteuert.

Formaler Name der SubroUline, in welcher die zu lösende Differen

tialgleichung als System definiert wird (System in Form (3.0.3\. Die

Subrouüne DGL hat die Form

SUBROUTINE DGL(T,X,DX)

DOUBLE PRECISION T,X(-),DX(~}

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM

COMMON /DGLPA/ NN,ALF,PP,LAM,UM

OX(l} '"' (a 1.Komponente von F(T,>:»)

OX (N) '"'

öND

(- N.Komponente von F(T,X))

AUf<iIIige Parameter in der Differentialgleichung werden ülxr den

benannten COMMON Block /OGLPA/ übertragen.

Speziell in dieser Arbeit gilt:

NN: Dimension der (Hyper-) Kugel im N-Dimensionalen euklidi-

schen Raum,

ALF: Ein weilerer Hilfsparameter der Differentialgleichung.

PP: Ordnung p in der Reaktionsglp.ichung,

LAM: "Eigenwenparameler",

UM: Anfangswen der Lösung an der Stelle T..O.

DGL
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den obigen Parameter SP gesteuert.

Formaler Name der SubroUline, in welcher die zu lösende Differen

tialgleichung als System definiert wird (System in Form (3.0.3\. Die

Subrouüne OGL hat die Form

SUBRQUTINE OGL(T,X,OX)

DOUBLE PRECISION T,X(-) ,DX(~}

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM

COMMON /DGLPA/ NN,ALF,?P,LAM,UM

DX(l) '"' (a 1.Komponente von F(T,>:»)

DX (N) '"'

"ND

(- N.Komponente von F(T,X))

AlIf<iIIige Parameter in der Differentialgleichung werden über den

benannten COMMON Block /DGLPA/ übertragen.

Speziell in dieser Arbeit gilt:

NN: Dimension der (Hyper-) Kugel im N-Dimensionalen euklidi-

schen Raum,

ALF: Ein weilerer Hilfsparameter der Differentialgleichung.

PP: Ordnung p in der Reaktionsglp.ichllng,

LAM: "Eigenwcnparamelcr",

UM: Anfangswcn der Lösung an der Stelle T..O.
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FILE: HAIN.rOR

RAHMENPRQGRAMH ZUR LOESUNG VON SEHILINEAREN DJRICHLETPROBLEMEN
IN KREIS-/KUGELGEBIETEN

PRQGR»l MAIN

INTEGER LOPKTE,BIPKTE,I,NGL,ITER
PAFUU1ETER (NGL-6.ITER-OI
DOUBLE PRECISION TZ,TF,X(NGLI,HTOS(4),TLOS(lOlOl,YLOS(lOlO)
DOUBLE PRECISION INPT(21,DELUM,KMIN,RG,OGP
DOUBLE PRECIStON UMl,UM2,UM3,Fl,F2,KOR
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
REAL XPLT(lOlO) ,YPLT(lOlOI
CHARACTER CH*4,OUTP,OUTPI

COMMON !DGLPA! NN,ALF,PP,LAM,UM
COHMON !LOSNGI TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP
COMMON /ITOUT/ OUT?l

EXTERNAt DGL,OUT

INITIALIStSIERUNG.................
"SCHIRM-PA1U:T ft

, UNIT NR F. TERMINAL - 4, ANZ. DEZ. F. OUTPUT - 18.................................................................
CALL OEFSCIl (4)
CALL DEFOEZ (la)

INITIALISIERUNG RKD-ROUTINE: RUNGE-KUTTA FEHLBERG 8. ORDNUNG.......................................•.............•......
CALL RKDCON(8)

INPUT VON PARAMETERN....................
CALL GETSTR('BERECHNUNG VON HILFSPARAMETERN ? ',OUTPI.21
IF (OUTPI,EQ,'Y') THEN

CALL GETDBL('MIN KRUEMMUNG KMIN - ',1,KMIN,2>
CALL GETDBL('GEOO. RADIUS RG - ',1,RG,21
CALL PARAM(KMIN,RG,TF,DGPI
ALF-DGP

END IF

CALL GETDBL('ORDNUNG P IN REAKTIONS-GL -',l,PP,21
CALL GETOBL('PARAHETER ALF IN DGL - ',1,ALF,2>
CALL GETDBL('DIMENSION DES KUGELGEBIETES - ',l,NN,21
CALL PUTS ('PARAMETER rUER RKD-INTEGRATOR:' I
CALL GETD8L('H, TOL - ',2,HTOS(11,21
HTOS()I-l.DO
CALL GETDBL('ORD, SP - ',2,HTOS(),2)
CALL GET08L('ZWISCHENPKT. TZ FUER ASYMPT. ENTW. - ',l,TZ,2>
CALL GETD8L(,nENDZEIT M TF _ ',1,TF,21
TYPE'

1 CALL GETSTR(' <LOSG>, <8IFD>, <KRWE> ? ',CH,21

c
c
c
c
c
c

c

c

c

c
c
c
c
c
c
c

c
c
c
c

c
c
c
c

c
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FILE: KAIN.rOR

RAHMENPRQGRAMH ZUR LOESUNG VON SEHILINEAREN DJRICHLETPROBLEMEN
IN KREIS-/KUGELGEBIETEN

PRQGR»l i'iAIN

INTEGER LOPKTE,BIPKTE,I,NGL,ITER
P~TER (NGL-6.ITER-OI
DOUBLE PRECISION TZ,TF,X(NGLI,HTO$j4I,TL05(lOlOl,YLOS(lOlO)
DOUBLE PRECISION INPT(21,DELUM,KMIN,RG,OGP
DOUBLE PRECIStON UMl,UM2,UM3,Fl,F2,KOR
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAH,UM
REAL XPLT(lOlO) ,YPLT(lOlO)
CHARACTER CH*4,OUTP,OUTPI

COMMON !DGLPA! NN,ALF,PP,LAM,UM
COHMON !LOSNGI TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP
COMMON /ITOUT/ OUT?l

EXTERNAt DGL,OUT

INITIALIStSIERUNG.................
"SCHIRM-PA1U:T", UNIT NR F. TERMINAL - 4, ANZ. DEZ. F. OUTPUT - 18.................................................................
CALL OEFSCIl (4)
CALL DEFDEZ(18}

INITIALISIERUNG RKD-ROUTINE: RUNGE-KUTTA FEHLBERG 8. ORDNUNG.......................................•.............•......
CALL RKDCON (8)

INPUT VON PARAMETERN....................
CALL GETSTR('BERECHNUNG VON HILFSPARAMETERN ? ',OUTPI.21
IF (OUTPI,EQ,'Y') THEN

CALL GETDBL('MIN KRUEMMUNG KMIN - ',1,KMIN,21
CALL GETDBL('GEOD. RADIUS RG - ',1,RG,21
CALL PARAM(KMIN,RG,TF,DGPI
ALF-DGP

END IF

CALL GETDBL('ORDNUNG P IN REAKTIONS-GL -',l,PP,21
CALL GETDBL('PARAHETER ALF IN DGL - ',1,ALF,2)
CALL GETDBL('DIMENSION DES KUGELGEBIETES - ',1,NN,21
CALL PUTS ('PARAMETER FUER RKD-INTEGRATOR:' I
CALL GETD8L('H, TOL - ',2,HTOS(11,21
HTOS(31-1.DO
CALL GETDBL('ORD, SP - ',2,HTOS(3),2)
CALL GETD8L('ZWISCHENPKT. TZ FUER ASYMPT. ENTW. - ',l,TZ,2)
CALL GETDBL(,nENDZEIT M TF _ ',1,TF,2/
TYPE'

1 CALL GETSTR(' <LOSG>, <BIFD>, <KRWE> ? ',CH,21
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C BERECHNUNG DER LOSUNG
C •••••••••••••••••••••

C
IF (CH. EO. 'LOSG') THEN

CALL GEToBL('ANFANGSBEo. UO - ',l,UM,2)
CALL GEToBL('"EIGENWERTPAR" LAM - ',1,LAM,2)
OUTP-'Y'
CALL TABKPF
CALL ANFBED(X,NGL)
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKO (TZ, TF, NGL, ITER, X, HTOS (1) ,HTOS (2) ,HTOS (3) ,HTOS (4) ,

t oGL,OUT)
TYPE'

c

c
c
c
c

100

00 100 I~1,LOPKTE

XPLT(I)-TLOS(l)
YPLT(I)~YLOS(Il

CONTUWE
CALL GRAPHl(XPLT,YPLT,LOPKTEI

END IF

BERECHNUNG DES BIFURKATIONSDIAGRAMMS

c
c
c
c

IF (CH.EQ.'BIFD') THEN
CALL GETDBL('{U01,U02]-INTERVALL ~ ',2,lNPT,21
CALL GETINT('ANZ. KURVENPUNKTE ~ ',1,BIPKTE,2)
CALL GETDBL('STARTWERT F. LAM-ITERATION ~ ',1,LAM,2l
OUTP-'N'
CALL GETSTR('OUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATION ? ',OUTP1,2)
UM~INPT(ll

DELUM-(INPT(21-INPT(1IJ!DBLE(BIPKTE)
CALL TABKPF
TYPE'
00 110 I~1,BIPKTE

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
TYPE' (T35,A,F14.10,F14.10)', 'UO, LAM - ',UM,LAM
XPLT(l)-LAM
YPLT(II"lw.
UM~Ul1+DELtJM

110 CONTINUE
CALL GRAPH2(XPLT,YPLT,BIPKTE)

END IF

BERECHNUNG DES KRITISCHEN WERTES
••••••••••••••••••••••••••••••••

IF (CH.EQ. 'KRWE') THEN
CALL GETDBL('STARTWERT FUER UO' ',l,UM,21
CALL GETDBL('STARTWERT FUER LAM' ',1,LAM,2)
OUTP~'N'

CALL GETSTR('OUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATION ? ',OUTP1,2)
UM1~UM

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
Fl--X(3l!X(Sl
UM2-UM1+1.o-S
tJM·UM2

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOSl
F2--X(3l!X(Sl
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C BERECHNUNG DER LOSUNG
C •••••••••••••••••••••

C
Ir (CH. EO. 'LOSG') THEN

CALL GEToBL('ANrANGSBEo. UO - ',l,UM,2)
CALL GEToBL('"EIGENWERTPAR" LAH - ',l,LAM,2)
OUTP-'Y'
CALL TABKPF
CALL ANrBED(X,NGL)
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKO (TZ, TF, NGL, ITER, X, HTOS (1) ,HTOS (2) ,HTOS (3) ,HTOS (4) ,

+ oGL,OUT)
TYPE'

c

c
c
c
c

100

00 100 I-1,LOPKTE
XPLT(Il-TLOS(I)
YPLT(Il-YLOS(I)

CONTUWE
CALL GRAPH 1 (XPLT,YPLT,LOPKTE)

END IF

BERECHNUNG DES BIFURKATIONSDIAGRAMMS•••••.•.•.••........................

c
c
c
c

IF (CH.EQ.'BIFD') THEN

CALL GETDBL('{U01,U02]-INTERVALL - ',2,INPT,21
CALL GETINT('ANZ. KURVENPUNKTE - ',1,BIPKTE,2)
CALL GETOBL('STARTWERT F. LAM-ITERATION - ',I,LAH,2)
OUTP-'N'
CALL GETSTR('OUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATION ? ',OUTPI,2)
tJM-INPT(I)
DELtJM-(INPT(2l-INPT(lll/OBLE(BIPKTE)
CALL TABKPF
TYPE'
00 110 I-l,BIPKTE

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOSl
TYPE' (T35,A,F14.10,FI4.10)', 'UO, LAM - ',UM,LAM
XPLT(I)-LAM
YPLT(I)"'UM
tJM-!Jl1+DELUM

110 CONTlNUE
CALL GRAPH2(XPLT,YPLT,BIPKTE)

END IF

BERECHNUNG DES KRITISCHEN WERTES
••••••••••••••••••••••••••••••••

IF (CH.EQ. 'KRWE') THEN
CALL GETDBL ( 'STARTWERT FUER UO' , , 1, tJM, 2)
CALL GETDBL('STARTWERT FUER LAM' ',l,LAM,2)
OUTP-'N'
CALL GETSTR('OUTPUT ZWISCHENWERTE LAM-ITERATION ? ',OUTPl,2)
tJMI-UM

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
Fl--X(3) /X(5)
UM2-UMl+1.o-5
UM-tJM2

CALL BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
F2--x(3) /X(5)
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KOR-(Fl-F1J/{UM1-UM1)
KOR-F2!KOR
TYPE' (T20,A,F22.1B)', ,····UO - ',UM
IF (ABS(KOR) .LT. (ABS(UM)+1.OO)"HTOS(2j·1.02) GOTO 20

UM3-UH2-KOR
UM1-UH2
UM2-UM3
Fl-F2
UM-UM3

CALL BIFURK{TZ,TF,NGL,ITER,~,HTOS)

F2--X {3j!X (5)
GOTO 10
CONTINUE
TYPE"
TYPE' (A,Fll.1B,F22.1Bj',

""KRITISCHER WERT UO', LAM" - ',UM,LAM
TYPE"

END IF

TYPE'
STOP
,ND

." "ENDE DER RECHNUNG"""

10

20

c

•
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KOR-(Fl-F1J/(UM1-UM1)
KOR-F2!KOR
TYPE' (T20,A,F22.1B)', '*·*-UO - ',UM
IF (ABS(KOR) .LT. (ABS(UMl+l.OO)"HTOS(2j*1.02) GOTO 20

UM3-UH2-KOR
UM1-UH2
UM2-UM3
Fl-F2
UM-UM3

CALL BIFURK{TZ,TF,NGL,ITER,~,HTOS)

F2--X {3j!X (5)
GOTO 10
CONTINUE
TYPE"
TYPE' (A,Fll.1B,F22.1Bj',

""KRITISCHER WERT UO", LAM" - ',UM,LAM
TYPE"

END IF

TYPE'
STOP
,ND

." "ENDE DER RECHNUNG"·'
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C FILE: PARAN.FOR (BERECHSUNG VON HILFSPARAMETERN, FALL N > 1)
C

SUBROUTINE PARAM(KMIN,RG,E,DGPl
c
c
c
c
c
c
c
c
c

PARAMETER: KMIN: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
HIN. GEODAETISCHE MITTLERE KRUEMMUNG.

RG: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
GEODAETISCHER RADIUS DER (HYPER-) KUGEL

E: OBERE SCHRANKE FUER DEN ENDPUNKT DES INTE
GRATIONSINTERVALLS.

DGP: EIN WEITERER PARAMETER DER DIFF.- GLEICHUNG.

c

c

c

DOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,Z,FKT,NULLST
DOUBLE PRECISION TAU,WMAX,E,OGP,BETA

EXTERNAL FKT,NULLST

P-KMIN·RG
HZ-DSQRTlO.SDO·P)
Z-NULLST(HZ,P,FKT)
HZ-Z'Z
TAU-4. DO/KMIN'HZ/ II .DO+HZ)
BETA-TAU/KMIN
WMAX-BETA·HZ
TYPE·
TYPE' (A,FIZ.8,FIZ.8.FIZ.8,FIZ.8)',' ••• WMAX, TAUQ, BETA, Z -'

+ WMAX,TAU,BETA,Z
TYPE'
IF lBETA.LE.WMAX) THEN
DGP-l.DO/OSQRT(2.DO·~~)

E-0.1853981633914483096DO/OGP
ELSE

DGP-0.5DO·KMIN/Z
E-Z/KMIN·DASIN (2 .00 ·z/ (1 .DO+HZ) )

END IF

,"D
c
c
C SUBROUTINEN
C •••••••••••

C
DOUBLE PRECISION FUNCTION FKT(X,P)
OOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT-X·DATAN(XJ-P/Z.DO
TYPE·,' X -',X
END

c
c

DOUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(ZO,P,FKT)
c

OOUBLE PRECISION ZO,Z1,Z2,FO,F1
DOUBLE PRECISION DER,KOR,HI,TOL,P
PARAMETER(TOL-l.E-18l

c
EXTERNAL fKT

c
FO-FKT(ZO,P)
U-ZO+l.D-S
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C FILE: PARAN.FOR (BERECH~G VON HILFSPARAMETERN, FALL N > 1)
C

SUBROUTINE PARAM(KMIN,RG,E,DGP)
c
c
c
c
c
c
c
c
c

PARAMETER: KMIN: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
HIN. GEODAETISCHE MITTLERE KRUEMMUNG.

RG: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
GEODAETISCHER RADIUS DER (HYPER-) KUGEL

E: OBERE SCHRANKE FUER DEN ENDPUNKT DES INTE
GRATIONSINTERVALLS.

DGP: EIN WEITERER PARAMETER DER DIFF.- GLEICHUNG.

c

c

c

DOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,Z,FKT,NULLST
DOUBLE PRECISION TAU,WMAX,E,OGP,BETA

EXTERNAL FKT,NULLST

P-KMIN·RG
HZ-DSQRTlO.500·P)
Z-NULLST(HZ,P,FKT)
HZ-Z'Z
TAU-4.DO/KMIN·HZ/ll.DO+HZ)
BETA-TAU/KMIN
WMAX-BETA·HZ
TYPE·
TYPE' (A,F12.8,F12.8,F12.8,F12.8)',' ••• WMAX, TAUQ, BETA, Z -'

+ WMAX,TAU,BETA,Z
TYPE'
IF lBETA.LE.WMAX) THEN
DGP-l.DO/DSQRT(2.DO·~~)

E-0.1853981633914483096DO/DGP
ELSE

DGP-0.5DO·KMIN/Z
E;-Z/KMIN·DASIN (2 . DO ·zl (1 . DO+HZl )

END IF

,"D
c
c
C SUBROUTINEN
C •••••••••••

C
DOUBLE PRECISION FUNCTION FKT(X,P)
OOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT-X·DATAN(XJ-P/2.DO
TYPE",' X -',X
END

c
c

DOUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(ZO,P,FKT)
c

OOUBLE PRECISION ZO,ZI,z2,FO,Fl
DOUBLE PRECISION OER,KOR,HI,TOL,P
PARAMETER(TOL-l.E-18)

c
EXTERNAL fKT

c
FO-FKT(ZO,P)
21-Z0+1.0-5
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10 FI-FKTIZl,PI
DER-(FI-FO)/(Zl-ZO)
KOR-rl/DER
Ir (DAB$(KORI.LT. (ZlH.DOI·TOL) GOTO 20
z2-Zl-KOR
ZO-Zl
%1-Z2
FO-Fl
GOro 10

20 CONTlNUE
NULLST-Zl
END
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10 FI-FKTIZl,PI
DER-(FI-FO)/(Zl-ZO)
KOR-rl/DER
Ir (DAB$(KORI.LT. (ZlH.DOI·TOL) GOTO 20
z2-Zl-KOR
ZO-Zl
2:1-Z2
FO-Fl
GOro 10

20 CONTlNUE
NULLST-Zl
END
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C FILE: PARA2.FOR (BERECHNUNG VON HILFSPARAHETERN, FALL N .. 2}
C

SUBROUTINE PARAH(KMIN,RG,E,OGP)
C

C PARAMETER: SIEHE FILE PARAN.FOR
C

OOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,Z,FKT,NULLST
DOUBLE PRECISION TAUQ,BETA,WMAX,E,DGP

c
EXTERNAL fKT,NULLST

c
P-KMIN*RG
HZ-0.9500
Z-NULLST(HZ,P,fKT)
DGP-KMIN/Z
BETA-OGP*OGP
TAUQ-2.DO·z/DGP
WMAX--DLOG(l.DO-Z*Zj/BETA
E-DAS IN (Z) IDGP

TYPE'
TYPE' (A,fI2.8,F12.8,f12.8,f12.8)',' .. * WMJ\.X, TAUQ, BETA, Z .'

~ WMAX,TAUQ,BETA,Z
TYPE*
,ND

c
C SUBROUTINEN
C ****.*****.
C

DOUBLE PRECISION fUNCTION FKT(X,P)
DOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT-X*O.S·DLOG( (l.DO+X) /(l.DO-X) I-P
TYPE*,' ***X-',X
,ND

c
DOUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(ZO,P,fKT)

c
DOUBLE PRECISION ZO,Zl,Z2,fO,Fl
DOUBLE PRECISION DER,KOR,HI,TOL,P
P~TER(TOL"l.E~le)

c
EXTERNAL fKT

c
FO-FKT (ZO, P)
Zl-ZO+1.D-S

10 Fl-fKT(Zl,P)
DER-(FI-FO)/(Zl-ZO)
KOR-Fr/DER
I.IDABS(KORI.LT.(Zl+l.DO)*TOL) GOTO 20
Z2-Z1-KOR
ZO-Zl
Zl-Z2
FO-Fl
GOTO 10

20 CONTINUE
NULLST-Zl
,ND
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C FILE: PARA2.FOR (BERECHNUNG VON HILFSPARAHETERN, FALL N .. 2}
C

SU8ROUTINE PARAH(KMIN,RG,E,OGP)
C

C PARAMETER: SIEHE FILE PARAN.FOR
C

DOUBLE PRECISION KMIN,RG,P,HZ,Z,FKT,NULLST
DOUBLE PRECISION TAUQ,BETA,WMAX,E,DGP

c
EXTERNAL FKT,NULLST

c
P-KMIN*RG
HZ-0.9500
Z-NULLST(HZ,P,FKT)
DGP-KMIN/Z
BETA"OGP*DGP
TAUO.. 2.DO·z/DGP
WMAX--DLOG(l.DO-Z*Zj/BETA
E-DAS IN (Z) IDGP

TYPE·
TYPE' (A,FI2.8,F12.8,F12.8,F12.8)',' ... WMAX, TAUQ, BETA, Z .'

~ WMAX,TAUQ,BETA,Z
TYPE·
,ND

c
C SUBROUTINEN
C •••••••••••
C

DOUBLE PRECISION FUNCTION FKT(X,P)
DOUBLE PRECISION X,P,HI
FKT-X·0.S·OLOG(1.OO+X)/(1.DO-X,)-P
TYPE·,' ···X -',X
,ND

c
OOUBLE PRECISION FUNCTION NULLST(ZO,P,FKT)

c
DOUBLE PRECISION ZO,Zl,Z2,FO,Fl
DOUBLE PRECISION DER,KOR,HI,TOL,P
P~TER(TCL"l.E~le)

c
EXTERNAL FKT

c
FO-FKT (ZO, pj
Zl-Z0+1.0-S

10 FI-FKT(Zl,P)
DER-(FI-FO)/(Zl-Z0)
KOR-Fr/DER
1. \OABS(KORI.LT.(Zl+1.00)·TOL) GOTO 20
Z2-Z1-KOR
ZO-Z1
Zl-Zl
.O-Fl
GOTO 10

20 CONTINUE
NULLST-Zl
,ND
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C FILE; 8Pl.FOR (IHPLEHENTATIONEN FUER DIE GELFANDGLEICHUNG GEHAESS
C ABSCHNITT 3.2)
C
C BERECHNUNG DER LOESUNG UM O-PKT HITTELS ASYMPTOTISCHER ENTWICKLUNG
C ••••••••••••••••••••••••••• * ••••••••••••••••••••••••••••••••• * ••••

C
SUBROUTINE ASYHPT(TZ,X,NGL)

c
C PARAMETER: TZ; INPUT OOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ZWISCHENPUNKT, WO DIE ASYHPTOTISCH
C ENTWICKLUNG ZU BERECHNEN IST.
C X: INPUT/OUTPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE;
C INPUT: ANFANGSWERTE
C OUTPUT; LOESUNG AN DER STELLLE TZ.
C NGL; INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL GLEICHUNGEN DES DIFF.- GLEICHUNGSSYSTEHS.
C

INTEGER LOPKTE,I,GRAD,NGL
PARAMETER (GRAD-3)
DOUBLE PRECISION TZ,TTZ,X(NGL),AALF
DOUBLE PRECISION Kl,K2,Rl,R2,R3,NEN,EO,KOEF(0;GRAD)
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAH,UM
DOUBLE PRECI$ION TLOS(lOlO),YLOS(lOlO)
CliARACTER OUTP

c
COMMON /OGLPA/ NN,ALF,PP,LAH,UH
COMMON /LOSNG/ TLO$,YLO$,LOPKTE,OUTP

c
IF (TZ.NE.O.OOl THEN

c
KOEF(Ol-VH
EO-LAH·OEXP (VH)
KOEF(ll--EO/2.00/NN
AALF-ALF*ALF
NEN-4 .00' (NN+2.00l
Kl-AALF/2.00/NEN
K2-1.00/2.00/NN/NEN
KOEF(2J-(Kl+K2·EOl*EO
NEN-6.00*(NN+4.00l
Rl-AALF*AALF/8.00/NEN
R2-AALF·(3.00*NN+4.00l/(8.00·NNl/(NN+2.00l/NEN
R3-(NN+l.OO)/ (4.DO·NN·NNl/ (NN+2.00l/NEN
KOEF(3)--(Rl+(R2+R3·EOl *EOl *EO
TTZ-TZ*TZ

CALL HORNER(KOEF,GRAD,TTZ,X(1),XI2ll
X(2j-X(2)·2.00*TZ
KOEFIOl-l.OO
KOEFll)--EO/2.00/NN
KOEF(2j-(Kl+2.DO*K2*EO)*EO
KOEF(3)--(Rl+(2.00·R2+3.00*R3*EOJ·EOj*EO

CALL HORNER(KOEF,GRAD,TTZ,X(3l,X(4))
X(4)-X(4l·2.DO*TZ
KOEFIOj-O.DO
00100 1-1,3
KOEF(Ij-KOEF(I)/LAH

100 CONTINUE
CALL HORNER(KOEF,GRAD,TTZ,X(5l,X(6»)

X(6)-X(6l ·2.DO·TZ
c

LOPKTE-LOPKTE+ 1
TLOSILOPKTE)-TZ
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C FILE; 8Pl.FOR (IMPLEHENTATIONEN FUER DIE GELFANDGLEICHUNG GEHAESS
C ABSCHNITT 3.2)
C
C BERECHNUNG DER LOESUNG UM O-PKT MITTELS ASYMPTOTISCHER ENTWICKLUNG
C •••••••••••••• *.**** •• ****** ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

C
SUBROUTINE ASYHPT(TZ,X,NGL)

c
C PARAMETER: TZ; INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ZWISCHENPUNKT, WO DIE ASYHPTOTISCH
C ENTWICKLUNG ZU BERECHNEN IST.
C X: INPUT/OUTPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE:
C INPUT: ANFANGSWERTE
C OUTPUT; LOESUNG AN DER STELLLE TZ.
C NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL GLEICHUNGEN DES DIFF.- GLEICHUNGSSYSTEHS.
C

INTEGER LOPKTE,I,GRAD,NGL
PARAMETER (GRAD-3)
DOUBLE PRECISION TZ,TTZ,X(NGLI,AALF
DOUBLE PRECISION Kl,K2,Rl,R2,R3,NEN,EO,KOEF(0:GRAD)
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAH,UM
DOUBLE PRECISION TLOS(lOlOI,YLOS(lOlO)
CHARACTER OUTP

c
COMMON /OGLPA! NN,ALF,PP,LAH,UH
COMMON /LOSNG! TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP

c
IF (TZ.NE.O.DOl THEN

c
KOEF(Oj-UM
EO-LAM·OEXP(UM)
KOEF(ll--EO/2.00!NN
AALF-ALF'ALF
NEN-4 .00· (NN+2.001
Kl-AALF/2.00/NEN
K2-1.00!2.00/NN/NEN
KOEF(2J-(Kl+K2·EOl·EO
NEN-6.00*(NN+4.001
Rl-AALF·AALF/8.00/NEN
R2-AALF*(3.00·NN+4.001/(B.nO·NNl/(NN+2.001/NEN
R3-(NN+l.00)/ (4.00·NN·NNI/ (NN+2.00l!NEN
KOEF(3)--(Rl+(R2+R3·EOl*EOl·EO
TTZ-TZ'TZ

CALL HORNER(KOEF,GRAD,TTZ,X(1},X(211
X(2j-X(2}·2.00*TZ
KOEF (01 -1.00
KOEF(1)--EO/2.00/NN
KOEF(2j-(Kl+2.DO*K2*EOI*EO
KOEF(3)--(Rl+(2.00·R2+3.00·R3*EOl·EOj·EO

CALL HORNER(KOEF,GRAD,TTZ,X(3l,X(41)
X(4)-X(4l·2.DO·TZ
r;OEF(Oj-O.OO
00100 1-1,3
KOEF(Ij-KOEF(I}/LAH

100 CONTINUE
CALL HORNER(KOEF,GRAO,TTZ,X(51,X(6})

X(6'-X(6l ·2.DO·TZ
c

LOPKTE-LOPKTE+ 1
TLOS(LOPKTE)-TZ



c

c

c
c
c
c
c

c
c
c

c

c

c
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YL05(LOPKTEI-X(1}
IF (OUTP.EQ.'Y') THEN

TYPE' (El1.2, E25 .18, E26 .18) , ,T.I1, X(l), X (2)
TYP;:'

END IF

END IF

IMPLEMENTATION DER GEL.ANDGLEICHUNG (INKL. VARIATIONSGL.l
•••••••• *•••••••••••••••••• *•••••••• * ••••••••••••••••••••

SUBROUTINE DGL(T,X,DX)

PARAMETER: SIEHE ERKLAERUNG IN KURZBE5CHREIBUNG DER RK-ROUTIKE.

DOUBLE PRECISION T,X('),DX('),HI,F,DF
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,Lk~.UM

COMMON !DGLPA! NN,ALF,PP,LAM,UM

F-DEXP(X{1)-O.5DO·ALF·ALF·T·T)
DF-f'
HI- (1 . Do-m'l) /T
DX(l)-X{21
DX(2)-HI*X(2)-LAM'F
DX(3)-X(4}
DX(4l-HI*X{4)-LAM'OF*X(3)
DX(SI-X(6)
DX(6)-HI*X{6)-.-LAM·DF·X(S)

wo

c

c

c
c
c
c
c

c
c
c

c

c

c
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YL05(LOPKTE}-X(1}
IF (OUTP.EQ.'Y') THEN

TYPE' (El1.2, E25.18, E26 .18)' ,T.IT, x(l) ,X(21
TYP;:'

END r.
END r.
n",

IMPLEMENTATION DER GEL.ANDGLEICHUNG (INKL. VARIATIONSGL.l.........................................................
SUBROUTINE DGL(T,X,DX)

PARAMETER: SIEHE ERKLAERUNG IN KURZBESCHREIBUNG DER RK-ROUTIKE.

DOUBLE PRECISION T,X(~),OX(·),HI,.,D.

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,Lk~,UM

COMMON !DGLPA! NN,AL.,PP,LAM,UM

.-DEXP(X(ll-O.SDO·AL.·AL.·T·T)
D.-f'
HI- (1 . Do-m'l) IT
DX(l)-X(2}
OX(2)-HI'X(2)-LAM·.
OX(3)-X(4}
OX(4l-HI'X{41-LAM"OF'X(3)
OX(S)-X(61
DX(6)-HI'X(6)-F-LAM'Or'X(S)

wo
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C FILE: BIFUR1.FOR
C
C SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIFURXATIONSDIAGRAMMS (GELFANDGL.)
C ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

C
C SUBROUTINE BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
C

C PARAMETER: TZ: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ZWISCHENPUNKT, WO ASYMPTOTISCHE
C ENTWICKLUNG BERECHNET WERDEN SOLL.
C TF: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ENDPUNKT DES INTEGRATIONS INTERVALLS.
C NGL; INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYSTEMS
C ITER: (ITER" 01 WIRD FUER UNSERE BEISPIELE
C NICHT GEBRAUCHT.
C X: OUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C LOESUNGSVEKTOR AN DER STELLE TF.
C HTOS: INPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C HTOS(l) H - ANFANGSCHRITTWEITE
C HTOS(2) EINGEGEBENE TOLERANZ TOL
C HTOS (3) ORD" 1 (GROESSENORDNUNG DER LOESUNGl
C HTOS(4l SP .. STEUERGROESSE FUER KONTROLLOUTPUT
C

INTEGER NGL,ITER
DOUBLE PRECISION TZ,TF,X(NGLI,HTOS{4l,KOR
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHARACTER OUTPI

c
COMMON /DGLPA/ NN,ALF,PP,LAM,UM
COHMON /ITOUT/ OUTPI

c
EXTERNAL DGL,OUT

c
CALL ANFBED (X, NGLl
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS(1),HTOS(2),HTOS(3)

+ ,HTOS(41,DGL,OUTl
10 KOR-X{11/X(5)

IF {OUTPl.EQ. 'y') TYPE' (A,F22.18) ',' •• LAM -',LAM
IF (ABS (KOR) .LT. (LAM+l.DO) ·HTOS(2) '1.01) GOTO 20

LAH"'LAM-KOR
CALL ANFBED(X,NGLl
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X.HTOS(ll.HTOS(2),HTOS(3l

t ,HTOS(4).DGL,OUTl
GOTO 10

20 CONTINUE
C

ENO
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C FILE: BIFURl.FOR
C
C SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIFURXATIONSDIAGRAMMS (GELFANDGL.)
C ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

C
C SUBROUTINE BIFURK(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS)
C

C PARAMETER: TZ: INPUT DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ZWISCHENPUNKT, WO ASYMPTOTISCHE
C ENTWICKLUNG BERECHNET WERDEN SOLL.
C TF: INPU'r DOUBLE-PRECISION VARIABLE,
C ENDPUNKT DES IN'rEGRATIONSINTERVALLS.
C NGL; INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYS'rEHS
C I'rER: U'rER" Ol WIRD FUER UNSERE BEISPIELE
C NICHT GEBRAUCHT.
C X: OUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C LOESUNGSVEKTOR AN DER STELLE TF.
C HTOS: INPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C HTOS(l) H - ANFANGSCHRITTWEI'rE
C HTOS(2) EINGEGEBENE TOLERANZ TOL
C HTOS (3) ORD" 1 (GR.OESSENORDNUNG DER LOESUNGl
C HTOS(4l SP .. STEUERGROESSE FUER KON'rROLLOUTPU'r
C

INTEGER NGL,ITER
DOUBLE PRECISION TZ,TF,X(NGLI,HTOS(4l,KOR
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHARACTER OUTPI

c
COMMON /DGLPA/ NN,ALF,PP,LAM,UM
COMMON /ITOU'r/ OUTPI

c
EXTERNAL DGL,OUT

c
CALL ANFBED (X, NGLl
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS(I),HTOS(2),HTOS(3)

+ ,HTOS(4l,DGL,OUTl
10 KOR-X(11/X(5)

IF {OUTP1.EQ. 'y') TYPE' (A,F22.18) ',' "" LAM -',LAlol
IF (ABS (KOR) .L'r. (LAM+l.DOI ·HTOS(2) "1.Dl) GOTO 20

LAM"LAlol-KOR
CALL ANFBED(X,NGLl
CALL A5YMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS(I),HTOS(2),HT05(31

+ ,HT05(4),DGL,OUT)
GOTO 10

20 CONTINUE
C

ENO



c
c
c
c
c
c
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FILE: 8P2.FOR (IMPLEMENT~TIONEN FUER DIE RE~KTIONSGLEICHUNG P-7ER
ORDNUNG GEMAESS ~BSCHNITT 3.3)

ASYMPTOTISCHr. ENTw~crL~~

SUBROUTINE ~SYMPT(TZ.X,NGL)

c
c

P~RAHETER: SIEHE FILE BPl.FOR.

c

c

c
c

c
c

INTEGER LOPKTE,I,NGL
DOUBLE PRECISION TZ,TTZ,X(NGLI,TLOS(10101,YLOS(1010)
DOUBLE PRECISION GAM,UO,Ul,Z~EL,NENN,POT,HI

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM.UM
CHARACTER OUTP

COHMON !DGLPA! NN,ALF,PP,LAM,UM
COMMON !LOSNG! TLOS,YLOS.LOPKTE,OUTP

IF (UM.EQ.O.DO) THEN
GAM-2.DOI (l.DO-PP)
POT-l.DO!(PP-l.DO)
ZAEL-GAM·(NN-2.DO+GAM)
UO-(ZAEL!LAH/LAM) "POT
NENN-4.DO·(3.DO·GAM+2.DO·NN-2.DO)
UI--ALF'ALF'ZAEL!NENN'UO
TTZ-TZ'TZ
POT-GAM-l,DO
HI-TZ"POT
X(l}-TZ'HI* (UO+Ul'TTZ)
X(2}-HI·(GAM·UO+(GAM+2.DO) 'Ul'TTZ)
IF (OUTP,EQ.'Y') THEN

TYPE' (Ell.2,E25.18,E26.18) ',TZ,X(1),X(2}
TYPE*

EtID IF
EtID IF

"'"
II".PL~.ENT".TIOt1 [)ER REFJ<:'ICN~GLElcmmG (lNr:L. ·/A~I.'\TIONSGL.)

•••••••••••• * ••••••••• *** •• ** ••••••••••••••••••••••••• * ••••

SUBROUTINE DGL(T,X,DX)
c
c
c

PARAMETER: SIEHE KURZBE$CHREIBUNG DER RK-ROUTINE

c

c

c
c

DOUBLE PRECISION T,X('),DX('I,HI,F,OF
OOUBLE PRECI5ION NN,ALF,PP,LAM,UM

COMMON !OGLPAI NN,ALF,PP,LAM,UM

IF (T.EQ.OI THEN
f-LAM*(X(U"PP)
Df-PP'F!X (1)
DX(1)-X(21
DX(21-LAM'F!NN

DX(Jl-X(41
DX(41-LAM*Df*X(J)!NN

DX(5}-X(61
DX(61-\2.DO·F+LAH*Df'X(S))!NN

ELSE

c
c
c
c
c
c

- 188 -

FI~E: 8P2.FOR IIMP~EMENT~TIONEN FUER DIE RE~KTIONSG~EICHUNG P-7ER
ORDNUNG GEMAESS ABSCHNITT ),))

ASYMPTOTISCHr. ENTW:cr~~~

SUBROUTINE ASYMPT(TZ.X,NG~)

c
c

PARAMETER: SIEHE FI~E BPl.FOR.

c

c

c
c

c
c

INTEGER ~OPKTE,I,NG~

DOUBLE PRECISION TZ,TTZ,X(NGLl,TLOS(10101,YLOS(10LO)
DOUBLE PRECISION GAM,UO,Ul,Z~EL,NENN,POT,HI

DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHARACTER OUTP

COMMON IDGLPAI NN,ALF,PP,LAM,UM
COMMON ILOSNGI TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP

IF (UM.EC.O.DO) THEN
GAM-2.DOI (l.DO-PP)
POT-l.DO/IPP-l.DO)
ZAEL-GAM' INN-2. DO"GAM)
UO-(ZAEL/t..AH/LAM)··POT
NENN-4.DO·().DO·GAM+2.DO·NN-2.DO)
UI--ALF'ALF'ZAEL/NENN'UO
TTZ-TZ"TZ
POT-GAM-l,DO
HI-TZ"POT
X(l)-TZ"HI' (UO+Ul'TTZ)
X(Z)-HI·(GAH·UO+(GAH.. Z.DO) 'Ul'TTZ)
IF (OUTP,EQ.'Y') THEN

TYPE' (lll.2,E25.18,126.18) ',TZ,X(l),X(Z)
TYPE'

END U'

END IF

"'"
II".PL~.ENT".TIOt1 rlER REFJ<:'ICN~GLE1CmmG (lNKL. ·/ARI,'\TIONSGL.)••••.•.....................................................

SUBROUTINE DG~(T,X,DXI

c
c
c

PARAMETER: SIEHE KURZBE$CHREIBUNG DER RK-ROUTINE

c

c

c
c

DOUBLE PRECISION T,X("),DX('I,HI,F,OF
DOUBLE PRECI5ION NN,ALF,PP,LAM,UM

COMMON IDGLPAI NN,ALF,PP,LAM,UM

IF (T.EQ.Ol THEN
F-LAH'(X(l)"PP)
OF-PP'F/X (1)
OX(1)-X(21
OX(ZI-LAM'F!llN

DX(31-X(41
DX(41-LAM'DF'X(31!NN

DX(5)-X(61
DX(61-\Z,DO'F+LAM'OF"X(S)I!NN

ELSE



- 189 .

F-LAMODEXP(-O.5DOOALFOALFOTOTJOX(1)OOPP
DF-PPOF!X(l)
HI- (l,DO-tm) /T
DX(1)-X(2)
DX(2)-HIOX(2)~LAMOF

C DX(31-X(4)
C DX(4J-HIOX(4)-+LAMoDFOX(3)

DX(5)-X(6)
DX(6)-HIOX(6)~2.DOOFtLAMoDF~X(5)

END IF
c

,"D

- 189 •

F-LAMOOEXP(-O.5000ALFOALFOTOTJOXI1IOOPP
OF-PPOF!X(l)
HI- (l,OO-tml!T
DX(11-X(2)
OX(21-HIOX(21+LAMoF

C OX(31-X(41
C OX(4J-HIOX(4)-+LAMoOFOX(31

OX(5)-X(6)
OX(6)-HIOXI61+2.00oF+LAMoOF"X(51

END IF
c

,"D



c
c
c
c
c

- 190 -

fILE: BlfUR2.fOR

SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIfURKATIONSDIAGRAMMS (REAKTIONSGL.)......•................................•....•......•.•.......•....

SUBROUTINE BlfURK(TZ,Tf,NGL,ITER,X,HTOSl
c
c
c

PARAMETER: SIEHE IN FILE BlfUR1.FOR.

c

c

c

INTEGER NGL,ITER
DOUBLE PRECISION TZ,Tf,X(NGL),HTOS(4),KOR,POT
DOUBLE PRECISION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHARACTER OUTPl

COMMON 10GLPAI NN,ALF,PP,LAM,UM
COMMON IITOUTI OUTPI

EXTERNAL DGL,OUT

c

IF (UM.EQ.O.CO) THEN
CALL ANFBEoeX,NGL)
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS(ll,HTOS{2),HTOSe3}

+ ,HTOS(4),DGL,OUT)
POT-{PP-l.DO)/2.DO
LAM-X(l)··POT

ELSE
CALL ANFBEo(X,NGL)
CALL RKD(O.DO,TF,NGL,ITER,X,HTOS(ll,HTOS{2),HTOS(3)

+ ,HTOS(4),DGL,OUT)
10 KOR-(X(l)-l.DO)/X(Sl

IF (OUTPl.EQ. 'y') TYPE' (A,F22.18) '" LAM "',LAM
IF (DASS (KOR) . LT. (LAM+1.o0) ·HTOS (2) ·1.o1) GOTO 20

LAM"LA!'l-KOR
CALL ANFBED{X,NGL)
CALL RKD(0.OO,Tf,NGL,ITER,X,HTOS(I),HTOS(2),HTOS(3)

+ ,HTOS(4),DGL,OUT)
GOTO 10

20 CONTHlUE
Et."'D IF

,""

c
c
c
c
c
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fILE: BlfUR2.fOR

SUBROUTINE ZUR BERECHNUNG DES BIfURKATIONSDIAGRAMMS (REAKTIONSGL.)......•...............•.....................•.•..•.•.•.......•....

SUBROUTINE BlfURK(TZ,Tf,NGL,ITER,X,HTOSl
c
c
c

PARAMETER: SIEHE IN FILE BlfUR1.FOR.

c

c

c

INTEGER NGL,ITER
DOUBLE PRECISION TZ,Tf,X(NGL),HTO$(4),KOR,POT
DOUBLE PRECI$ION NN,ALF,PP,LAM,UM
CHAAACTER OUTP 1

COMMON 10GLPAI NN,ALF,PP,LAM,UM
COMMON IITOUTI OUTPI

EXTERNAL DGL,OUT

c

IF (UM.EQ.O.OO) THEN
CALL ANFBEO(X,NGL)
CALL ASYMPT(TZ,X,NGL)
CALL RKD(TZ,TF,NGL,ITER,X,HTOS(ll,HTOS{2),HTOS(3}

+ ,HTOS(4),OGL,OUT)
POT-{PP-l.DO)/z.DO
LAM-X(l)··POT

ELSE
CALL ANFBEO(X,NGL)
CALL RKD(O.OO,TF,NGL,ITER,X,HTOS(ll,HTOS{2),HTOS(3)

+ ,HTO$(4),DGL,OUT)
10 KOR-(X(l)-l.DO)/X(Sl

IF (OUTPl.EQ. 'y') TYPE' (A,FZZ.IB) '" LAM "',LAM
IF (DASS (KOR) . LT. (LAM+1 .00) 'HTO$ (Z) '1 .01} GOTO 20

LAl'!"LAM-KOR
CALL ANFBED{X,NGLl
CALL RKO(0.OO,Tf,NGL,ITER,X,HTOS(ll,HTOS(2),HTOS(3)

+ ,HTOS(4),DGL,OUT)
GOTO 10

20 CONTINUE
Et."'D IF

,""
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C FILE ANFBED.FOR
C
C SETZEN DER ANFANGSBEDINGUNGEN
C •••••••••••••••••••••••••••••

C

SUBROUTINE ANFBED(X,NGLI
c
C PARAMETER: X: OUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C ENTHAELT DIE ANFANGSWERTE DES LOESUNGSVEKTORS
C NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYSTEMS
C

INTEGER NGL,I,LOPKTE
DOUBLE PRECISION TLOS(lOIOI,YLOS(lOlOI
DOUBLE PRECISION X(NGLI,NN,ALF,PP,LAH,UM
CHARACTER OUTP

c
COMMON !DGLPA/ NN, ALF, PP, LAH, UM
COMMON !LOSNG/ TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP

c
oe 100 I-I,NGL

X(Il-O.DO
100 CONTINUE

X(l)-UH
X(3)-l.DO
LOPKTE-I
TLOS(LOPKTEl-O.DO
YLQS(LOPKTEl-X(l)
IF (OUTP.EQ.'Y') THEN

TYPE·
TYPE' (Ell.2,E25.1B,E26.1Bl ',O.DO,X (11, X(21
TYPE·

EIID IF
END

c
c
c
C HILFSROUTINE FUER KONTROLLOUTPUT
C ••••••••••••••••••••••••••••••••
C

SUBROUTINE OUT(T,X,OX,NGL,PELTAT,NREJ,NSTPI
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c

PARAMETER: T: UNABHAENGIGE (DOUBLE-PRECISIONI VARIABLE
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG.

X: LOESUNGSVEKTOR (DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
DX: ABLEITUNG DES LOESUNGSVEKTORS

(DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
NGL: INTEGER VARIABLE, WELCHE DIE ANZAHL

GLEICHUNGEN DES SYSTEMS ENTHAELT.
DELTAT: DOU8LE-PRECISION VARIABLE, WELCHE DIE

LETZTE BERECHNETE SCHRITTWEITE ENTHAELT.
NREJ: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFElIDE TOTAL

DER NICHT AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.
NSTP: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFElIDE TOTAL

DER AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.

c

INTEGER NGL,NREJ,NSTP,LOPKTE
DOUBLE PRECISION T,X(NGL) ,DX(NGL) ,DELTAT
POUBLE PRECISION TLQS(IOlOI,YLOS(lOIO)
CHARACTER OUfP
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C FILE ANFBED.FOR
C
C SETZEN DER ANFANGSBEDINGUNGEN
C ~~ •• ~~~~~~~••••••••••••••••••

C

SUBROUTINE ANFBED(X,NGLI
c
C PARAMETER: X: OUTPUT DOUBLE-PRECISION ARRAY,
C ENTHAELT DIE ANFANGSWERTE DES LOESUNGSVEKTORS
C NGL: INPUT INTEGER VARIABLE,
C ANZAHL DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES SYSTEMS
C

INTEGER NGL,I,LOPKTE
DOUBLE PRECISION TLQS(lOlOl,YLQS(lOlOI
DOUBLE PRECISION X(NGLI,NN,ALF,PP,LAH,UM
CHARACTER OUTP

c
COMMON !DGLPA/ NN, ALF, PP, LAH, UM
COMMON !LOSNG/ TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP

c
00 100 I-l,NGL

X(II-O.DO
100 CONTINUE

X(l)-UM
X(3)-l.DO
LOPKTE-l
TLOS(LOPKTEI-O.DO
YLOS(LOPKTEI-X(l)
IF (OUTP.EQ. 'Y') THEN

TYPE'
TYPE' (Ell.2,E25.1B,E26.IBI ',O.DO,Xill, Xi21
TYPE'

END IF
END

c
c
c
C HILFSROUTINE FUER KONTROLLOUTPUT
C ••••••••••••••••••••••••••••••••
C

SUBROUTINE OUT(T,X,DX,NGL,OELTAT,NREJ,NSTPI
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c
c

PARAMETER: T: UNABHAENGIGE (DOUBLE-PRECISIONI VARIABLE
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG.

X: LOESUNGSVEKTOR (DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
DX: ABLEITUNG DES LOESUNGSVEKTORS

(DOUBLE-PRECISION-ARRAY)
NGL: INTEGER VARIABLE, WELCHE DIE ANZAHL

GLEICHUNGEN DES SYSTEMS ENTHAELT.
DELTAT: DOUBLE-PRECISION VARIABLE, WELCHE DIE

LETZTE BERECHNETE SCHRITTWEITE ENTHAELT.
NREJ: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFENDE TOTAL

DER NICHT AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.
NSTP: INTEGER VARIABLE, WELCHE DAS LAUFENDE TOTAL

DER AKZEPTIERTEN SCHRITTE ENTHAELT.

c

INTEGER NGL,NREJ,NSTP,LOPKTE
DOUBLE PRECISION T,X(NGL) ,DX(NGL) ,DELTAT
DOUBLE PRECISION TLOS(lOlOI,YLOS(lOlO)
CHAAACTER OUTP



c

c
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CO~~ON /LOSNG/ TLOS,YLOS,LOPKTE,aUTP

LQPKTE-LOPKTE+!
TLOS(LOPKTE)-T
YLOS(LOPKTE)-X{l)
IF (OUTP.EQ. 'Y') TYPE' (E11.2,E25.18,E26.18,E10.2, 13,15)'

~ ,T,X(I},x(2l,OELTAT,NREJ,NSTP

c

c

- 192 -

COMMON ILOSNGI TLOS,YLOS,LOPKTE,OUTP

LOPKTE-LOPKTE+!
TLOS(LOPKTE)-T
YLOS(LOPKTE)-X{l)
IF (OUTP.EQ. 'Y') TYPE' (Ell.2,<:2S.18,E26.18,ElO.2, !J,tS)'

~ ,T,X(1},x(2l,OELTAT,NREJ,NSTP
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C FILE: HORNER.FOR
C
C POLYNOMAUSWERTUNG UND BERECHNUNG DER ABLEITUNG lO < GRhLo < 11)
C •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

C
SUBROUTINE HORNER(KOEF,GRAD,T,PWE,DPWE)

c
C PARAMETER: KOEF: INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELC~;;;;

C DEN ARRAY DER KOEFFIZIENTEN IN AUFSTEIGEN-
C DER REIHENFOLGE ENTHEALT.
C GRAD: INPUT INTEGER VARIABLE, WELCHE DEN GRAD
C DES POLYNOMS ( 0 < GRAD < 11 ) ENTHAELT.
C T: INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE FUER OIE
C UNABHAENGIGE VARIABLE DES POLYNOMS.
C PWE: OUTPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
C DEN WERT DES POLYNOMS AN DER STELLE T ENTHAELT.
C oPWE: OUTPUT OOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
C DEN WERT DER ERSTEN ABLEITUNG DES POLYNOMS
C AN DER STELLE T ENTHAELT.
C

C BEMERKUNG: DER ARRAY DER KOEFFIZIENTEN WIRD BEIM AUFRUF
C VOM HORNER NICHT VERAENDERT.
C

C

INTEGER GRAD, I
DOUBLE PRECISION KOEF(0:10l,NKOEF{O:10),T,PWE,DPWE

c
NKOEF (GRADl-KOEF (GRAD)
DO 100 I-GRAD-I,O,-l

NKOEF{I)-T'NKOEF(I+l)+KOEF(I)
100 CONTINUE

PWE-NKOEF (0)
DO 110 I-GRAO-l,l,-l

NKOEF(I)-T·NKOEF(I+lj+NKOEF(I)
110 CONTINUE

OPWE-NKOEF (1)
c
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C FILE: HORNER.FOR
C
C POLYNOMAUSWERTUNG UND BERECHNUNG DER ABLEITUNG lO < GRhLo < 11)
C •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

C
SUBROUTINE HORNER(KOEF,GRAD,T,PWE,DPWE)

c
C PARAMETER: KOEF: INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELC~;;;;

C DEN ARRAY DER KOEFFIZIENTEN IN AUFSTEIGEN-
C DER REIHENFOLGE ENTHEALT.
C GRAD: INPUT INTEGER VARIABLE, WELCHE DEN GRAD
C DES POLYNOMS ( 0 < GRAD < 11 ) ENTHAELT.
C T: INPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE FUER DIE
C UNABHAENGIGE VARIABLE DES POLYNOMS.
C PWE: OUTPUT DOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
C DEN WERT OES POLYNOMS AN DER STELLE T ENTHAELT.
C DPWE: OUTPUT OOUBLE PRECISION VARIABLE, WELCHE
C DEN WERT DER ERSTEN ABLEITUNG DES POLYNOMS
C AN DER STELLE T ENTHAELT.
C

C BEMERKUNG: DER ARRAY DER KOEFFIZIENTEN WIRD BEIM AUFRUF
C VOM HORNER NICHT VERAENDERT.
C

C

INTEGER GRAD, I
DOUBLE PRECISION KOEF(0:101,NKOEF(O:10),T,PWE,DPWE

c
NKOEF(GRADl-KOEF{GRAD)
00 100 I-GRAD-I,O,-l

NKOEF(I)-T'NKOEF(I+l)+KOEF(I)
100 CONTINUE

PWE-NKOEF (0)
00 110 I-GRAD-l,l,-l

NKOEF(I)-T·NKOEF(I+l1+NKOEF(I)
110 CONTINUE

DPWE-NKOEF (1)
c

,ND
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