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Goethes Wissenschaft der Form – die Morphologie – beruht auf der Überzeugung
alles, was ist, auch durch eine Form andeutbar sein muss. Die Umkehrung diese
schen Verknüpfung führt zum scholastischen Axiom “Tout ce qui est contenu 
l’effet, est contenu dans la cause” und somit zur Andeutung von Form als Ausdruc
verseller Gesetze. Die Natur, so Goethe, VFKDIIW� HZLJ�QHXH�*HVWDOWHQ��ZDV�GD� LVW��ZDU
QRFK�QLH��ZDV�ZDU��NRPPW�QLFKW�ZLHGHU�±�DOOHV� LVW�QHX��XQG�GRFK� LPPHU�GDV�$OWH. Als
FDXVD�ILQDOLV�ist Form, in Anlehnung an Paul Janet, XQ�IDLW�TXL�SHXW�rWUH�HQ�TXHOTXH�VRUWH
FRQVLGpUp�FRPPH�OD�FDXVH�GH�VD�SURSUH�FDXVH��PDLV��FRPPH�LO�HVW�LPSRVVLEOH�TX¶LO�VRLW
FDXVH� DYDQW� G¶H[LVWHU�� OD� YUDLH� FDXVH� Q¶HVW� SDV� OH� IDLW� OXL� PrPH�� PDLV� VRQ� LGpH��Als
abstraktes Phänomen umfasst Form daher die Vorstellung, dass der Kosmos eine
aufweisen muss, die ihm seine metaphysische Struktur verleiht. Dementsprechen
auch die Existenz jedweder materialisierten Form als hylemorphische Einheit dur
gleiche Logik zu begründen sein. Eine schwächliche und zielunsichere Terminolog
mitgeholfen, diesen Sachverhalt zu unterdrücken. Wie aber Oswald Spengler ve
hat, ist für die Morphologie die terminologische Frage beinahe die Kernfrage. 

Der Titel dieser Arbeit – Morphologie der gekrümmten Flächentragwerke – d
bereits darauf hin, dass sie zum Ziel hat, die Logik des Raumes anhand der zwisch
zweidimensionalen Struktur und dem physikalischen Geschehen bestehenden Z
menhänge aufzudecken. Der morphologische Ansatz gründet sich auf die Entma
sierung von Struktur und die Erhebung der Form auf eine Abstraktionsebene, a
geometrische Zwänge und physikalische Gegebenheiten zu der ontologischen E
einer nach Matila Ghyka bezeichneten DUFKLWHFWXUH� YHFWRULHOOH fusionieren. Das kon-
struktive Konzept, wie es hier verstanden wird, muss somit in seiner Essenz das D
rat beinhalten, die Massen durch den Gedanken der Form zu beherrschen. Dieser
beinhaltet natürlich eine ganzheitliche Betrachtungsweise, wie sie bei jedem baukü
rischen Entwurf angestrebt werden sollte. 

Trotz aller ermutigenden Fortschritte muss heute festgestellt werden, dass das gan
che Konzept Form einen nur sehr bescheidenen Eingang in die Denkweise vo
schern, Konstrukteuren, Unternehmern und Bauherren gefunden hat. /D�UHVLVWHQ]D�SHU
IRUPD�SXU�HVVHQGR�OD�SL��HIILFLHQWH�WUD�WXWWH��H�XQD�GHOOH�SL��GLIIXVH�LQ�QDWXUD��QRQ�q�HQW�
UDWD�LQ�TXHO�FRPSOHVVR�GL�LQFRQVDSHYROL�LQWXL]LRQH�VWDWLFKH�GDO�TXDO�GHULYDQR�JOL�VFKHPL
H�OH�UHDOL]]D]LRQH�VWUXWWXUDOL��,Q�DOWUH�SDUROH�QRQ�VLDPR�DQFRUD�DELWXDWL�D�SHQVDUH�VWDWLFD�
PHQWH�³SHU�IRUPD´. Bedauerlicherweise hat Pier Luigi Nervis 1965 niedergeschrieb
Darlegung des angesprochenen Sachverhaltes keineswegs an Bedeutsamkeit v
Nach wie vor – und vermutlich mehr denn je – werden im konstruktiven Bereich in
chronistischer Weise, irgendwelche vorgegebenen Massen nach den Gesetzen de
zität zum Gleichgewicht gezwungen. Selbst die Erkenntnis, dass dieser Ansatz oh
Gutmütigkeit des Stoffes nicht praktikabel wäre, und die Beobachtung mangelhafte
stungen in der Praxis konnten diese tief verwurzelte Unsitte nicht verdrängen. 
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:H�DUH, so Ludwig Mies van der Rohe bereits 1960,�>���@ DW�WKH�EHJLQQLQJ�RI�DQ�HSRFK��DQ
HSRFK�ZKLFK�ZLOO�EH�JXLGHG�E\�D�QHZ�VSLULW��ZKLFK�ZLOO�EH�GULYHQ�E\�QHZ�IRUFHV��QHZ�WHFK�
QRORJLFDO��VRFLRORJLFDO�DQG�HFRQRPLFDO�IRUFHV��DQG�ZKLFK�ZLOO�KDYH�QHZ�WRROV�DQG�QHZ
PDWHULDOV��)RU�WKRVH�UHDVRQV�ZH�ZLOO�KDYH�D�QHZ�DUFKLWHFWXUH. 35 Jahre später – ein Zeit
raum, in dem ein bis dahin unvorstellbarer Wandel stattgefunden hat – muss der K
feststellen, dass die von Mies van der Rohe vorangekündigte Entwicklung ent
jeder logischen Deduktion nicht stattgefunden hat. Dementsprechend ist auch die h
Baukunst durch eine Disparität gegenüber dem technologischen Potential und de
wendigkeiten unseres Zeitalters gekennzeichnet. Mangels grundlegender Prinzipie
irrt sich die heutige Baukunst in Inkonsistenz und Einseitigkeit. 

In der konstruktiven Ingenieurbaukunst – einem streng konservativen Fachgebiet 
die meisten fortschrittlichen Impulse seitens des etwas marginalisierten Bereich
weitgespannten Flächentragwerke zu verzeichnen. In diesem Bereich führten die
sondere mit Seifenhäuten durchgeführten Forschungsarbeiten zu einem teilweise
genommenen neuen Verständnis der Form und einer bedeutenden Erweiteru
entsprechenden Vokabulars. Geleitet durch die Notwendigkeiten der praktischen A
rung konnten unter Berücksichtigung materialtechnologischer und geometrisch
scher Erfordernisse neue wegweisende Lösungen gefunden werden, welch
hochentwickelter Mittel bedienen. In diesem Bereich wurde ein Innovations
geweckt, wie er von einer echten Baukunst zu erwarten ist. Zu dieser Entität soll m
vorliegenden Arbeit ein Beitrag geleistet werden. 

Im Laufe des Entstehungsprozesses dieser Arbeit wurden fünf nicht veröffent
Berichte gefertigt, aus welchen manches des hier Niedergelegten übernommen w
ist, nämlich: 7UDJYHUKDOWHQ�XQG�%HUHFKQXQJ�JHNU�PPWHU�)OlFKHQWUDJZHUNH, Juli 1993,
45 pp.; )RUPILQGXQJ�YRQ�JHNU�PPWHQ�)OlFKHQWUDJZHUNHQ, Jan. 1994, 74 pp.;�(QWZLFN�
OXQJ�JHEDXWHU�)RUPHQ, Feb. 1994, 11 pp.;�0RUSKRORJLH�GHU�JHNU�PPWHQ�)OlFKHQWUDJ�
ZHUNH, Okt. 1994, 86 pp.;�3DUNHWWLHUXQJHQ�JHNU�PPWHU�)OlFKHQ, Mai 1995, 73 pp. 

Zuletzt sei hier den Personen und Institutionen Dank ausgesprochen, die die Ents
dieser Arbeit unterstützt und gefördert haben. Als Doktorand von Herrn Prof. Dr. 
Marti am Institut für Baustatik und Konstruktion verfügte ich über eine nur selten a
treffende Infrastruktur. Herrn Prof. Dr. Peter Marti gilt mein ganz besonderer Dank
besondere für sein Vertrauen, das es mir ermöglicht hat, die hier verfassten Ideen
eigenständig und frei zu entfalten. Herrn Prof. Dr. Otto Künzle danke ich ganz he
für die Übernahme des Korreferats. Die “Junta Nacional de Investigação Cientí
Tecnológica - JNICT” in Lissabon hat die finanzielle Unterstüzung über das “Prog
Ciência” beziehungsweise “Praxis XXI” geleistet. Für die freundschaftliche Unter
zung und die kritische Lektüre des Manuskripts sei hier Frau Sibylle Burki öffen
gedankt. Diese Arbeit ist meinen Eltern und Frau Dr. Nicole Hacker gewidmet. Ihne
im Sinne dieser Arbeit mehr geschuldet als Dank. 

Zürich, im Oktober 1995
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Das Spezialistentum der Moderne birgt einen anthropozentrischen Perspektivismus und
einen dogmatischen Absolutheitsanspruch in sich, auf welche die stetige Entartung der
Baukunst und, im weitumfassenden Sinn, die fortschreitende Dehumanisierung des
Lebensraumes zurückzuführen sind. Die zyklopische Ausbreitung der Reich
menschlichen Handelns, die der technologische Fortschritt ausgelöst hat, erforde
neue, diesen tiefgreifenden Veränderungen gewachsene ethische Anschauung, d
vom positivistischen Radikalismus geprägten Denken unerreichbar ist. 

Der in dieser Arbeit dargelegte morphologische Ansatz beinhaltet eine von Relativ
geprägte wissenschaftliche Objektivität, die die Überprüfung des Bewährungsgrade
wissenschaftlich erworbenem Wissen innerhalb eines kohärenten und ganzhei
Referenzrahmens anstrebt. Die Gegenüberstellung von Geschichte und Natur sow
senschaft und Kunst offenbart die Polaritäten, die zwischen Erlebnis und Erke
sowie Intellekt und Emotionalität bestehen, und lässt die Notwendigkeit einer Rev
der invarianten Abgrenzungskriterien, die das genormte Erkenntnis- und Denkverm
typisieren, erkennen. 

Als Lehre der strukturellen Form der Gedankenwege des faustischen Weltbewuss
verfolgt die Morphologie die Absicht, subjektiv bewährtes Erfahrungswissen in se
Universalität tautologisch zu erfassen. In begrifflicher Hinsicht stellt Form eine onto
sche Gesetzmässigkeit dar, die dem Partiellen eine Totalität und der Pluralität ein
heitlichkeit verleiht. Aufgrund der epistemologischen Kongruenz, die zwischen
Strukturen des Denkens und des Kosmos besteht, muss jede phänomenologisch
als hylemorphische Einheit durch die gleiche Logik zu begründen sein. 

Die esoterische Auslegung von Form als allgegenwärtigem Ausdruck und Abbild
Wechselspiels, das zwischen geometrischen Erfordernissen und physikalischen 
ständen besteht, ermöglicht die Veranschaulichung kausaler Zusammenhäng
Gleichgewicht, Stabilität und Beständigkeit jedweder Struktur des räumlichen Disk
nuums festlegen. Die atomistische Zurückführung von Form auf ein eindeutiges to
gisches Verknüpfungsschema erlaubt die Deduktion neuer Verfahren und die Ges
neuer Systemstrukturen anhand von Analogien und logischen Verknüpfungsproz
wie etwa die im Rahmen dieser Arbeit dargestellten Abbildungs- und Dilatations
zesse diskreter Punktgruppen. 

Das Streben nach einer synergetischen Synthese von Raumeinschliessung, Struk
Materie, die der Idee der deterministischen Hylemorphie inhärent ist, bedingt
Unvoreingenommenheit und eine Einheit des Denkens, aus welchen die unerlä
Neuinterpretation der Prinzipien des Vitruvius und die Bildung der geforderten ethis
Imperative zu entspringen haben. Diese innovatorischen Maximen fanden ihre l
baukünstlerische Verwirklichung unter Verwendung hochentwickelter Mittel im Ber
der weitgespannten, gekrümmten Flächentragwerke der Ingenieurbaukunst, die d
den praktischen Schwerpunkt dieser morphologischen Untersuchung bilden. 
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This thesis has the title “Morphology of Lightweight Spatial Structures” and is an in
tigation into some fundamental principles concerning the logic of space assembly in
tion to spatial and physical constraints. One of the chief aims of this study is to m
contribution towards a true and complete understanding of the meaning of form by
ing with it according to its origin, essence, features and scope. It has been attem
establish, both by argument and evidence, that the vague and pointless notion o
that prevails in our subconscious must be counteracted and that morphological th
ought to become a cognizant and active reality. 

Goethe’s morphology is based on the assumption that every real or metaphysica
constitutes a system specified by its form. A system is a subdivision of universe,
the sum total of all systems. Form is, accordingly, the source of inward essence 
global coherence of any isolated cosmic event. Recognition of this fact leads to th
trinal idea of form as an ontological principle of nature, i.e. as a structural princip
space. The purpose of any morphological study must consequently be not to sea
differences or fundamental contrasts, but to search for the essential principles whic
ern the creation of order and pattern in a mutable universe. This approach imp
coherent and wholly intellectual posture, which affords a synergetic combination 
disciplines of human thought. 

Form, as a logical concept, embodies a finite aggregate of interrelated elements
structural and thus eminently topological notion allows a systematic analysis of 
using mathematics – the science of structure and pattern in general – for its desc
and physics for its elucidation. The interplay between geometrical requirements and
physical facts can be advantageously illustrated by the curved surface of space, since 
reveals the peculiar advantage of comprising structure and space inclosure at th
time. Recognition of the parameters involved in the creation of any structural order
to the organic form-finding processes of nature and therefore to the deduction o
methods and the construction of new structural schemes. This process underlies
tematic procedure based on the triple induction-deduction-construction, which c
tutes the essence and true being of structural art. 

Human activity and therefore man-made changes to the natural environment are
on studied intention as well as on intuition, instinct and feeling. This fact implies tha
form-making should express an organic interplay between the methods used in th
and feeling. Scientific discovery and technological progress have undoubtedly br
about a completely new concept of man’s relation to nature. Scientific thought has
ever advanced far beyond moral and social developments. From this it follows th
achievement of cultural unity presupposes finding a way out of the one-sided tend
that prevail in today’s civilisation by bridging the existing gap between the science
the arts. Acceptance of this morphological proposition could, it seems, make som
tribution towards restoring the balance of common sense in human progress by rem
the present-day doubts regarding the direction which our architectural culture and,
broadest sense, our civilisation should now take. 
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La science technique formule des principes par rapport à un certain plan arbitrair
postulé d’après une utopie positiviste, la référence absolue. L’enthousiasme inépu
déchaîné par le critère d’une vérité unique, définitive et apodictique a masqué le fa
toute objectivité est une notion spécifiquement humaine et, par conséquent, rela
variable. D’où le besoin de réunir, en une synthèse solide, la multiplicité des acquis
de la pensée et de vérifier le degré de sa validité sur le plan cohérent et universe
morphologie. 

Constante de toute présence consciencieuse, la forme est, paradoxalement, sour
logique de la pluralité et de l’unité en même temps. D’un point de vue purement pra
tique, elle extériorise la manifestation incorporelle du jeu d’ensemble composé pa
exigences spatiales et des faits physiques. En tant que principe universel, elle imp
conditions et les lois qui dévoilent sa signification immanente et qui dégagent les
causals qui contrôlent l’équilibre et la stabilité de toutes les structures concevable
l’espace et dans le temps. Dans le sens le plus vaste, la particularité est, en effet, 
ralité dévoilée sous des conditions diverses. Étudier la forme, c’est donc recherche
variance d’un univers fluctuant. 

Tous les systèmes structurels, à toutes les échelles, représentent des agrégats dis
et finis, composés par des éléments connectés entre eux. Cette notion atomis
pouillée de matière, élève la structure à un degré d’abstraction qui rend possible so
lyse systématique avec l’aide des groupes d’opérations, combinaisons et transform
de la physique topologique. La méthode topologique ramène spontanément à de
inexplorées qui, en se développant, constituent l’embryon de schémas structurels
vés dans le monde réel de la nature mais inconnus dans le monde illusoire de l’an
centrisme. Dans ce contexte, la surface courbe de l’espace assume une signi
primordiale, car elle expose une synthèse synergique d’involucre, structure et mati
née du déterminisme hylémorphique inhérent à la théorie de la forme, la morpholo

L’action créatrice, c’est-à-dire formatrice, comprise non seulement comme opératio
tuelle mais aussi comme phénomène futur, a placé l’homme sur un point singulier.
tant, l’empreinte humaine dans l’espace vital et dans l’histoire de cette planète vis
non seulement la dimension du pouvoir acquis, mais surtout la vulnérabilité et la p
lité épouvantable des valeurs éthiques et morales prédominantes qui méprisent l’e
ble humain, en tant que traduction logique d’une réalité ontologique. 

L’étude morphologique désencombre, effectivement, des liaisons profondes qui ré
entre l’expérience et la connaissance, ainsi qu’entre l’intellect et l’émotivité, c’est-à
entre l’histoire et la nature, les sciences et les arts. Ces qualités font preuve d’une p
essentielle à l’homogénéité et à la consistance de l’être humain. L’absence de préj
l’unité de la pensée semblent être des conditions préalables pour réinterpréter les
pes culturels et établir une notion d’art constructive non pas comme bastion de la s
lisation, mais comme centre polaire des toutes les disciplines techniques et human
ce qui est bien plus beau. 
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Nach der Urknall-Hypothese konzentrierte sich das Weltall zu Beginn der Zeit bei
unendlich hoher Temperatur und Dichte auf unendlich kleinem Raum. Diesem als kos-
mologische Singularität bezeichneten Anfangszustand folgte vor rund 20 Milliarden
ren ein Urknall, der einen explosionsartigen Expansionsprozess verursachte. M
Ausdehnung des Universums nahm die Temperatur sehr rasch ab. Gleichzeitig b
die Synthese der Elemente. Im Verlauf der weiteren Ausdehnung, nach dem Überw
der Dichte des Materiefeldes über diejenige des Strahlungsfelds, konnten sich unt
Einfluss der Schwerkraft Galaxien, Sterne und Planeten bilden. Vor vier Milliarden
ren entstanden die ersten informationstragenden Moleküle, die Nukleinsäuren, und
auch das Leben. Aus der anfänglichen kosmologischen Singularität entstand kein
gedehnte strukturlose – amorphe – Verteilung von Masse und Energie. Vielmehr 
nen allgemeine Gesetze die kollektiven Effekte, die als Formen zum Ausdruck ge
werden, auf allen Realitätsebenen zu regieren. 

In den verschiedensten Bereichen wie Physik, Chemie, Biologie, Ökologie, Ökon
oder Gesellschaft werden mikro- und makroskopische Ordnungszustände erreic
sehr ähnlichen Prozessen zu unterliegen scheinen. Die systematische Fluktuati
diese Systeme unterliegen, ist der Ursprung der Evolution der bestehenden Ordnu
stände. Aus diesem Grund darf vermutet werden, dass es im Sinne der Leibni
Monadologie nur eine einzige Gesamttheorie geben kann, auf welche die ontolo
Einheit der Natur unter Berücksichtigung aller Pluralismen der Qualitäten in den
schiedenen Realitätsschichten zurückzuführen ist. Wie die sich gerade entwickelnd
sicht in das Verhalten chaotischer Systeme vermuten lässt, muss die Form eine
aufweisen, die ihr jenseits alles Zufälligen und Unberechenbaren einen Ordnungsz
– eine metaphysische Struktur – verleiht. Dem Konzept des deterministischen 
zufolge beinhaltet das Verständnis der Form das Verständnis ihres Verhältnisses zu
und Geist. Es ist symptomatisch für die angesprochenen Zusammenhänge, dass d
sche Operationssystem Geometrie – im Ursprung die Wissenschaft der Beschr
struktureller Formen – eine der ersten Entwicklungen der Gedanken gewesen ist. 

Geleitet durch die Intuition sowie durch Beobachtung und Deduktion des phänome
gischen Geschehens verwirklicht der Mensch seine konstruktiven Strukture
Bewusstsein, dass er zur Operation über die zwei Grundelemente Form und Mater
fügt. Nach der klassisch gewordenen aristotelischen Doktrin beinhaltet Form eine 
mische Komponente, während die Materie als passives Element, als eine Art Pro
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der griechische Meergott, der imstande ist, jede beliebige Gestalt zu verkörpern – 
legt ist. Form wird in diesem Zusammenhang der Materie zugeführt, womit Aktivität
Passivität zu einer hylemorphischen Einheit fusionieren. In dieser Deutung be
sowohl Form als auch Materie eine autonome Gesetzlichkeit, die somit aber der E
des deterministischen Chaos widersprüchlich gegenübersteht. 

Bei der Rückführung bis zu den Anfängen der Zeit würde jedes beliebige Etwas in
reine Energieerscheinung zerfallen. Wie die Naturwissenschaften zeigen konnte
stiert tatsächlich auch stets eine Grenze, festgehalten durch die berühmt geworde
steinsche Formel , bei welcher Materie und Energie ineinander überg
Diese Erkenntnis führt selbstverständlich zur endgültigen Entmaterialisierung des
zeptes der Materie und zur Rückführung derselben auf eine reine Energieersche
Verallgemeinert betrachtet muss daher Form als ein abstrakter Ausdruck natü
Gesetze verstanden werden. Somit ist auch Form – und nicht Materie – das omnip
Äussere der Ordnungsprinzipien, mit denen die Strukturierung des Universums bes
wird. Form, so Francis Bacon, LV�DOZD\V�SUHVHQW�ZKHQ�>���@�QDWXUH�LV�SUHVHQW��DQG�XQLYHU�
VDOO\�DWWHVWV�VXFK�SUHVHQFH��DQG�LV�LQKHUHQW�LQ�WKH�ZKROH�RI�LW��7KH�VDPH�IRUP�LV�RI�VXFK
FKDUDFWHU��WKDW�LI�LW�LV�UHPRYHG�WKH�SDUWLFXODU�QDWXUH�LQIDOOLEO\�YDQLVKHV�1. In diesem Sinn
enthält das morphologische Studium laut D’Arcy Thompson,�D�G\QDPLFDO�DVSHFW��XQGHU
ZKLFK�ZH�GHDO�ZLWK�WKH�LQWHUSUHWDWLRQ��LQ�WHUPV�RI�IRUFH��RI�WKH�RSHUDWLRQV�RI�HQHUJ\ 2. Ein
Gesichtspunkt, der den Morphologen mitunter zu den Gesetzmässigkeiten der Th
dynamik führt. 

Die Auffassung von Form als abstrakter Widerspiegelung einer Logik des Raume
vermuten, dass die Aufdeckung struktureller Zusammenhänge unter einem 
lich-physikalischen Gesichtspunkt zu erfolgen hat. Es gilt also, die Kompatibilität 
schen den jeder Struktur gestellten räumlichen und energetischen Zwängen zu u
chen und die daraus entnommenen kausalen Zusammenhänge zum eigenen 
heranzuziehen. Es darf somit postuliert werden, dass die adäquate geometrische F
fassung jedweden Systems seine Ganzheitlichkeit berücksichtigen muss. Das dar
gende Muss, nämlich die Möglichkeit der Deduktion des Partikulären aus dem Allge
nen, setzt einen Ansatz voraus, dem die diskrete, nicht aber die antagonal begr
differentiale Geometrie genügen kann. Es gilt hierbei somit, den atomistischen A
Haüys, Gründer der modernen Kristallographie, der die geometrischen Eigensc
des Diskontinuums und das physikalische Verhalten von Struktur vereinigt unter
hat, auf die Verhältnisse der konstruktiven Morphologie zu übertragen 3. 

Die konstruktive Morphologie verfolgt das Ziel, die räumliche Anordnung von unter
tischem Gleichgewicht stehenden Strukturen, das heisst von vektoriellen Nullgru
zu untersuchen und herzuleiten. Nach der elementaren Newtonschen Mechanik 
Gleichgewichtszustand einer Kräftegruppe durch die Geschlossenheit des entspr
den Kräftepolygons gegeben. Demgemäss ist der Gleichgewichtszustand eines d

1. Bacon (1853). 
2. Thompson (1992). 
3. Vgl. Burckhardt (1988), Emerton (1984). 

E mc2=
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nuierlichen Punktsystems des Raumes, das sogar als Grenzfall eines entsprechenden
Kontinuums aufgefasst werden kann, durch das einfache System 

 (1.1)

eindeutig charakterisiert. Dieser Ausdruck stellt die analytische Formulierung der Forde-
rung dar, dass in jedem Punkt des strukturellen Systems die vektorielle Summe der an
diesem Punkt angreifenden Lasten den Nullvektor ergeben muss 4. Dieses System ent-
hält die grundlegende morphologische Aussage, dass die allgemein gesetzten räum
und physikalischen Zwänge zusammen und auf interaktive Weise einem struktu
Ordnungsprinzip gehorchen. 

Die angesprochene Dekomposition von Materie zu reiner Energie lässt erkennen
Materie keine Inkarnation der aristotelischen Passivität sein kann. Materie, wie B
minster Fuller mit Hartnäckigkeit zu beweisen versucht, ist nichts anderes als ein
druck des räumlich-energetischen Ordnungsprinzips des Mikrokosmos 5. Materie ist also
ein Ausdruck der auf der mikroskopischen Ebene wirkenden massstabslosen Form
mit wird nicht nur der Mythus einer passiven Materie, sondern überhaupt die gew
che Auffasung von Materie vernichtet. -XVTX¶DX�GHUQLHU�PRPHQW�GHV�6LqFOHV, so Pierre
Teilhard de Chardin, OD�0DWLqUH�VHUD� MHXQH�HW�H[XEpUDQWH��pWLQFHODQWH�HW�QRXYHOOH�SRXU
TXL�YRXGUD 6. Dem heutigen Wissen angepasst muss das klassische Konzept der H
orphie als die Fusion makro- und mikroskopischer Formen verstanden werden. D
mäss ist auch das Akt-Potenz-Schema, das der aristotelischen Hylemorphie zu
liegt, durch ein einziges Akt-Schema zu ersetzen. Für die Natur sind sowohl For
auch Materie das gleiche dynamische Element jedweder hylemorphischen Realitä
Vielfalt biologischer Strukturen beweist tatsächlich, dass die Einheit Form und Ma
im Laufe der Evolution deterministisch nach dem Prinzip der Auslese neue Ordnun
stände angenommen haben muss. 

Die Konsistenz der aufgezeichneten morphologischen These lässt sich durch die
keit des Menschen selbst bekräftigen. Mit der Erfassung mikroskopischer Formen 
naturgemäss eine Entwicklung eingeleitet, die es dem Menschen nun ermöglic
Materie in seinem Interesse manipulativ zu verändern. Die Auffassung, dass Stoff
entwickeln ist, dass er innerhalb einer makroskopischen Struktur eine möglichst
Effizienz aufweist, fand längst ihren Eingang in die verschiedensten Bereiche, wie
Beispiel die Luft- und Raumfahrttechnik. Die rasanten Fortschritte, die in diesen B
chen zu vermerken sind, entspringen dem Bewusstsein, dass theoretische Grundk
eine Unvoreingenommenheit aufweisen müssen, um den zeitgemässen Herausfo
gen genügen zu können. Dieser Ansatz setzt selbstverständlich voraus, dass die z
liegende Aufgabe vorerst klar definiert und formuliert worden ist. Ein Punkt, auf 
chen die in der Baukunst feststellbare Metastase zurückzuführen ist. 

4. Die Matrix $ und die Vektoren V und S des Systems (1.1) beinhalten jeweils die Richtung D[�M der Ver-
bindungsstrecken jedes Punktes zu den benachbarten Punkten, die Kräfte VM in Richtung DM und die am
System wirkenden äusseren Knotenlasten SN. Vgl. Kap. 6.3, pp. 141-142, sowie Anhang A 5, pp. 168 f

5. Vgl. Buckminster Fuller (1975). 
6. Teilhard de Chardin (1961). 

AT s⋅ p=
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Die Genese der konstruktiven Tätigkeit fällt mit derjenigen höherer Lebensformen
deren Notwendigkeiten – Schutz und Beutefang – zusammen. Hierfür entwickel
Natur ein architektonisches Konzept, dem ihr eigenes organisches Ordnungsp
unterliegt 7. Mit der Entstehung der bewussten Denktätigkeit und der Forderung 
einem erhöhten Schutzgrad entwickelte sich aus der Architektur des Instinktes
Architektur des Bewusstseins. Mit dem Werdegang gesellschaftlicher Organisat
bildeten sich die ersten Agglomerationen, die neue infrastrukturelle Bedürfnisse m
brachten. Dadurch entwickelte sich die konstruktive Tätigkeit. Sie gewann an Char
erhielt eine ornamentale und symbolische Dimension und erhob sich somit zur K
Als aktiver elementarer Bestandteil der menschlichen Existenz wurde die Baukunst
respektiert und verstanden. Der hohe Status, den sie genoss, führte auch dazu, ihr
alle weiteren bildenden Künste und Kunsthandwerke untergeordnet wurden. So
auch vier der sieben Weltwunder – den seit der Antike berühmten Bau- und Kunstw
– rein architektonische Bauten, wobei zwei davon, nämlich die ägyptischen Pyram
und der Leuchtturm der ehemaligen Insel Pharus bei Alexandria, nach heutiger Pe
tive sogar primär als Produkte einer Ingenieurbaukunst zu bewerten wären. 

Bereits im jetzigen Zeitalter wurde eine Entwicklung eingeleitet, die dazu führte, da
“Mutter aller Künste”, wie die Baukunst unter der dargelegten historischen Perspektive
in der Literatur bezeichnet wird, in Konformität mit der kulturellen, ökonomischen 
gesellschaftlichen Progression ihre Rolle als Koordinator zunehmend verlor. Diese
Zerfall folgte eine Zersplitterung der Kunst. Es bildeten sich verschiedene Kunstb
che, die sich unabhängig voneinander entwickelten und unabhängig voneinander v
den und gewürdigt wurden. Schliesslich löste sich Kunst im allgemeinen Bewus
von irgendwelchen primären Zweckgebundenheiten, um Synonym von Malere
Skulptur zu werden. Kunst und Baukunst entwickelten sich zu zwei sich teilweise 
schneidenden, aber grundsätzlich verschiedenen Bereichen menschlicher Tätigke

Der zweite entscheidende Wendepunkt in der Entwicklung der Baukunst geht au
Jahr 1794 zurück, als drei Jahre nach der “Proclamation de la liberté du travail” die
Polytechnique in Paris gegründet worden ist. Chaptal, der zusammen mit andere
senschaftlern wie Monge, Lagrange und Berthollet die Lehre übernahm, bekundig
Absicht, mit der “école spéciale” eine Vereinigung von Wissenschaft und Praxis zu 
len. Diese neugegründete Ingenieurwissenschaft fand stürmischen Eingang in ein
kunst, die sich zunehmend – wie teilweise heute erneut – in sich aneinanderre
Stilrichtungen in einem inkonsistenten Spannungsfeld verirrte. Diesen Sachverhalt
César Daly 1867 – bereits nachdem Henri Labrouste die Bibliothèque Sainte-Gen

7. Das architektonische Konzept der Natur umfasst einen imponierenden hylemorphischen Umfang und
ist durch teilweise hochentwickelte Bausysteme gekennzeichnet. Stabtragwerke, Membran-, Netz- und
Schalenbauten, Falttragwerke und Gewölbe werden den ökologischen Umständen entsprechen
gezogen und angepasst und durch die verschiedensten Stoffe materialisiert. Es ist bemerkensw
hierbei die stammgeschichtlich älteren Tiere und nicht die hochentwickelten Wirbeltiere die bei w
ausgeklügeltsten Konstruktionen entwickelt haben. Vgl. Otto et al. (1985). 
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und die Bibliothèque Nationale in Paris, die zu Symbolen einer neuen Bauordnung
den, erbaut hatte – mit der Fragestellung “,V�LW�WKH�IDWH�RI�DUFKLWHFWXUH�WR�JLYH�ZD\�WR�WKH
DUW�RI�HQJLQHHULQJ"�:LOO� WKH�DUFKLWHFW�EH�HFOLSVHG�E\� WKH�HQJLQHHU"´�zusammen 8. Der
Aufstieg des Konstrukteurs in der ersten Hälfte des 19. Jahrhunderts ist durch die
che, dass er die Evolution des industriellen und wissenschaftlichen Potentials auf d
hältnisse der Baukunst zu übertragen wusste, zu begründen. Die kühnen Brücken
– Bereich des Konstrukteurs par excellence – eines Telfords, Stephensons, Chale
Brunels begründeten eine neue Bauordnung, die nicht nur seitens der Architektu
hin zu Le Corbusier –, sondern allgemein von der Öffentlichkeit akklamiert worden

Im Verlauf des 19. Jahrhunderts wandelte sich das intellektuelle Leben Europas
enzyklopädischen Menschen, der in der Renaissance das Ideal der Zivilisation verk
hatte, folgte allmählich der Spezialist, der jede Inkursion in ausserhalb des eigen
genden Bereiche und dadurch auch die Einheit des Denkens als Dilettantismus a
Auf die Verhältnisse der Konstruktion übertragen kam diese Bewegung dadurch
Ausdruck, dass den allmählich normierten Regeln der Konstruktion zunehmend
Gewichtung zugeteilt wurde, als den Ideen, die sie zum Entstehen brachten. Da
wurden die minuziöse Kalkulation, der Nachweis auf den Bruchteil der Einheit, die
subjektive Kostenkalkulation und nicht wie anhin das grundsätzliche Leistungspr
die Qualität, zum zentralen Gegenstand der konstruktiven Ingenieurtätigkeit.
anonyme Technokrat entthronte den Konstrukteur, womit auch die Ganzheitlichke
in unserem Jahrhundert noch in den Bauwerken von Robert Maillart, Eduardo To
Pier Luigi Nervi oder Felix Candela wahrnehmbar ist, verloren ging. 

Heute muss festgestellt werden, dass das konstruktive Ingenieurwesen, einst Glan
einer Epoche, keinen angemessenen Eingang in das neue Zeitalter gefunden ha
gels Reaktionsfähigkeit und Ambition wurde die diesem Bereich gestellte Aufgabe
revidiert, um der rasanten technologischen, ökonomischen und gesellschaftlichen
ordnung angepasst zu werden. Statt dessen tauchte eine autoproklamierte unifunk
Aufgabe auf, welcher der Technokrat unter Zuzug einer einzigen hylemorphis
Lösung – einem Stoff, einer Form – kritiklos zu genügen versucht. Diese Tatsach
sich insbesondere dem Brückenbau entnehmen, wo nur in Ausnahmefällen Nut
zweck, Lokalisation und Umgebung aus dem Bauwerk ablesbar sind 9. Aus diesem
Grund, und weil es zusätzlich seine anfänglich wegweisende Funktion in der Archi
nicht wahrnehmen konnte, verpasst das konstruktive Ingenieurwesen die Geleg
einen angemessenen Beitrag zu einer hochstehenden Baukultur zu leisten. 

Der Mensch bedarf, da seine Sensomotorik und sein Perzeptionsvermögen selbs
renten Systemstrukturen unterliegen, der intuitiven Erkenntnis von Kohärenz in s
Umwelt. Diese Idee knüpft an einen Aphorismus von Pessoa, nach welchem das, w
sehen, nicht das ist, was wir sehen, sondern das, was wir sind 10. Als aktive Komponente
des menschlichen Daseins verlangt daher die Perzeption, dass jede erzeugte m

8. Cit. in Giedion (1946). 
9. Vgl. Schlaich (1986). 
10. Pessoa (1990). 
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sierte Form mit den UDLVRQV�GH�VD�QpFHVVLWp�verknüpft werden kann 11. Es gilt somit, Paul
Janets naturphilosophische Forderung ³QXO�SKpQRPqQH�VDQV�FDXVH��QXO�PRGH�VDQV�VXE�
VWDQFH´ wahrzunehmen und ihr zu folgen 12. Wie sich dem Dargelegten entnehmen läs
muss es gesetztes Ziel einer konstruktiven Morphologie sein, die Ganzheitlichke
Formengedankens im Bereich der konstruktiven Baukunst erneut zu implementier
steht ausser Zweifel, dass Konstruktion Spezialisten braucht, da einzig der Materia
nologe, der Statiker oder der Fertigungstechniker eine wissenschaftlich-technisch
wicklung vorantreiben können, aus der Innovation entspringen kann. Konstruktion 
muss aber als Verbindungspol verschiedenster technischer und humanwissenscha
Bereiche Antithese der Spezialisation bleiben. Dementsprechend müssen für die B
tung der angesprochenen Qualität einer Konstruktion nicht die stereotype Kosten-D
haftigkeit-Analyse, sondern die Fülle von Parametern technischer, gestalteri
ethischer und ökonomischer Art, welche die Gesamtheit des baukünstlerischen G
hens umfassen, herangezogen werden 13. 

Die Entwicklung, welche die Baukunst seit dem letzten Jahrhundert genommen h
zu ihrer Verzweigung geführt. Die heutige bautechnische Leistung unterliegt eine
einer Diktatur des Stils, andererseits einer Diktatur der Technik. Die architekton
Produktion ist somit durch Inkonsistenz, die ingenieurtechnische Konstruktion d
Einseitigkeit gekennzeichnet. In dieser Disparität der Zwänge ist auch die verwic
seitens des Ingenieurs oft als traumatisch empfundene Beziehung zwischen Arch
und konstruktiver Ingenieurtechnik begründet 14. Dabei sind aber die beiden Erscheinu
gen Inkonsistenz und Einseitigkeit auf den gleichen Mangel, nämlich das Nichtvo
densein fundamentaler baukünstlericher Prinzipien, zurückzuführen. Davioud, ein
Architekten des Trocadéro, bemerkte bereits 1877, dass die Baukunst “ZLOO�QHYHU�EHFRPH
UHDO��FRPSOHWH�DQG�IUXLWIXO�XQWLO�WKH�GD\�WKDW�WKH�HQJLQHHU��WKH�DUWLVW��DQG�WKH�VFLHQWLVW�DUH
IXVHG�WRJHWKHU�LQ�WKH�VDPH�SHUVRQ��:H�KDYH�IRU�D�ORQJ�WLPH�OLYHG�XQGHU�WKH�IRROLVK�SHU�
VXDVLRQ�WKDW�DUW�LV�D�NLQG�RI�DFWLYLW\�GLVWLQFW�IURP�DOO�RWKHU�IRUPV�RI�KXPDQ�LQWHOOLJHQFH�
KDYLQJ�LWV�VROH�VRXUFH�RI�RULJLQ�LQ�WKH�SHUVRQDOLW\�RI�WKH�DUWLVW�KLPVHOI��DQG�LWV�FDSULFLRXV
IDQF\´� 15. Wenn schon die heutige Vielschichtigkeit den Weg zu einer renaissan
schen baumeisterlichen Einheit endgültig versperrt hat, so sind doch die Wege de
struktion zur Kunst – aufgefasst in der hier bereits dargelegten ursprünglichen B
tung – nach wie vor offen. Zu diesem Zweck muss Konstruktion von ihrem atavistis
Ballast, nämlich der Diktatur des normierten Denkens und der stofforientierten Gre
befreit werden, um sie anschliessend ebenso wie die Design-Branche an das w
schaftliche und technologische Potential der Jahrtausendwende anknüpfen zu k
Dies bildet die Grundlage, und zwar die einzige, aus der die Lösung des Problem
heisst die Reinterpretation der konstruktiven Aufgabe, hervorgehen kann. 

11. Le Ricolais (1966). 
12. Janet (1882). 
13. Vgl. Vitruvius (1974) sowie Gabriel (1994). 
14. Das Verhältnis zwischen Architekt und Ingenieur ist natürlich ein abgestandenes Diskussions

das des öfteren die Ebene der Banalität nicht zu verlassen weiss. Es nützt dem Ingenieur nur w
diesem Zusammenhang sich selbst als den Unterdrückten zu bemitleiden. Vielmehr gilt es, durc
heitliches und innovatives Denken ein Designer-Image – ganz im Sinne des Industriedesigns –
bauen und dadurch die Konstruktion in der Öffentlichkeit zu würdigen. 

15. Giedion (1946). 
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,��'LH�XQHQWEHKUOLFKH�*UXQGODJH��GHU�PRUSKRORJLVFKH�5DKPHQ� Es lässt sich dem bereit
Dargelegten entnehmen, dass der Formbegriff – betrachtet in seiner vollen Souverä
die Berührungsfläche zwischen Natur- und Geisteswissenschaften bildet. Einen Fo
griff nachzuweisen, heisst somit erneut und trotz einer hochgekommenen durchgä
Spezialisierung, ein einheitliches Prinzip in der Wissenschaft anzustreben. Jede
phologische Studium überspringt somit die jedem Fachgebiet scheinbar klar ges
Grenzen, um globale Zusammenhänge ganzheitlich zu erfassen und anhand dies
textbezogen zu deduzieren. In diesem Sinne kann die Bedeutung philosophischer
xionen über die Form kaum überschätzt werden. Wie Ortega y Gasset bemerkt ha
die Befreiung des Geistes und dadurch die Bildung wahrer Innovation einzig einer 
Auseinandersetzung mit Philosophie und Psychologie entspringen 16. Der “geniale”
Gedanke – la pensée ingénieuse – ist und bleibt derjenige, der die Bahnen des Gew
und Alltäglichen verlässt und dadurch zu einer neuen, überraschenden Ansicht der
hinführt. 

Andererseits setzt dieser Ansatz voraus, dass man die Form und ihr Verhältni
Raum und zur Zeit, also zur Geschichte versteht. Weil jede Form im Raum existie
jedes Ereignis in der Zeit stattfindet, muss es Aufgabe jeder Geschichte sein, zu 
seln, warum gewisse Formen gerade “dort” und “damals” auftauchen mussten. +LVWRU\,
so Siegfried Giedion, LV�QRW�D�FRPSLODWLRQ�RI�IDFWV��EXW�DQ�LQVLJKW�LQWR�D�PRYLQJ�SURFHVV
RI�OLIH�17. Die Notwendigkeit, eine Lösung zu finden, die auf ein einziges Prinzip zur
führt, drängt sich hierbei unmittelbar auf. Ein solcher morphologischer Ansatz ste
der Deutung Spenglers die einzige Möglichkeit dar, die historische Entwicklung
Struktur des Seins in den Aspekt des Geschehens zu verlegen 18. 

Jede Auseinandersetzung mit dem Begriff Form führt notwendigerweise zur Äst
Die ursprüngliche Bedeutung der Ästhetik – bei Baumgarten noch als Lehre der s
chen Wahrnehmung verstanden – wurde aufgrund ihrer Anbindung an die K
zurückgedrängt 19. Diese Entwicklung hat dazu geführt, dass heutzutage die von Irr
nalität und Egozentrik geprägten Erfahrungen und Überlegungen von Künstlern h
als ein Ersatz für eine philosophische Auseinandersetzung mit der Ästhetik missve
den werden. Mangels eines geeigneten rationalen Ansatzes hat die technische B
den ästhetischen Begriff in einer extrem trivialisierten Form übernommen – falls 
haupt –, um ihn inhaltlich einer faden, festgelegten Korrektheit gleichzusetzen. +RZHYHU,
wie Leonhardt betont, DHVWKHWLF�TXDOLWLHV�FDQ�DOVR�EH�DQDO\VHG 20. In Anlehnung an Shaf-
tesbury ist Ästhetik, wie gezeigt werden kann, etwas, was stets jenseits der Effizie
liegen kommt, jedoch stets ein Teil von ihr ist und ihr Wesen mitbestimmt 21. 

16. Ortega y Gasset (1992). 
17. Giedion (1946). 
18. Spengler (1969). 
19. Mittelstraß (1980). 
20. Leonhardt (1976). 
21. Vgl. Cassirer (1989). 
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,,��'HU�NRQVWUXNWLYH�*HGDQNH�GHU�)RUP��GLH�6WUXNWXU� Die konstruktive Morphologie, das
heisst das Studium von Form unter einem konstruktiven Gesichtspunkt, hat Struktur zum
Gegenstand jeder Untersuchung. Struktur muss als ein logisches Organisationsprinzip,
welches sich in einem einheitlichen Verknüpfungsnetz von Komponenten abbildet
standen werden. Dadurch ist Struktur in ihrem Ursprung eine eminent topolog
Erscheinung. Als Beziehungsnetz räumlich nicht festgelegter Komponenten ermö
das topologische Gebilde die Untersuchung von Gleichgewichtsformen einer betr
ten Struktur – in der Konstruktion ebenso wie im Verkehrswesen, im Wasserbau o
der Elektrizität 22. Diese Interpretation der Form ermöglicht das Studium kaus
Zusammenhänge, die zwischen der Form und den ihr auferlegten physikalischen 
gen bestehen. Im konstruktiven Bereich bildet sie die Grundlage, die die Materia
rung von Struktur in Konformität zum Durchfluss der Newtonschen Kräfte ermögl
und damit zu einer idealen Ausnützung der Materie und demzufolge zu einer Min
rung des Stoffaufwandes führt. 

Da Druck stets mit einer gegebenenfalls massgebenden Verzweigungslast assoz
darf die vektorielle Richtung des Kraftdurchflusses nicht als indifferent angenom
werden. Aus diesem Grund drängt sich im Bereich der weitgespannten Strukture
Aufstellung eines solchen Konzeptes auf, bei welchem die strukturelle Kontinuität d
Zug gewährleistet wird. Diese Idee beinhaltet die Forderung, dass Druck nur loka
aber global einwirkt. Diese Vorstellung knüpft natürlich am kosmischen Aufbau
wenn man diesen als durch querschnittslose Zugstäbe miteinander verbundene ku
mige Druckelemente andeutet. Dies stellt auch die Leitidee dar, die zum unverst
cherweise etwas mystisch beladenen Konzept des Tensegrity – begriffsmässig
Buckminster Fullers Fusion von “tension” und “integrity” entstanden – geführt hat
Bereich der Zugnetzwerke und -membranen, wie die Überdachung des Olympiast
München oder die Nuages des Pariser Grande Arche, hat sich dieses Konzept mit
verständlichkeit behaupten können. Es ist allerdings symptomatisch für den Zusta
heutigen Baukultur, dass die Lastabtragung in einer zur Effizienz inversen Prop
hauptsächlich über Biegung, dann über Druck und nur geringfügig über Zug erfolg

,,,��'LH�*HRPHWULH�DOV�6SUDFKH� Nachdem sie sich in metaphysischen Fragestellun
und künstlerischen Formtendenzen längst angekündigt hatte, erschien in der Antik
selbstbewusste Theorie, nach welcher die Zahl das Wesen aller sinnlich erfas
Dinge ist. Für die Pythagoräer liegt die Zahl den kosmischen Formen aprio
zugrunde. Das pythagoräische Axiom – TXRG�RPQLD�FRQVLVWXQW�LQ�QXPHUR�± wurde in der
Renaissance insbesonders von Fra Luca Pacioli explizit aufgenommen 23. Mit Descartes
wurde die Betrachtung der Zahlen als symbolische Elemente einer endlichen Geo
durch eine neue Zahlenidee abgelöst. Die optische Handhabe der geometrische
struktion wurde somit durch eine analytische Tätigkeit ersetzt, anhand welcher Z
durch die Lage von Punkten bestimmt werden und umgekehrt. Die analytische G
trie ermöglicht eine einzigartig präzise und synthetische Erfassung bestimmter Be
der objektiven Realität von Form. Die Stärke dieser Modellierung besteht in ihrer F
keit, ein sinnlich wahrgenommenes Formenbild in ein ideal abstraktes Konzept u

22. Vgl. Fenves und Branin (1963). 
23. Pacioli (1980). 
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wandeln, was wiederum den Weg zu neuen Formen aufdecken kann. Es ist somit
ersichtlich, dass die Erfassung und die Beschreibung phänomenologischer Forme
zig mit mathematischen Mitteln erfolgen kann. Als logisches Operationssystem 
Geometrie zudem die Grundlage, um das von Carl Culmann geforderte Ziel zu erre
YRU� DOOHP� GHQNHQGH� 0HQVFKHQ� ]X� ELOGHQ�� ZHOFKH� DXV]XI�KUHQGH� 3URMHNWH� UlXPOLFK
PDWKHPDWLVFK��EHUEOLFNHQ�24. 

,9��'LH�JHRPHWULVFKH�'LVNUHWLVLHUXQJ�GHV�]ZHLGLPHQVLRQDOHQ�.RQWLQXXPV� Der Versuch,
Häute mit bestimmten Eigenschaften konzeptionell zu verwirklichen, kann dazu fü
dass ein zu erzeugendes Kontinuum als Grenzfall eines Diskontinuums aufgefass
Umgekehrt kann die praktische Zweckmässigkeit verlangen, dass das angespr
Kontinuum als diskretes – parkettiertes – Gebilde betrachtet wird. Beide An
machen es erforderlich, dass das zweidimensionale Kontinuum und beliebige in ih
haltene diskrete Punktgruppen, die vorgegebenen geometrischen Gesetzmäss
unterliegen, durch eine eindeutige Vorschrift miteinander verknüpft werden. Zu di
Zweck müssen geometrische Abbildungs- und Dilatationsprozesse diskreter Punk
pen, die durch gewisse Regelmässigkeiten gekennzeichnet sind, herangezogen 
7RXV�OHV�3UREOqPHV�GH�*pRPpWULH, so René Descartes 1637, VH�SHXYHQW�IDFLOHPHQW�UpGXLUH
D� WHOV� WHUPHV��TX¶LOV�Q¶RQW�EHVRLQ�SDU�DSUqV�TXH�GH�FRQQDvWUH� OD� ORQJXHXU�GH�TXHOTXHV
OLJQHV�GURLWHV��SRXU�OHV�FRQVWUXLUH�25. 

9��'LH�/RJLN�GHV�5DXPHV��GHU�)RUPILQGXQJVSUR]HVV� Die Auffindung optimaler Formen,
das heisst solcher Formen, die in Konsonanz mit der Logik des Raumes stehen, bi
wesentliche Grundlage des Entwurfes leichter Flächentragwerke. Zu diesem Z
müssen die Ansätze der analytischen Geometrie überschritten werden, da die Natu
nach Torroja Fresnel an Laplace geschrieben hat – nicht vor analytischen Schwie
ten zurückschreckt 26. In anderen Bereichen ingenieurtechnischer Tätigkeit, insbe
dere in solchen, in denen die Form primär den Strömungsgesetzen zu unterliegen 
die entsprechende Qualitätsbeurteilung rein leistungsbezogen ist, bildet die Fo
dungsaufgabe eine unumgängliche Voraussetzung für die Verwirklichung effiziente
dukte. ,O�VHPEOH, so Antoine de Saint-Éxupery im Jahr 1939, TXH�WRXW�O¶HIIRUW�LQGXVWULHO
GH� O¶KRPPH�� WRXV� VHV� FDOFXOV�� WRXWHV� VHV� QXLWV� GH� YHLOOH� VXU� OHV� pSXUHV�� Q¶DERXWLVVHQW�
FRPPH�VLJQHV�YLVLEOHV��TX¶j�OD�VHXOH�VLPSOLFLWp��FRPPH�V¶LO� IDOODLW� O¶H[SpULHQFH�GH�SOX�
VLHXUV�JpQpUDWLRQV�SRXU�GpJDJHU�SHX�j�SHX�OD�FRXUEH�G¶XQH�FRORQQH��G¶XQH�FDUqQH��RX
G¶XQ�IXVHODJH�G¶DYLRQ��MXVTX¶j�OHXU�UHQGUH�OD�SXUHWp�pOpPHQWDLUH�GH�OD�FRXUEH�G¶XQ�VHLQ
RX�G¶XQ�pSDXOH��>���@�,O�VHPEOH�TXH�OD�SHUIHFWLRQ�VRLW�DWWHLQWH�QRQ�TXDQG�LO�Q¶\�D�SOXV�ULHQ
j�DMRXWHU��PDLV�TXDQG�LO�Q¶\�D�SOXV�ULHQ�j�UHWUDQFKHU�27. Saint-Éxuperys Denkspruch ver
deutlicht, wie die Form zu Effizienz, Philosophie, Ethik und Ästhetik – also zum a
sprochenen morphologischen Rahmen – führt. Gleichzeitig verdeutlicht er 
Anachronismus einer konstruktiven Baukunst, die die analytisch bestimmbare Form
nicht das physikalische Geschehen als normativen Rahmen, aus welchem die kon
ven Lösungen zu entspringen haben, beizieht. 

24. Culmann (1875). 
25. Descartes (1954). 
26. Torroja (1984). 
27. Saint-Exupéry (1992). 
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���'LH�)RUP��HLQH�NULWLVFKH�$XVHLQDQGHUVHW]XQJ

�����=XU�3KLORVRSKLH�GHU�)RUP�

Unter einem systematischen Studium der Form darf nicht allein die Untersuchung onto-
logischer und kausaler Beziehungen verstanden werden, denn jede Erscheinung unter-
liegt gewissen Gesetzen, welche die Omnipräsenz der Form regeln, die ebenfall
Analyse bedürfen. Beim Studium des Begriffes Form werden daher die Grenze
technischen Wissenschaften weit überschritten, und man gelangt zu einer Ebe
Wissenschaft, Philosophie und gegebenenfalls Theologie zu einer Einheit werde
Gegensatz zu den reinen Begriffen der Geometrie, die sich vollständig und adäqua
nieren lassen, wird jeder Versuch, den Begriff Form zu definieren, stets einen will
chen Charakter aufweisen und unsere eigenen, häufig vagen Vorstellungen nur 
verdrängen können. Wenn an dieser Stelle der metaphysische Aspekt der Form g
wird, dann nur, weil das Verständnis der phänomenologischen Formen es erfordert
das hier praktizierte Studium erfolgt dem Ziel dieser Untersuchung entsprechend a
der erkenntnistheoretischen Deutungen Kants aus einer auf der aristotelischen Tr
beruhenden wissenschaftlichen Perspektive der Form. 

Unter dem Begriff Form wird grundsätzlich eine beliebige wahrnehmbare Ge
bezeichnet. Jede Gestalt ist fest umrissen, wodurch sie von ihrer Umgebung getren
zugleich hervorgehoben wird. In der Deutung Francis Bacons gilt, dass WKH�IRUP�RI�DQ\�
WKLQJ� LV� LQKHUHQW� LQ�HDFK� LQGLYLGXDO� LQVWDQFH� LQ�ZKLFK� WKH� WKLQJ� LWVHOI� LV� LQKHUHQW��RU� LW
ZRXOG�QRW�EH�D�IRUP�1��Dementsprechend erhält der Begriff Form erst dann eine Be
tung, wenn er auf etwas Begrenztes, also Endliches übertragen wird.�Der Form lassen
sich daher zwei Vorstellungen zuordnen, nämlich die der Trennung und die der En
keit. Die Umgebung einer Form muss sich dieser Logik entsprechend aus weiteren
chen Formen zusammensetzen. Die undefinierbare Summe aller endlichen Formen
die Unendlichkeit, das heisst den Raum, in welchem jede dieser Formen eingefü
Sinngemäss lässt sich hierbei der Raum nicht als die dreidimensionale homogene
der Geometrie andeuten, sondern vielmehr als das verbleibende Referenzmed
welchem sich jedweder Relationswandel vollzieht. Der Raum bildet somit das kon
tive Element und ist demnach Grundlage jeder Formerscheinung. 

Dadurch, dass die Form einen Teil des Raumes einnimmt, schliesst sie den w
Raum aus. Diese beiden Eigenschaften, die Appropriation und die Exklusion, bilde
interne Polarität, welche die Form mit dem Unendlichen und dem Undefinierten ko
stieren lässt. Die Exteriorität der Form bildet die Quelle ihrer Spezifikation. Ander
aber setzt die Form auch eine innerliche Essenz voraus, auf welche sie sich stütze
Teilhard de Chardin bringt diese Idee anhand des Ausdruckes ³FRH[WHQVLI�j�OHXU�'HKRUV�
LO�\�D�XQ�'HGDQV�GHV�&KRVHV´ zum Erscheinen 2. Der platonisch-thomistische Begriff de

1. Bacon (1853). 
2. Teilhard de Chardin (1955). 
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reinen Formen und der Formen “für sich” beinhaltet eine streng logische Abstra
welche die Grenzen des Verstandes übersteigt und die Form zur Dimension eine
szendentalen Aktes überführt. Bei Aristoteles hingegen bedarf die Form eines in
chen Elementes, auf welches sie aktiv wirken kann. Erst über das innerliche Eleme
passive Materie, erhält die phänomenologische Form ihren ontologischen Sinn. 
diesem Blickwinkel ist die Form ein unterbestimmter und nicht absoluter Begriff. 

Die in der Form enthaltene Widersinnigkeit besteht darin, dass sie konzeptione
Bezug zu einem Komplement braucht, um existenzfähig zu sein, und dennoch i
selbst ihr eigener Existenzgrund ist. Die Entwicklung einer Form, wie sie in der N
anzutreffen ist, stellt keinen durch eine reine und schlichte Handlung geprägten P
dar, sondern ist vielmehr durch die Prinzipien Erfolg und Misserfolg gekennzeichne
ist ein wesentliches Charakteristikum der Form, keine ziellosen Änderungen inne
der ihr gesetzten Möglichkeiten zu erbringen, sondern evolutionär im Sinne einer “
finalis” im Raum und in der Zeit fortzuschreiten. Die Form operiert demnach metho
in einer universellen Dimension und muss somit als ein Gesetz der Natur verst
werden. )RU�ZKHQ�ZH�VSHDN�RI�IRUPV��ZH�VSHDN�RI�QRWKLQJ�HOVH�WKDQ�WKRVH�ODZV�DQG�UHJX�
ODWLRQV�RI�VLPSOH�DFWLRQ�ZKLFK�DUUDQJH�DQG�FRQVWLWXWH�DQ\�VLPSOH�QDWXUH�3. Die der Mor-
phologie gestellte Aufgabe besteht daher darin, die Beständigkeit innerhalb des W
aufzudecken – GpFRXYULU�O¶XQLYHUVHO�VRXV�O¶H[FHSWLRQHO�4. 

Da nach Aristoteles die Materie in jeder Form enthalten ist, beinhaltet dieser B
alles, was eine Form aufweist, das heisst alles, was “ist”. 0DQ�IUDJW�VLFK�QDFK�GHU�8UVD�
FKH�GHU�0DWHULH��XQG�GDV�LVW�GLH�)RUP��GXUFK�ZHOFKH�VLH�HLQ�:DV�LVW��XQG�GLHVH�)RUP�LVW
GLH� 6XEVWDQ]� 5. Substanzen sind in dieser Deutung das Bleibende und Beharrlic
jedem Wechsel und allen Erscheinungen 6. In der aristotelischen Doktrin des Hylemo
phismus stellt die Realität eines Gegenstandes die Synthese aus der aktiven Fo
heisst dem Element, das ihm seinen Charakter, seine Struktur und seine Organ
verleiht, und der an sich unerkennbaren Materie, welche ihm als indeterminiertes, i
dualisiertes und potentielles Element zugrundeliegt, dar. Für Aristoteles ist Materie
sie auch im allgemeinen verstanden wird, fest, undurchdringlich und raumfüllend. D
alle weiteren existenziellen Eigenschaften vorenthalten bleiben, wird Materie als 
tätsloses Substrat betrachtet. Es ist daher der dynamische Aspekt, welcher der F
Charakteristik verleiht, bei fester Intervention die bestehenden kausalen Verknüpf
einer Struktur zu verändern. 'LH�0DWHULH�XQG�GLH�)RUP�LVW�HLQV�XQG�LVW�GDVVHOEH��QXU�GLH
HLQH�LQ�0|JOLFKNHLW��GLH�DQGHUH�LQ�:LUNOLFKNHLW��>���@��'HQQ�MHGHV�'LQJ�LVW�(LQ�'LQJ��XQG
GDV�3RWHQWLHOOH�LVW�PLW�GHP�$NWXHOOHQ�LQ�HLQHP�EHVWLPPWHQ�6LQQH�(LQHV 7. Die Einheit des
aristotelischen Denkens ist auch in der Verknüpfung des Form-Materie-Schema
demjenigen von Akt-Potenz zu begründen 8. 

3. Bacon (1853). 
4. Teilhard de Chardin (1955). 
5. Aristoteles (1920/04). 
6. Vgl. Klowski (1966). 
7. Aristoteles (1920/04). 
8. 'DQNH��GDVV�GLH�*XQVW�GHU�0XVHQ��8QYHUJlQJOLFKHV�YHUKHLVVW���'HQ�*HKDOW�LQ�GHLQHP�%XVHQ��8QG�GLH
)RUP�LQ�GHLQHP�*HLVW� Goethe, cit. in Friedmann (1930). 
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Das aktive Prinzip der phänomenologischen Formen reinterpretierte Gottfried Wil
von Leibniz in Anlehnung an das durch den Platonismus, die Chemie- und Korpus
theorien sowie die biblische Doktrin der Schöpfung beeinflusste aristotelische Form
zept, indem er diese als eine dynamisch tätige Kraft andeutete 9,10: 7KH�FRQFHSW�RI�IRUFHV
>���@�IRU�ZKRVH�H[SODQDWLRQV�,�KDYH�VHW�XS�D�GLVWLQFW�VFLHQFH�RI�G\QDPLFV��EULQJV�WKH�VWURQ�
JHVW�OLJKW�WR�EHDU�XSRQ�RXU�XQGHUVWDQGLQJ�RI�WKH�WUXH�FRQFHSW�RI�VXEVWDQFH��$FWLYH�IRUFH
>���@�LV�FDUULHG�LQWR�DFWLRQ�E\�LWVHOI�DQG�QHHGV�QR�KHOS 11. Dieser Ansatz knüpft an denjen
gen von Leonardo da Vinci an, der zuvor DOO�SKHQRPHQD��DOO�DQLPDO�XQG�KXPDQ�IRUPV
>DV@ PDQLIHVWDWLRQV�DQG�H[SUHVVLRQV�RI� XQLYHUVDO� IRUFHV�angedeutet hat 12. In unserem
Jahrhundert baute D’Arcy Thompson diese Doktrin aus, indem er das phänomen
sche Geschehen der lebenden Natur unter einer physikalischen Perspektive unte
Thompson deutet Form, RI�DQ\�SRUWLRQ�RI�PDWWHU��>���@�DV�GXH�WR�WKH�DFWLRQ�RI�IRUFH, oder,
im Sinn der Graphischen Statik Culmanns,�DV�D�³GLDJUDP�RI�IRUFHV´ an 13. 

Wie Avicenna zuvor, der für die Untersuchung kristallographischer Formen den Aris
lismus in einer mathematisch-physikalischen neuplatonischen Fassung weiterentw
hatte, verbanden da Vinci, Leibniz und Thompson die aristotelische dynamische Ko
nente der Form mit der platonischen Vorstellung einer materielosen reinen Form, d
konstitutives Einheitsprinzip des Kosmos zu verstehen ist. Diese Interpretation von
wurde wissenschaftlich bekräftigt, als aufgezeigt werden konnte, dass die aristote
weitverbreitete Vorstellung einer festen, undurchdringlichen und raumfüllenden Ma
einzig als ein Spezialfall einer Energieerscheinung zu betrachten ist. 0DWHULH�LVW�GRUW��ZR

9. Das christliche Denken behandelte das Formenproblem im Rahmen der Schöpfungslehre. In d
tung des Timaios von Plato bei Calcidius bezeichnet der lateinische Kirchenlehrer Aurelius Au
nus (354-430) Gott als den Schöpfer aller Formen und gleichzeitig als deren Urbild. Bei Augu
wird eine Entwicklung begründet, welche durch die gegenseitige Durchdringung von Glaube un
sen geprägt ist. Der Augustinismus wurde durch den Philosophen und Staatsmann A. M. T. S. B
(480-524), allgemein als “der letzte Römer und erste Scholastiker” bezeichnet, und von J. Sco
ugena Johannes (unbek.-877), Theolog und Philosoph, systematisch weiterentwickelt. Unter 
Grosseteste (um 1175-1253), englischer Theologe und Naturforscher, wurde die platonische T
des Augustinismus erstmals mit dem aristotelischen Denken kombiniert. Thomas von A
(1224-1274, heiliggesprochen 1323), bedeutendster Philosoph und Theologe des Mittelalters, v
den überlieferten Augustinismus mit den Lehren des Aristoteles, welche insbesondere durch d
mischen Arzt Ibn Sina (lateinisiert Avicenna, um 980-1037) und, in Widerpart, den arabischen 
sophen, Theologen, Jurist und Mediziner Ibn Ruschd (lateinisiert Averroes, 1126-1198
lateinischen Abendland in ihrem ganzen Umfang bekannt geworden waren, zu einer ph
phisch-theologischen Synthese. Bedeutende Beiträge zur thomistischen Formtheorie liefer
scholastische Philosoph und Theologe Johannes Duns Scotus (um 1266-1308), Wilhelm von O
(1285-1349), Franziskanertheologe und kirchenpolitischer Schriftsteller, sowie die beiden Coi
Jesuiten Pedro da Fonseca (1528-1599) und Francisco Suárez (1548-1617). Als doktrinäre Gr
beeinflusste der Thomismus alle weiteren Diskussionen über das Formenproblem bis in die h
Tage. 

10. Wie Francis Bacon zuvor unterschied der Mathematiker und Philosoph Gottfried Wilhelm von L
(1646-1716) zwischen metaphysischen und phänomenologischen Formen. /HW� WKHUH�EH� WZR�SUDWLFDO
GLYLVLRQV��WR�SK\VLFV�WKDW�RI�PHFKDQLFV��DQG�WR�PHWDSK\VLFV�WKDW�RI�PDJLF�� LQ�WKH�SXUHVW�VHQVH�RI� WKH
WHUP��DV�DSSOLHG�WR�LWV�DPSOH�PHDQV��DQG�LWV�FRPPDQG�RYHU�QDWXUH. F. Bacon, Ibid. Sinngemäss gilt be
Leibniz: ,�IXOO\�DJUHH�WKDW�DOO�WKH�SDUWLFXODU�SKHQRPHQD�RI�1DWXUH�FDQ�EH�H[SODLQHG�PHFKDQLFDOO\�>���@
EXW� ZH� PXVW� DOVR� FRQVLGHU� KRZ� WKHVH� PHFKDQLFDO� SULQFLSOHV� >���@� DULVH� IURP� KLJKHU� SULQFLSOHV� DQG
FDQQRW�EH�H[SODLQHG�E\�TXDQWLWDWLYH�DQG�JHRPHWULFDO�FRQVLGHUDWLRQV�DORQH. G. W. Leibniz, $QLPDGYHU�
VLRQHV�LQ�&DUWHVLXP, entnommen aus Emerton (1984). 
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VHKU�YLHO�(QHUJLH�NRQ]HQWULHUW�LVW��HLQ�)HOG�LVW�GRUW��ZR�ZHQLJ�(QHUJLH�LVW��:HQQ�GDV�DEHU
VWLPPW��GDQQ�LVW�GHU�8QWHUVFKLHG�]ZLVFKHQ�0DWHULH�XQG�)HOG�HKHU�TXDQWLWDWLYHU�DOV�TXDOL�
WDWLYHU�1DWXU��(V�KDW�GDQQ�NHLQHQ�6LQQ�PHKU��0DWHULH�XQG�)HOG�DOV�]ZHL�JUXQGYHUVFKLH�
GHQH� 'LQJH� ]X� EHWUDFKWHQ�� XQG� ZLU� G�UIHQ� DXFK� QLFKW� YRQ� HLQHU� NODU� GHILQLHUEDUHQ
2EHUIOlFKH��HLQHU�6FKHLGHZDQG��]ZLVFKHQ�)HOG�XQG�0DWHULH�VSUHFKHQ��>���@�,Q�HLQHU�VRO�
FKHQ�3K\VLN�ZlUH�NHLQ�5DXP�PHKU�I�U�EHLGHV��)HOG�XQG�0DWHULH��GDV�)HOG�ZlUH�DOV�GDV
HLQ]LJH�5HDOH�DQ]XVHKHQ� 14. Obschon die durch Kant geprägte philosophische Auff
sung von Form diesen Sachverhalt unterdrückt hat, muss Form im weitumfassende
als energetische Erscheinung und somit als ontologisches Prinzip der Natur vers
werden 15. Die Morphologie muss somit auf die wesentliche Hypothese, dass die S
turierung der Natur dem Prinzip des Minimums der Energie unterliegt, aufbauen. 
gie muss in diesem Zusammenhang als das Wechselspiel zwischen physika
Kräften, das heisst Gravitationskräften sowie elektrischen, chemischen und ma
schen Kräften, und räumlichen Zwängen verstanden werden. Einen Formbegriff na
weisen, heisst also erneut, gegen das Absolute schlechthin anzustreben. 

Trotz aller interner und externer Pluralitäten ist die Form, wie gezeigt werden ko
universell und selbstgenügend. Die Form ist ein Gesetz und somit eine Einheit. E
als logisches Konzept, steht jedoch in klarem Widerspruch zu den zuvor darge
Polaritäten der exkludierenden Appropriation und der abhängigkeitsbezogenen Se
stimmung. Einheit kann sich nur auf etwas Totales beziehen, welches nicht in sich
geschlossen ist und alles Sonstige relegiert. Dementsprechend schliesst sie die M
keit der Begrenzung aus, da diese die Pluralität mit sich bringt. Zusätzlich schliess
heit auch die Determination aus, da diese nur differenziert einwirken kann und 
appropriativ-exklusive Eigenschaften aufweist. Der Einheit der Form, welche die un
selle Dimension eines Gesetzes aufweist, stehen deren Pluralitäten Raumteilung
lichkeit, Begrenzung und Einzelausprägung, Determination und Änderung diam
gegenüber. Es ist aber gerade dieses Paradoxale, was der Form ihre Kohärenz 
Die Form bezeichnet nämlich die einheitliche Aktualisierung von allem, was räum
partiell, endlich, begrenzt und differenziert sowie determiniert und dem Wechsel a
setzt ist. Die Form isoliert und begrenzt das Veränderliche, gleichzeitig aber verle
dem Partiellen eine Totalität und der Pluralität eine Einheitlichkeit. Die Form ist Su
der Pluralität und Einheit zugleich und bildet daher die verschmelzende Verbindun
in diesen Begriffen enthaltenen Antagonismus. /D�IRUPH, wie Jeanne Hersch schlussfo
gert,�HVW�XQH�YLFWRLUH�SDUDGR[DOH 16. 

11. G. W. Leibniz, 'H�SULPDH�SKLORVRSKLDH�HPHQGDWLRQH�HW�GH�QRWLRQH�VXEVWDQWLDH��Ibid.�
12. Usher (1954).
13. Thompson (1992). 
14. Einstein und Imfeld (1950).
15. Obschon die Schulphilosophen C. Wolff und A. G. Baumgarten im Begriff Form neben einem meta-

physischen (Form als Seinsprinzip) und einem erkenntnistheoretischen Aspekt (Form als Bestimmung,
wie Art und Gattung) ebenfalls einen physikalischen Aspekt (Form als wirkende Kraft) unterscheiden,
sind Formen bei Immanuel Kant – in völliger Abkehr von der aristotelisch-scholastischen Tradi
Reflexionsbegriffe und somit ungebunden von physikalischen Ideen. Bei Kant sind Raum un
Formen der Anschauung und Kategorien Formen des Denkens.�>(V�JLEW@�]ZHL�UHLQH�)RUPHQ�VLQQOLFKHU
$QVFKDXXQJ��>���@�QlPOLFK�5DXP�XQG�=HLW.�'HU�6DW]��LFK�GHQNH��LVW�NHLQH�(UIDKUXQJ��VRQGHUQ�GLH�)RUP
GHU�$SSHU]HSWLRQ. Kant (1913). 

16. Hersch (1946). 
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Allgemein betrachtet lässt sich der Prozess der Hominisation auf die Genes
Bewusstseins zurückführen. /¶DQLPDO� VDLW�� ELHQ� HQWHQGX��0DLV� FHUWDLQHPHQW� LO� QH� VDLW
SDV�TX¶LO�VDLW��>���@�3DU�UDSSRUW�j�OXL��SDUFH�TXH�UpIOpFKLV��QRXV�QH�VRPPHV�SDV�GLIIpUHQWV�
PDLV�DXWUHV�17. In biologischer Hinsicht vertritt die zoologische Subspezies “Mens
ein Phylum ohnegleichen. Beim Menschen – und nur beim Menschen – sammel
alle Perzeptionen und Erfahrungen in einer bewusst gegliederten kohärenten S
struktur. Konfrontiert mit einer unübersehbaren Variabilität versucht der mensch
Geist den Kosmos im scheinbaren Chaos aufzufinden. Im weitesten Sinne lässt s
gesamte Streben des Intellekts auf die Suche nach der Invarianz in einem fluktuie
Universum reduzieren. Wie Goethe anhand seines morphologischen Studiums s
folgert ist GLH�/HKUH�GHU�0HWDPRUSKRVH�>���@�GHU�6FKO�VVHO�]X�DOOHQ�=HLFKHQ�GHU�1DWXU�18.
Weil – nach Francis Bacon – WKH� URDGV� WR�KXPDQ�SRZHU�DQG� WR�KXPDQ�NQRZOHGJH� OLH
FORVH� WRJHWKHU�� DQG� DUH� QHDUO\� WKH� VDPH, schliesst das Verständnis der Evolution ih
gleichzeitige Kontrolle ein 19. Als Studierender des evolutionären Wandels, aus dem
selbst entsprungen ist, verkörpert daher der Mensch nach Julien Huxley den krit
Punkt DW�ZKLFK�WKH�HYROXWLRQDU\�SURFHVV�>���@�KDV�IRU�WKH�ILUVW�WLPH�EHFRPH�DZDUH�RI�LWVHOI.
(YROXWLRQ�LV�RQ�WKH�YHUJH�RI�EHFRPLQJ�LQWHUQDOL]HG��FRQVFLRXV��DQG�VHOI�GLUHFWLQJ�20.

Goethe bezeichnet die Form als HLQ�%HZHJOLFKHV��HLQ�:HUGHQGHV��HLQ�9HUJHKHQGHV und
somit die Formenlehre als eine Verwandlungslehre. Um die Bedeutung der For
wicklung in ihrem ganzen Ausmass hervorheben zu können, ist es erforderlich zu v
hen, was die Form überhaupt ist, und in welchem Verhältnis sie zur Natur und zum
sowie zum Raum und zur Zeit steht. Dementsprechend ist die historische Untersu
der Form unentbehrlich. Dass daher die Logik der Form im Ursprung ihres Seins ge
werden muss, ist unverkennbar. Eliel Saarinen fasst diese weitumfassende Idee in
idyllischen Image zusammen 21: 

7KH�SODQW�JURZV�IURP�LWV�VHHG��– 7KH�FKDUDFWHULVWLFV�RI�LWV�IRUP�OLH�FRQFHDOHG�LQ�WKH
SRWHQWLDO�SRZHU�RI�WKH�VHHG��7KH�VRLO�JLYHV�LW�VWUHQJWK�WR�JURZ��$QG�RXWHU�LQIOXHQFHV
GHFLGH�LWV�VKDSH�LQ�WKH�HQYLURQPHQW��
$UW�LV�OLNH�WKH�SODQW��– 7KH�TXDOLW\�RI�DUW�OLHV�FRQFHDOHG�LQ�WKH�SRWHQWLDO�SRZHU�RI�WKH
SHRSOH�� 7KH� DLP�RI� WKH� DJH� LV� WKH� VRLO� WKDW� JLYHV� LW� YLWDOLW\��$QG� RXWHU� LQIOXHQFHV
GHFLGH�LWV�ILWQHVV�LQ�LWV�HQYLURQPHQW��– 7R�XQGHUVWDQG�OLIH��DQG�WR�FRQFHLYH�IRUP�WR
H[SUHVV�WKLV�OLIH��LV�WKH�JUHDW�DUW�RI�PDQ��

Entsprechend der Deutung Eliel Saarinens darf postuliert werden, dass die Syste
mit welcher Goethe der Entwicklung der Pflanzenformen aus dem Blatt, der Entste
des Wirbeltiertypus oder dem Werden der geologischen Schichten nachgegang
auch den geeigneten Ansatz für die Untersuchung der technischen Formen liefert 22. 

17. Teilhard de Chardin (1955). 
18. Goethe (1954). 
19. Bacon (1853). 
20. Huxley (1954). 
21. Saarinen (1985). 
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Alle Antworten, die von der ontologischen Untersuchung technischer Formen gefordert
werden, müssen zweifellos im Menschen selbst gesucht werden. Nun unterliegt ab
menschliche Schöpfungsakt dem Bezweckten und dem Vorbedachten ebenso w
Instinktiven, dem Intuitiven und dem Emotionellen. Jede menschliche Formerzeu
bildet einen verwickelten Schöpfungsakt, bei welchem vielseitige, nur teilweise e
bare Parameter interagieren. Aus diesem Grund bedarf es der Aufstellung eines
modells, das die Synthese dieses vielfältig verflochtenen Unternehmens ermö
Hierdrin liegt die Wurzel, und zwar die einzige, aus der die Lösung des Problems h
gehen kann. Das tiefe Verständnis der bereits erzeugten Formen und der konse
realitätsbezogene Ausblick in die zukünftigen Entwicklungsmöglichkeiten – des öf
durch zusammenhangslose Vergleiche oder Aneinanderreihungen willkürlich festg
ter ad hoc Parameter getrübt – können nur anhand eines übersichtlichen Konst
welcher eine zielgerichtete Ordnung von Begriffen und Denkabläufen beinhaltet, 
gen. 

Zu diesem Zweck wird die Gesamtheit aller im menschlichen Formakt involvierten P
meter in die drei Glieder Tradition, Technik und Effizienz sowie in deren Interdepen
zen zerlegt. Die Formkreation, wie sie hier verstanden wird, unterliegt einem syste
schen Prozess, dessen Ursprung in ein aus Tradition, Technik und Effizienz besteh
dreipoliges Beziehungsgeflecht verankert ist. 

%LOG������'LH�)RUPELOGXQJ�DOV�7ULDQJXODWLRQVSUR]HVV��

Als hypothetisches Spiegelbild der menschlichen Tätigkeit muss ein solches Sc
selbst allen im Menschen enthaltenen Ambivalenzen unterliegen. Die in der Folge
untersuchten Glieder Tradition, Technik und Effizienz unterliegen Parametern, di
relativer Objektivität untersucht werden können. Hingegen ist der Triangulations
dass heisst die Dialektik und Gewichtung der einzelnen Glieder im Triangulation
zess, durch individuelle Parameter geregelt, die höchstens im konkreten Fall m
Mitteln der Psychologie bestimmbar sind. 

22. Anhand seiner Forschungsarbeiten eruierte Goethe die periodische Struktur und das Organisations-
prinzip der Organismen. Goethes Untersuchungen erfolgten unter dem bedeutsamen Ansatz, dass zum
Begriff der Art auch der ihr zugeordnete Lebensraum gehört, ebenso wie die Berücksichtigu
Umgestaltung der Organismen im Entwicklungsprozess. Ibid., vgl. auch Krätz (1992). 

Tradition

Effizienz Technik

Form
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Die menschliche Existenz unterliegt einer Logik des Raums und der Zeit, welche das
gesamte mythologische, religiöse und künstlerische Denken ausfüllt und das Wes
den Kern aller menschlichen Geschichte bildet. Diese mit der “conditio humana”
bundene Logik, die Tradition, bildet die wesentliche Voraussetzung, welche der Bil
einer kollektiven und individuellen Identität dient und eine Entwicklung und einen W
del in den kulturellen Erscheinungsformen ermöglicht. Sinngemäss besteht die Tra
im kontinuierlichen Aufbau von Überlieferungen und der Bewahrung dieser geis
Bestände über Generationen. 

In der Geschichte aller höheren Kulturen begegnen uns Zeitabschnitte, die fü
Abschluss einer bis zu ihrem Höhepunkt entfalteten Entwicklung des menschlichen
kens und Schaffens bezeichnend sind. Solche Wendepunkte des Pfades, entlang w
die Geschichte der Baukunst sich wandelt, sind stets durch hervorstechende Baut
gelegt. Als Urban VIII 1632 die Inschrift 

PANTHEON – AEDIFICIVM TOTO TERRARVM ORBE – CELEBERRIMVM 

am Pantheon in Rom anbringen liess, verfolgte er die Absicht, auf die symbo
Bedeutung dieses hadrianischen Gebäudes in der christlichen Welt hinzuweisen. M
angelo bezeichnete zuvor das Pantheon als das Ergebnis eines GLVHJQR�DQJHOLFR�H�QRQ
XPDQR, und Goethe ordnete es der inneren Grösse nach als das wunderbarste W
er in Italien vorgefunden hatte, ein. Die didaktische Rolle dieses am Anfang des 2
hunderts erbauten, einzigartigen Bauwerkes bei nachträglich gebauten Formen lä
auf die Prägnanz und den Universalismus einer im majestätischen Massstab aus
ten, einfachen Geometrie und auf eine ausgereifte, hochentwickelte empirische Ba
nik zurückführen 23. 

%LOG������'DV�3DQWKHRQ��

23. Das Pantheon in Rom beeinflusste die abendländische Baukunst bis in die moderne Ära. Der E
welchen das Pantheon in architektonischer Hinsicht beispielsweise auf Andrea Palladio (1508
oder James Wyatt (1747-1813) ausgeübt hat, ist deutlich erkennbar. Vgl. Licht (1968), MacD
(1976). In bautechnischer Hinsicht wirkte die Spannweite der hemisphärischen Kuppel des Pan
– 43.30 m Innendurchmesser – fast zwei Millennien lang als eine empirisch festgelegte Grenz
weite. Der Dom der um 537 erbauten Hagia Sophia in Konstantinopel – nach Mark (1987) vo
anhand des Pantheons gesammelten konstruktiven Erfahrungen bedeutend beeinflusst – we
Innendurchmesser von 32 m auf. Brunelleschis Florenzer Dom von 1446, Michelangelos St. 
Dom von 1590 und Sir Christopher Wrens St. Pauls Dom von 1710 weisen Innendurchmess
42 m, 40 m und 31 m auf. Vgl. Badr (1962), Luebkeman (1992). Die Spannweite des Pantheon
bis zum Bau der Jahrhunderthalle in Breslau im Jahre 1909 unübertroffen. 
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Anfänglich war die römische Baukunst durch eine vielfach die etruskische Rich
weiterverfolgende Technik sowie durch eine von der hellenischen Kunst übernom
Formenwelt beherrscht. Zur Zeit Hadrians erlebte das römische Reich seine h
Wirtschaftsblüte, die sich insbesondere in einer regen städtischen Bautätigkeit äu
Es galt daher, die übernommenen technischen und architektonischen Traditione
sich stets vergrössernden sozialen Erfordernissen durch neue bauliche Technik
neue Formsymbole anzupassen 24. Als Kulminationspunkt dieser Entwicklung vereinig
das Pantheon diese Übernahme und Bildung von Tradition auf exemplarische Wei

Die Tradition verweist auf die Notwendigkeit jedes Individuums, Orientierungswis
zu übernehmen. Das kulturelle Erbe ist einerseits durch die gegenwärtige Umge
andererseits durch die Ereignisse der besonderen Geschichte und das subjektive 
tionsvermögen, dass heisst die Biographie des Individuums, gekennzeichnet. Die
tion umfasst jedoch zugleich die Alternativen Annahme oder Ablehnung und be
somit in ihrem Kern aus einem Paradox, welches ihr einen einzigartigen wegweis
Charakter verleiht. Obschon sie mit dem Anspruch nach unveränderter Weitergab
Ausführung der kulturellen Werte auftritt, bedarf die Tradition der Anpassung, der
änderung und der Neuinterpretation, um überhaupt wirksam Orientierung bieten z
nen. Die Tradition ist also sinngemäss eine Lehre der Metamorphose 25. 

Jeder aus dem menschlichen Bewusstsein entspringende schöpferische Akt we
wendigerweise einen hohen Reproduktionsgrad auf, welcher auf die gemeinsame 
tät zurückzuführen ist. Die Möglichkeit der Innovation in diesem Prozess ergibt sic
der kritisch eingestellten, individuellen Traditionsübernahme, so dass die verfüg
Referenzwerte im innovativen Pfad orientierend wirken können. In diesem Sinne
jede Form gleichzeitig als normativer Rahmen und als Widerpart bei jeder neuen 
bildung. Der Fortschritt entspringt somit niemals aus bezugslosen Ideen. Jede Erfi
beruht auf einer Weiterbildung oder auf einer neuen Kombination von übernomm
Ideen. Die Elemente einer Erfindung oder einer Vervollkommnung – so Vierendeel –
schweben in der Luft wie der Blütenstaub im Frühling bei der Suche nach eine
befruchtenden Geist 26. Dies stellt auch die Leitidee dar, welche Fritz Zwicky veran-
lasste, seine Morphologische Methode im Hinblick auf die Entwicklung neuartiger
Antriebssysteme für Raketen zu entwickeln 27. 

24. Die im nachchristlichen Jahrhundert entstandene römische Gewölbetechnik zeichnet sich dur
mit dem heutigen Betonskelettbau verwandte Bauweise aus. Die Hauptcharakteristik dieser lei
fähigen und rationellen Ausführungsmethodik, die sich wirtschaftlich durch ungelernte Arbeitsk
ausführen lässt, besteht in der Bildung eines aus Backsteinen bestehenden Systems tragende
und Entlastungsbögen auf einer Holzschalung und der nachträglichen Ausfüllung der gebildete
schenräume mit einem aus abwechselnd eingebrachten Schichten von Mörtel und Ziegelb
zusammengesetzten Gusswerk. Vgl. Beltrami (1929), Harries (1995) und Straub (1992). Im Geg
zu der in der Literatur oft anzutreffenden Vorstellung deuten neue Untersuchungen darauf hin, d
statischen Aspekte, das heisst das hypothetische Streben zum monolithischen Bauwerk, keinen
zu dieser Entwicklung geleistet haben. Vgl. Mark (1987). 

25. eWXGLHU� OHV�V\VWqPHV�DGPLV�SDU� OHV�FRQVWUXFWHXUV�DQWpULHXUV�j�QRWUH� WHPSV�F¶HVW�j�FRXS�V�U� OH�YUDLH
PR\HQ� G¶DSSUHQGUH� j� FRQVWUXLUH� QRXV�PrPHV��PDLV� LO� IDXW� WLUHU� GH� FHWWH� pWXGH� DXWUH� FKRVH� TXH� GHV
FRSLHV�SODWHV� Viollet-le-Duc, (QWUHWLHQ�VXU�O¶DUFKLWHFWXUH, 1863-1872, in Viollet-le-Duc (1984). 

26. In Cardellach (1993). 
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7HFKQLN�

Ein der Art “Mensch” gemeinsames Merkmal besteht darin, dass dieser in einer se
stalteten kulturellen Umwelt lebt. Die Technik ist in diesem Sinne kein isolierter 
selbständiger Bereich, sondern eng mit Ökonomie, Gesellschaft, Politik und Kultu
flochten. Das Studium der Technik ist daher auch ein wesentlicher Teil der Anthro
gie, die auf der Grundlage des Zusammenwirkens verschiedener Disziplinen
menschliche Sein untersucht. Für das Verständnis der Technik ist nebst allen so
wirtschaftlichen, politischen und humanen Bezügen auch die Zeitdimension mitein
ziehen. Es muss erklärtes Ziel einer Geschichte der Technik sein, zusätzlich zur D
lung des technischen Geschehens selbst die Beschreibung der historischen Entwicklu
der Technik in ihren soziokulturellen Entstehungs- und Verwendungszusammenh
zu erörtern.

Die ersten kultivierten Techniken entstanden als Folge der neolithischen Revolutio
das dritte vorchristliche Jahrhundert mit den Hochkulturen befestigter Städte am E
und Tigris, am Indus sowie am Hwangho. Die entscheidende Wende in der techn
Entwicklung ergab sich, als diese bis dato einen empirischen Charakter aufweis
Techniken mit der bei Galilei beginnenden europäischen Wissenschaft gekoppel
den. Ortega y Gasset unterscheidet klar zwischen der empirischen Technik eines
technisierten China, wo bereits zur mittelalterlichen Zeit das Papier, der Eisengus
Porzellan, das Schiesspulver oder der Kompass bekannt waren, und der im 18. J
dert entstandenen europäischen Technik, welche als einzige einer wissenscha
Basis entspringt, was ihr den sehr spezifischen Charakter der unbegrenzten En
lungsmöglichkeiten verleiht 28,29. 

Im allgemeinen besteht die Tendenz, die Naturwissenschaften mit dem Wissen u
Technik mit der Wirkung zu verknüpfen. Tatsächlich aber stehen Technik und Wi
schaft in einem Wechselverhältnis gegenseitiger Voraussetzung und Folge. 'LH�7HFKQLN
WUHLEW�GLH�1DWXUZLVVHQVFKDIWHQ��ZLH�GLH�1DWXUZLVVHQVFKDIWHQ�LKUHUVHLWV�GLH�7HFKQLN�WUHL�
EHQ 30. Wie uns die Geschichte des konstruktiven Ingenieurwesens lehrt, ist der Inge

27. Vgl. Zwicky (1989). 
28. Ortega y Gasset (1992). 
29. Dass der Mensch in diesem Prozess gleichzeitig enormen Gefahren ausgesetzt ist, muss in den heutigen

Tagen kaum ins Bewusstsein gebracht werden. Das die menschlichen Systeme regelnde gege
Denken stellt die Erbschaft jahrtausendealter Ideologien und Erfahrungen dar und ist ersich
weise hinter den Ereignissen zurückgeblieben. Einzig über einen neuen, dem technologischen Z
angemessenen Humanismus werden sich neue Wertsysteme ableiten lassen, die über die L
adäquater Mittel zur Aufstellung neuer, die fortschreitende Konvergenz des weltweiten Sy
berücksichtigender globaler Strategien führen können, mit welchen sich die entscheidenden Her
derungen unseres Zeitalters bewältigen lassen. Diese Diskussion wurde vor allem durch die B
des Club of Rome zur Lage der Menschheit in ein weites Publikum hineingetragen. Vgl. Peccei (
Jonas (1984), v. Weizsäcker (1987). In Huning (1978) heisst es in diesem Zusammenhang: (LQH�=HLW
NDQQ�QXU�GDQQ�GLH�UHFKWH�7HFKQLN�XQG�GDV�UHFKWH�9HUKlOWQLV�]X�LKUHU�7HFKQLN�KDEHQ��ZHQQ�VLH�GDV�UHFKWH
0HQVFKHQELOG�KDW��'DKHU�HUJLEW�VLFK�GLH�GUlQJHQGH�1RWZHQGLJNHLW�HLQHU�]LHO���PDVVVWDE��XQG�OHLWRULHQ�
WLHUWHQ�(U]LHKXQJ�VWDWW�EORVVHU�9HUPLWWOXQJVNRPSHWHQ]�I�U�EUXFKVW�FNKDIWHV�6DFKZLVVHQ��GDV�GHQ�KRPR
IDEHU�VDSLHQV�]XP�EORVVHQ�– XQG�VR�IXUFKWEDU�JHIlKUOLFKHQ�– KRPR�IDEHU�PDFKW��
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in der Lage, bei Bedarf den durch die Wissenschaften gesetzten Rahmen zu übers
und komplexe technische Innovationen zu erbringen 31�32. 7KH�DUW�>RI�HQJLQHHULQJ@�LV�–
in den Worten Ove Arups –, E\�D�V\QWKHVLV�RI�HQGV�DQG�PHDQV��WR�DUULYH�DW�D�JRRG�VROX�
WLRQ��7KLV�LV�D�FUHDWLYH�DFWLYLW\��LQYROYLQJ�LPDJLQDWLRQ��LQWXLWLRQ�DQG�GHOLEHUDWH�FKRLFH 33. 

%LOG������'LH�%ULWDQQLD�%ULGJH�XQG�GHU�&1,7��

Des öfteren bedarf das Verständnis der empirischen Welt solcher Erkenntnisse, di
über das rein logische Denken erfolgen können. Als Stephenson und Fairbairn um
bei der Projektierung der Britannia Bridge mit dem Problem des Knickens des D
flansches konfrontiert wurden, entwickelten sie auf experimenteller Basis den zellu
Querschnitt. Die induktive Vorgehensweise der Ingenieure der Britannia Bridge, s
von Clark beschrieben, ist typisch für das gesamte Ingenieurwesen: ,W�ZDV�QHFHVVDU\�WR
GHWHUPLQH�ZKDW�NLQG�RI�LQIRUPDWLRQ�ZDV�UHTXLUHG�>���@�DQG�WR�DVFHUWDLQ�JHQHUDOO\�LQ�ZKDW
PDQQHU�WXEHV�PLJKW�EH�H[SHFWHG�WR�IDLO��DQG�WR�ZKDW�H[WHQW�WKHLU�VWUHQJWK�PLJKW�EH�PRGL�
ILHG�E\�IRUP�34. Die Bahnüberquerung der Wasserstrasse von Menai stellte neue 
dernisse, denen einzig durch systematisch aufgezogene experimentelle Tätigkeit 
werden konnte. Die Erfassung der theoretischen Hintergründe und die Diffusion
Verallgemeinerung des somit gesammelten Wissens sind charakteristisch für die 
sche Progression des konstruktiven Ingenieurwesens. Ein Jahrhundert später fa
zellulare Querschnitt Stephensons und Fairbairns eine bedeutende Anwendung in 
lans monumentalem Palais des Expositions du CNIT 35. Die obige Leitidee Clarks läss
sich in der Aussage von Esquillan wiedererkennen: /H�SUREOqPH�FUXFLDO�SRXU�GHV�FRTXHV
G¶XQH�SDUHLOOH�HQYHUJXUH�HVW�FHOXL�GX�IODPEHPHQW�FRPELQp�DYHF�OH�IOXDJH��/D�VpFXULWp�DX
IODPEHPHQW�JpQpUDO�D�pWp�REWHQXH�HQ�UHFRXUDQW�j�XQH�GRXEOH�FRTXH��PRPHQW�G¶LQHUWLH
PD[LPXP�DYHF�OH�PLQLPXP�GH�PDWLqUH� 36. 

30. Huning (1978). 
31. Vgl. Wagner (1991). 
32. Die technische Evolution ist selbstverständlich auch durch Misserfolge gekennzeichnet. Eben

die Versuche der Britannia Bridge trugen das Versagen der Quebec City Bridge 1907 oder de
türme in Ferrybridge, England, 1965 zum besseren Verständnis der Instabilitätserscheinungen b
Ferguson (1992), Hayman und Chilver (1971). 

33. Ove Arup & Partners (1986). 
34. E. Clark, %ULWDQQLD�DQG�&RQZD\�%ULGJHV, 1850, in Rosenberg und Vincenti (1978). Clark arbeitete 

Bauführer der Britannia Bridge mit Stephenson und Fairbairn zusammen. Vgl. ebenfalls Peters (
35. Die auf nur drei Punkte aufgesetzte Schale des Palais des Expositions setzte neue Rekordspa

fest. Die überdeckte Fläche beschreibt ein äquilaterales Dreieck mit der Seitenlänge 218 m und
Inhalt von 20’500 m2. Die theoretische Pfeilhöhe beträgt 46.30 m. Die Stege und Flansche des R
querschnittes weisen eine gleiche Stärke von 6 cm auf. Esquillan verbildlicht diese Abmessun
hältnisse wie folgt: &HV�FRTXHV�VRQW�HQYLURQ�YLQJW�IRLV�SOXV�PLQFHV�TXH�OD�FRTXLOOH�G¶RHXI�WUDQVSRVpH�j
O¶pFKHOOH�GH�OD�YR�WH. Vgl. Marrey (1992). 

36. Esquillan (1960). Vgl. auch Sanchez del Rio (1962). 
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Weil die Suche nach der wahren Bedeutung der Form das Studium ihrer Ursprüng
aussetzt, führt der Weg zu ihr durch die Natur hindurch. In der aristotelischen Dokt
die Natur durch das Prinzip der Vernunft normativ geregelt. Jeder Akt der Natur ist 
Rationalismus geprägt, und jede sich daraus ergebende Schöpfung weist eine Ko
auf, die auf ihre Kontextbezogenheit zurückzuführen ist. /D�QDWXUH�DJLW�WRXMRXUV�SDU�OHV
PR\HQV� OHV� SOXV� VLPSOHV� >���@� HW� FKDTXH� FKRVH� ILQLW� WRXMRXUV� SDU� V¶DFFRPPRGHU� j� VRQ
PLOLHX 37. Die Formen der Natur sind demzufolge das Produkt eines durch den Ko
gesteuerten rationalen Aktes 38. 

%LOG������6SLQQHQQHW]��

Da der Mensch selbst das Ergebnis eines Aktes der Natur ist, muss die Quintess
menschlichen Handels, in Anlehnung an das Diktum von Thomas von Aquino ³DUW�LPL�
WDWXU� QDWXUDP� LQ� VXD� RSHUDWLRQH´, konsonant zu den natürlichen Prinzipien sein 39.
Anknüpfend an dieses Postulat lassen sich einige Parallelen zwischen den natü
und den menschlichen Tragstrukturen ziehen: 7KH� VSLGHU� DQG� WKH� VWUXFWXUDO� HQJLQHHU
VKDUH� VLPLODU� UHTXLUHPHQWV� DQG� FRQVWUDLQWV� ZKHQ� GHVLJQLQJ� D� QHZ� VWUXFWXUH� 40�� Der
natürliche sowie der menschliche Akt weisen eine einheitliche Substanz auf, die a
kontextbedingte Zielsetzung und die durch Rationalismus geprägte Entscheidung
zurückzuführen ist. Nun ist aber die Natur – im Sinne Leibniz’ die göttliche Kunstfe
keit – unserer Technik weit überlegen: 7KH� VSLGHU� LV� XVLQJ� WKH� WHFKQLTXHV� RI� WKH� ODWH
WZHQWLHWK�FHQWXU\�HQJLQHHU��EXW�ZLWK�PXFK�PRUH�HOHJDQFH�DQG�SUHFLVLRQ 41. 

Jede Tätigkeit des denkend handelnden Menschen ist auf das Auftreten von Pro
zurückzuführen. Diese Probleme definieren den Kontext, nach welchem sich der A
richten hat. Die Wirkkraft des menschlichen Aktes ist demzufolge von der korrekten

37. Janet (1882). 
38. Prinzipiell stehen die Naturformen in einem idealen Verhältnis zum Kontext oder zumindest in e

variant-idealen Verhältnis, wenn man den Faktor Zeit miteinbezieht und den unendlich andau
Evolutionsprozess im Sinne des Darwinismus berücksichtigt. Der potentielle Koexistenzsgra
schen dem Kontext und der Form wird allgemein als Anpassungsfähigkeit bezeichnet. Auftr
divergierende Tendenzen zwischen dem Kontext und der Form im Entwicklungsprozess könne
Aussterben dieser Form führen. 

39. Thomas von Aquino, 6XPPD�7KHRORJLDH, I. Cit. in Eco (1988). 
40. Rice (1994). 
41. Ibid. In dieser Hinsicht ist zu erwarten, dass das computerunterstützte biomechanische Stud

Optimierungsprozesse und der Werkstoffe der Natur im Hinblick auf ihre Übertragung auf techn
Bauteile wertvolle Ergebnisse liefern kann. Erste ermutigende Ergebnisse liegen bereits vo
Mattheck (1992), SFB 230 (1991). 
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vollständigen Erfassung des zugrunde liegenden Problems abhängig. Aus der ei
gen Festlegung des Kontextes ergibt sich eine bestimmte Umweltkonstellation
durch den Rationalismus vorgegebene Entscheidungslogik bestimmt die im funktio
Zusammenhang zu dieser Konstellation stehenden zulässigen Operationsalternat
Analogie zu den Systemmodellen der Mikroökonomie lassen sich die dem Akt zug
liegenden funktionalen Zusammenhänge anhand des Ausdruckes 

formal darstellen 42. Gemeinsam und auf interaktive Weise bestimmen der Kontext
die Entscheidungslogik das Ergebnis des Aktes, die Form. 

Die Wertbestimmung einer Form erfolgt anhand der Beurteilung des Koexistenzg
zwischen der Form und dem Kontext unter Berücksichtigung der im Akt erbrachten
stung. Diese Verknüpfung der Form mit den Begriffen Ertrag und Aufwand führt 
Prinzip der Effizienz. In der technischen Sprache wird Effizienz durch den aus Pro
onsleistungsertrag durch kalkulierbare Vorleistungen im Produktionsprozess gebi
Quotienten, 

, 

definiert. Wie die Natur ist der Mensch stets bestrebt, den Wert dieses Quotien
maximieren. Leibniz argumentiert, dass wir in der vollkommensten aller möglichen 
ten leben, weil die Natur nach diesen *HVHW]HQ�GHU�)LQDOJU�QGH operiert 43. Bei Le Rico-
lais endet diese Gedankenkette bei solchen Tragstrukturen, die durch eine une
grosse Effizienz gekennzeichnet sind: /¶DYHQLU�GHPDQGHUD�DX[�LQJpQLHXUV�GHV�VWUXFWXUHV
GRQW�OH�SRLGV�VRLW�DXVVL�SHWLW�TXH�SRVVLEOH�HW�GRQW�OHV�SRUWpHV�VRLHQW�LOOLPLWpHV. Freyssinets
Ideal ³UHPSODFHU� OD�PDWLqUH�TXL�HVW�SHVDQWH�SDU�GHV� IRUFHV�TXL�� HOOHV�� QH�SqVHQW� ULHQ´
konzentriert Le Ricolais in einer Utopie: SRUWpH�LQILQLH��SRLGV�QXO 44. 

In den rein technischen und insbesondere in den ökonomischen Bereichen ist die
enz einer endlichen Anzahl erfassbarer Parameter ausgesetzt und stellt dementsp
eine objektive, eindeutige und quantifizierbare Grösse dar, anhand welcher die G
keit eines Konzeptes überprüft werden kann. Als kennzeichnende Grösse zum
jeder Maschine wirkt die Effizienz somit als Massstab für die technische Progres
Darüberhinaus kann an der Tatsache, dass in den Staaten unserer Zeit den Wec
kungen zwischen der Wirtschaft einerseits und der Technik andererseits grundle
Wichtigkeit beigemessen werden muss, nicht gezweifelt werden. Aber auch jede K
erzeugung wird erst als solche wahrgenommen, wenn ihren physikalischen Manife
nen ein Kohärenzsystem zwischen dem Kontext und der zur produzierenden 
führenden Variablenwahl, also eine Effizienz, zugeschrieben werden kann. Dass h
jede Beurteilung subjektiven gemeinschaftlichen und individuellen Kriterien unterl
versteht sich von selbst. 

42. Vgl. Hanssmann (1987). 
43. Leibniz (1994). 
44. Mimram (1983).

Akt f Kontext Entscheidungslogik,( )=

Effizienz Output Input⁄=
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Die entscheidende Wendung in der Entwicklung des höheren Lebenwesens erfolg
die triebhafte Urerfahrung in ein deutlich bewusstes Urwissen übergegangen wa
Passivität des reinen Empfindens wurde durch die Aktivität des Denkens ersetzt. 
aktive Sein – cogito ergo sum – ist so alt wie das frei im Raum bewegliche Leben
haupt. Jedes sich bewegende Tier weist eine artspezifische Technik auf, welche
Erhaltung und Verteidigung dient. Somit ist die Natur gleichzeitig Produzent 
Anwender einer Technik, welche dem evolutionären Wandel ausgesetzt ist. Weil
Akt einer Technik bedarf, ist diese ein Urhumanum. Unabhängig davon, ob der ge
Prozess einer finalen Gesetzlichkeit der Natur unterliegt, ist der Mensch, wie die 
selbst, seit jeher Produzent von Technik und zugleich in der historischen Progressi
Beginn an sein eigenes technisches Produkt. 

Obschon die Möglichkeiten der technischen Produktion nicht apriorisch feststellbar
lässt sich die Technik durch die Bestimmung dessen, was gegen die Gesetze de
verstösst, negativ abgrenzen. Das technische Schaffen ist in zweifacher Weise v
Gesetzmässigkeiten der Natur geprägt. Einerseits bilden die empirischen oder w
schaftlichen Kenntnisse der Naturgesetze die instrumentale Grundlage, welcher s
schöpferische Phantasie des Mensches bedienen kann. Anderseits aber lege
Gesetze die Grenzen fest, die der technischen Produktion gesetzt sind. Erst die na
senschaftlichen Kenntnisse ermöglichen das Gedankenspiel mit einem perp
mobile, dessen Verwirklichung aber aufgrund der Naturgesetze ausgeschlossen is

Die technische Produktion ergibt sich aus der Aufgabe, welche der Mensch sich 
aus seinen Bedürfnissen stellt, und bezieht somit ihr Dasein aus menschlicher Zwe
zung. Hierin entfaltet sich ein wesentliches charakterisierendes Merkmal der vom 
schen erzeugten Technik. Wie die Kunst ist auch die Technik Ausdruck mensch
Schöpferkraft. Obschon die empirisch oder wissenschaftlich begründete Beherrs
der Naturgesetze die Voraussetzung technischer Einfälle ist, entspringen diese E
dem menschlichen Existenzbewusstsein. Ebenso wie das Kunstwerk sind die t
schen Formen vor ihrer Verwirklichung in den Gedanken des Schaffenden präfo
worden. 

Der schöpferische Aspekt stellt einen wesentlichen Charakterzug des technischen
dar, aus welchem sich eine weitere Eigenschaft der Technik ableiten lässt. Inde
Schöpfung zu einer neuen selbstständigen Wirklichkeit führt, ist sie durch eine ge
Souveränität und Mächtigkeit gekennzeichnet. Diese eigendynamische Komponen
Technik stellt ein Potential dar, birgt aber gleichzeitig bedeutende Gefahren in sic
nur durch die Mittel der Technik selbst zu bewältigen sind. Dass der Mensch als 
faber seinen eigenen Erzeugnissen unterworfen ist, bringt Goethes Mephistophel
zum Ausdruck mit der Warnung ³$P�(QGH�KlQJHQ�ZLU�GRFK�DE�YRQ�.UHDWXUHQ��GLH�ZLU
PDFKWHQ´�45. 

45. So Mephistopheles “ad spectatores” in Goethes )DXVW��]ZHLWHU�7HLO. 
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Eine herkömmliche Definition, nach welcher die Technik blosse angewandte Natu
senschaft ist, berücksichtigt wesentliche Merkmale dieses Begriffes nicht. Insbeso
gilt es in dem hier angesprochenen Zusammenhang die Technik als eine elementa
gattung zu betrachten. Die Bezeichnung der Technik als ³GLH�%HWlWLJXQJ�GHU�6FK|SIHU�
NUDIW� GHV� 0HQVFKHQ�� GLH� LP� 5DKPHQ� GHU� 1DWXUJHVHW]H� XQG� LP� 'LHQVW� PHQVFKOLFKHU
'DVHLQVEHZlOWLJXQJ�HLQH�YRQ�PHQVFKOLFKHU�=ZHFNVHW]XQJ�EHVWLPPWH�:LUNOLFKNHLW�LQ�XQG
QHEHQ�GHU�1DWXUZLUNOLFKNHLW�VFKDIIW´�erscheint dem Wesen der Technik in ihrem voll
Umfang entscheidend näherzukommen 46. 

Anhand des technischen Aktes erzeugt der Mensch neue Werkzeuge unter der V
dung bereits vorhandener Werkzeuge. Die Vertilgung des Stoffes durch die Form v
dem Werkzeug seine Zweckmässigkeit. Es ist eine Inhärenz jedes Werkzeugs, da
sen Aktualität erst bei der Funktionserfüllung vollkommen ist. Ein stehendes Flug
sowie ein ausgeschaltetes Radio drücken höchstens ein Flug-, beziehungsweise e
potential aus. Nur selten wird ein technisches Objekt, welches ein Beobachter nic
einer ihm zugänglichen Zweckmässigkeit verknüpfen kann, einen ästhetischen G
auslösen. Umgekehrt entspringt das Schönheitsgefühl der Wahrnehmung einer vo
menen Anpassung einer Form an ihre Funktion. Die Formel ³%HDXW\�LV�ILWQHVV�H[SUHV�
VHG´ drückt Le Corbusier, der für eine funktionale Ästhetik in der Architektur pläd
mit dem Satz ³4XDQG�XQH�FKRVH�UpSRQG�j�XQ�EHVRLQ��HOOH�HVW�EHOOH” aus 47,48. 

%LOG������'LH�&RQFRUGH��

Jede technische Formerzeugung enthält die Charakterzüge einer Kohärenz un
somit eine Einheit dar. Beeinflusst durch die Behauptung des Kartesianismus, das 
des Wissens sei in der Einheit enthalten, versucht die klassizistische Ästhetik, die E
des künstlerischen Prozesses und Urteils in ihrer Einheitlichkeit und der ihr eigen
chen Gesamtheit zu erfassen. In Anlehnung an die mathematischen Wissenschaf
beispielsweise anhand eines einzigen übersichtlichen Ausdruckes, 

, (2.1)

die Gesamtheit aller Ellipsoide erfassen, fordert die klassizistische Theorie eine E
in der ästhetischen Mannigfaltigkeit. In diesem Zusammenhang erfolgt eine Verk

46. Wipert (1962). 
47. Ghyka (1987). 
48. Le Corbusier untersucht die funktionale Ästhetik der Ingenieurleistung, um sie mit der Ziellos

der architektonischen Produktionen kontrastieren zu lassen. /¶DYLRQ�HVW�XQ�SURGXLW�GH�KDXWH�VpOHFWLRQ�
/D�OHoRQ�GH�O¶DYLRQ�HVW�GDQV�OD�ORJLTXH�TXL�D�SUpVLGp�j�O¶pQRQFp�GX�SUREOqPH�HW�j�VD�UpDOLVDWLRQ��>���@�/H
SUREOqPH�GH�OD�PDLVRQ�Q¶HVW�SDV�SRVp��Le Corbusier (1958). 

x2 a2⁄ y2 b2⁄ z2 c2⁄+ + 1=



24

 und
zipien
 die
eaus

en des
 der
in den
, einen
Le

oduk-
 den
t und
die im

struk-
n
- und

nheit.
andes
ss die
kann.

k
nkrott
eti-
fung der Begriffe Ästhetik und Natur. In der Natur entspringt nichts, was auf Laune
Willkür gegründet ist, sondern einzig das, was in Konsonanz zu den ewigen Prin
steht. Dieser “Vernunft” der Natur zufolge verknüpft die klassizistische Ästhetik
Ideale der “Schönheit” und der “Wahrheit”. In der ästhetizistischen Deutung Boil
gilt, dass 5LHQ�Q¶HVW�EHDX�TXH�OH�YUDL��OH�YUDL�VHXO�HVW�DLPDEOH 49. 

Mit dieser Gleichsetzung hat die Theorie des Klassizismus das ästhetische Denk
industriellen Zeitalters in entscheidender Weise geprägt. Die Wirklichkeitsstärke
Technik und der ihr immanenten klassizistischen Ideale der Wahrheit übten selbst 
Bereichen der reinen Künste, beispielsweise bei Fernand Léger und Naum Gabo
bedeutenden Einfluss aus 50. In seinen architekturtheoretischen Schriften fordert 
Corbusier eine EHDXWp�SOXV�WpFKQLTXH und eine HVWKpWLTXH�SOXV�SUqV�GH�VHV�FDXVHV�YpULWD�
EOHV�51. Le Corbusier, ebenso wie Léger und Gabo, entdeckt in der technischen Pr
tion, das heisst insbesondere im Flugzeug-, Schiff- und Automobilbau sowie in
Baukonstruktionen eines Telfords, Brunels oder Eiffels, das Kriterium der Wahrhei
das klassizistische Korollar der echten Schönheit, die Simplizität. Dadurch werden 
Leitsatz “simplex sigillum veri” enthaltenen Ideale dem Ästhetizismus angepasst 52. 

In der klassizistischen Deutung ergibt sich der ästhetische Ausdruck einer Baukon
tion bei Torroja und bei Nervi aus der statischen Wahrheit 53. Die ästhetischen Qualitäte
eines technischen Produktes stehen in direkter Abhängigkeit zu seinem Effizienz
Funktionalitätsgrad. /D�YHULWj�IXQ]LRQDOL��WHFQLFD��HG�HFRQRPLFD�>���@�q�VXIILFLHQWH�D�UDJ�
JLXQJHUH�XQ�DVSHWWR�HVWHWLFR�VRGGLVIDFHQWH�R�SHU�OR�PHQR�QRQ�GLVWXUEDQWH��>���@�,QIDWWL�VH
FRQVLGHULDPR�OD�SL��YDVWD�VHULH�GL�PDQXIDWWL��GDOO¶HGLOL]LD�DOO¶DHURQDXWLFD��q�IDFLOH�FRQ�
VWDWDUH�FKH�WXWWL�JOL�HVHPSODUL�YHUL�VRQR�DQFKH�HVWHWLFDPHQWH�VRGGLVIDFHQWL�54��Der Klassi-
zismus sieht in der Wahrheit die unerlässliche Voraussetzung für die echte Schö
Nun ist aber die Wahrheit von der Ehrlichkeit und Zielstrebigkeit eines Geisteszust
abhängig. Die Gefahr der klassizistischen Ästhetik besteht demzufolge darin, da
Forderung nach Wahrheit zur Routine und somit zur ästhetischen Trivialität führen 
Dominique Bouhours Formulierung ³/HV�SHQVpHV�j�IRUFH�G¶rWUH�YUDLHV�VRQW�TXHOTXHIRLV
WULYLDOHV´ bringt diese Idee der Degenerierung in einer konzisen Art zum Ausdruc55.
Tatsächlich ist unsere bebaute Umwelt weitgehend durch einen ästhetischen Ba
gekennzeichnet 56. Im Bereich des konstruktiven Ingenieurwesens wird oft die ästh
sche Trivialität mit einer stets unanfechtbaren statischen Wahrheit kaschiert57. 

49. Nicolas Boileau-Despréaux (1636-1711), in Cassirer (1989). 
50. Vgl. Léger (1924) und Gabo (1989). 
51. Ibid. Die Parallelität zu Fernand Légers ³O¶DUFKLWHFWXUH�GH�OD�PpFDQLTXH´�ist unverkennbar. Ibid. 
52. “Das Einfache ist das Siegel des Wahren”. 
53. Vgl. Torroja (1984). 
54. Nervi (1965). 
55. Dominique Bouhour (1628-1702), in Cassirer, (1989). 
56. Pier Luigi Nervi steht der ästhetischen Degeneration besonders kritisch gegenüber: (�QHVVXQ�SHULRGR�q

VWDWR�DOWUHWWDQWR�ULFFR�GL�RSHUH�HGLOL]LH�HVWHWLFDPHQWH�PDO�ULXVFLWH�� LQVRSSRUWDELOPHQWH�UHWRULFKH�H��D
YROWD��RIIHQVLYDPHQWH�YROJDUL� Ibid. Fritz Leonhardt bekräftigt diese Ansicht:�,Q�PRVW�RI�RXU�FLWLHV�ZH
KDYH�H[DPSOHV�RI�VXFK�XJOLQHVV�RI�PRGHUQ�EXLOGLQJV��RI�UHVLGHQWLDO�KLJK�ULVH�TXDUWHUV�ZLWK�GHSUHVVLQJ
PRQRWRQ\�RU�RI�PDVVLYH� FRQFUHWH� VWUXFWXUHV�ZKLFK�DUH�SHUIHFWO\�RXW� RI� KXPDQ�VFDOHV��6XFK�PRGHUQ
DUFKLWHFWXUH�KDV�JDLQHG�WKH�VLJQLILFDQW�QDPH�RI�EUXWDOLVP. Leonhardt (1976). 
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Dementsprechend reicht die Geradlinigkeit des Denkens, an der die klassizistische
Ästhetik festhält und die sie als Norm aufstellt, in dem hier angesprochenen Zusam
hang nicht aus. $UW�WHQGV�QRW�RQO\�WR�GLVFRYHU�WKH�WUXWK�EXW�WR�H[DJJHUDWH�DQG�ILQDOO\�GLV�
WRUW� LW�� DQG�� PD\EH� LQ� WKLV� GLVWRUWLRQ� OLHV� WKH� HVVHQFH� RI� DUW� 58. Die Ästhetik braucht
zusätzlich zur Aufrichtigkeit und Exaktheit ein weiteres Ideal, anhand dessen alle 
tischen Unlinearitäten erfasst werden können, nämlich die Inexaktheit, oder, ande
gedrückt, die Phantasie, die dem Subjektivismus und der Intuition unterliegt 59. Das
Ästhetische verlangt einen Gegensatz zur absoluten Wahrheitsrationalität, welche
zig die WUDFHV�GH�OD�PDLQ�bilden können. :HQQ�GLH�/RJLN�6WHWLJNHLW�YHUODQJW��VR�IRUGHUW
GLH� bVWKHWLN� 3O|W]OLFKNHLW� 60. Eduardo Torroja vertritt die Ansicht, dass zur Erzielu
eines wirklich ästhetischen Tragwerkes eine überlegene und präzise künstlerische
findsamkeit mit fruchtbarer schöpferischer Phantasie vereinigt werden muss 61. 

Die ästhetische Inexaktheit umfasst nicht ausschliesslich den Inhalt des Gedanken
dern die Art und den Prozess des Denkens überhaupt. Die spezifischen Gesetzlic
des ästhetischen Bewusstseins lassen sich somit nicht mit der Bündigkeit einer log
oder mathematischen Schlussfolgerung demonstrieren. Das rein deduktive Vorgeh
das vernünftige Beurteilen des Klassizismus erweisen sich in diesem Zusammenh
ungenügend. Wie uns die alltägliche Erfahrung lehrt, kann eine feststehende Skala
tischer Werte unmöglich gebildet werden. Obwohl die alten Produktionen der Kuns
der Technik der sicherste Beweis dafür sind, dass das Gefühl und somit die ästh
Eindrucksfähigkeit des Menschen im Wandel des Denkens durch eine gewisse Ko
geprägt sind, weist das ästhetische Mass stets eine Abhängigkeit von Zeit und 
duum auf. Die wissenschaftliche Ästhetik verlangt daher einen Ansatz, welcher im 
von Hume auf der Verhaltenspsychologie begründet ist 62. Erst das Erkennen der zwi
schen dem Absolutum des Klassizismus sowie der Variabilität, der Relativität, der 
tion und der Subjektivität herrschenden Korrelation ermöglicht das Verständnis
ästhetischen Geschehens. 

57. In diesem Zusammenhang heisst es bei v. Gunten (1983): (LQH�KlXILJ�JHlXVVHUWH�%HKDXSWXQJ�ODXWHW�
©:DV�VWDWLVFK�ULFKWLJ�LVW��LVW�DXFK�VFK|Q�ª�'LH�HUVWH�)UDJH�ZlUH�ZRKO�GLH��ZDV�©VWDWLVFK�ULFKWLJª�EHGHX�
WHW��,VW�QLFKW�DOOHV��ZDV�QLFKW�]XVDPPHQVW�U]W��VWDWLVFK�ULFKWLJ"�8QG�NHQQHQ�ZLU�QLFKW�YLHOH�KlVVOLFKH
%U�FNHQ��EHL�GHQHQ�GDV�.UlIWHVSLHO�K|FKVW�DXVJHNO�JHOW�XQG�EHVWLPPW�VWDWLVFK�ULFKWLJ�LVW"�:HQQ�PDQ
GHQ�6DW]�XPNHKUW�XQG�HWZD�VDJHQ�Z�UGH��©:DV�VWDWLVFK�YHUNUDPSIW��XQGXUFKVLFKWLJ�RGHU�XQVLQQLJ�LVW�
ZLUNW� KlVVOLFKª�� N|QQWH� HU� HKHU� VLQQYROO� ZHUGHQ. Billington vertritt eine äquivalente Meinung: 7RR
PDQ\�XJO\�VWUXFWXUHV�UHVXOW�IURP�PLQLPDO�GHVLJQ�WR�VXSSRUW�DQ\�VLPSOH�IRUPXOD�FRQQHFWLQJ�HIILFLHQF\
DQG�HFRQRP\�WR�HOHJDQFH. Billington (1983). Vgl. auch Schlaich (1986). 

58. Matthew Nowicki, 1960, in Temko (1962). Zusammen mit W. H. Deitrick entwarf Nowicki 
berühmt gewordene cattle-judging pavilion in Raleigh, North Carolina, 1953. 

59. Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) bezeichnet die Phantasie als die KHUYRUVWHFKHQG�N�QVWOH�
ULVFKH�)lKLJNHLW. In der Ästhetik Hegels ist der schöpferische Akt an die Phantasie geknüpft: 'DQQ
PXVV�PDQ�VLFK�MHGRFK�VRJOHLFK�K�WHQ��GLH�3KDQWDVLH�PLW�GHU�EORVV�SDVVLYHQ�(LQELOGXQJVNUDIW�]X�YHU�
ZHFKVHOQ��'LH�3KDQWDVLH�LVW�VFKDIIHQG. Hegel (1989). 

60. Cassirer (1989). 
61. Torroja (1984). 
62. Für David Hume (1711-1776) ist EHDXW\�QR�TXDOLW\�LQ�WKLQJV�WKHPVHOYHV��LW�H[LVWV�PHUHO\�LQ�WKH�PLQG

ZKLFK�FRQWHPSODWHV�WKHP��DQG�HDFK�PLQG�SHUFHLYHV�D�GLIIHUHQW�EHDXW\. Humes Philosophie geht rein
explizit weit weniger auf ästhetische, als auf erkenntnistheoretische und psychologische, auf e
und religionsphilosophische Fragen ein. Vgl. Hume (1757). Vgl. auch Cassirer (1989) und v. G
(1983). 
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In früheren Zeiten bestand keine scharfe Trennung zwischen den beinahe die Ges
des verfügbaren Wissens ausmachenden Begriffen “ars” und “scientiae”. In un
Tagen ist die bestehende Parallelität trotz allen Wandels weiterhin unverkennb63.
Sowohl die aus dem künstlerischen als auch aus dem technischen Akt sich erge
Formen weisen einen ästhetischen Wert auf. Was nun die Realität des Kunstwer
der Realität einer Konstruktion unterscheidet, ist die Zweckfreiheit des Kunstw
gegenüber der rationalen Zweckmässigkeit des technischen Produkts. Kunst e
dort, wo die Form das einzige gesetzte Ziel ist. Das bedeutet, dass bei der echten
erzeugung eine bestimmte Erscheinungsform in der Materie festgehalten wird, w
wiederum in das Geistige übergehen soll. Das Versagen in der Kunst erfolgt dahe
aufgrund der Nichteinhaltung vorgegebener ästhetischer Normen, sondern vielme
grund einer nicht erreichten ontologischen Kohärenz. 

%LOG������$��*LDFRPHWWL��/D�0DLQ��

Dass die Zweckfreiheit den Formen einen künstlerischen Wert verleiht, schlies
Möglichkeit nicht aus, dass auch technische Formen den Rang von Kunst aufweise
nen. So sind die skulpturalen Eigenschaften, die der Bogen des Jefferson Memo
St. Louis von Eero Saarinen aufweist, auch in dem Bogen der D. Maria Pia Brück
Gustave Eiffel enthalten. Sigfried Giedion und Max Bill zögern nicht, die Gewag
einer Konzeption eines Maillarts von einer rein technischen auf eine künstlerisch-
näre Ebene zu erheben 64. Jede zweckfreie Form, die eine ontologische Essenz aufw
ist ein Gegenstand der Kunst. Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch nicht zuläs
die Zweckgebundenheit der Kunst nicht im Wege steht 65. 

Was dem Akt einer Schöpfung grundsätzlich eine künstlerische Dimension verle
nicht unbedingt die Zweckungebundenheit, sondern vielmehr OD�SXUH� MRLH�FUpDWLFH des
Schöpfers 66. Der künstlerische Akt entspringt aus der Leidenschaft desjenigen, de
einer Perzeption den inneren Impuls der Kreation empfindet. In der ästhetischen P
phie Hegels ist diese Begeisterung nichts anderes DOV�YRQ�GHU�6DFKH�JDQ]�HUI�OOW�]X�ZHU�
GHQ�� JDQ]� LQ� GHU� 6DFKH� JHJHQZlUWLJ� ]X� VHLQ� XQG� QLFKW� HKHU� >]X@� UXKHQ�� DOV� ELV� GLH
.XQVWJHVWDOW�DXVJHSUlJW�XQG� LQ�VLFK�DEJHUXQGHW� LVW 67. Erst aufgrund seiner seelische
Erregung während des impulsiven Aktes vermag der Schöpfer wahre Kunst zu erz
Somit ist die ästhetische Wertbestimmung der zweckgebundenen Formen vom G
zustand des Technikers abhängig. Nervi unterscheidet klar zwischen solchen Form

63. Vgl. Kap. 7.1, pp. 151-152. 
64. Vgl. Giedion (1946), Bill (1949). 
65. Vgl. Kap. 1.2, pp. 4-6. 
66. Hersch (1946). 
67. Ibid. 
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aufgrund ihrer physikalischen Wahrheit korrekt sind, und solchen, die eine künstle
Leidenschaft des Individuums zum Ausdruck bringen: 6H�SHU� IDWWR�DUWLVWLFR�VL� LQWHQGH
TXDOFKH�FRVD�GL�SL��GHO�VHPSOLFH�VRGGLVIDFLPHQWR�HVWHWLFR��RVVLD��FRPH�SHQVHUHL��OD�LQGH�
ILQLELOH�TXDOLWj�GL�XQ¶RSHUD�GL�ULVYHJOLDUH�QHO�QRVWUR�VSLULWR�OD�ULVRQDQ]D�GHL�VHQWLPHQWL�H
GHOO¶HPR]LRQH�SURYDWL�GDOO¶DUWLVWD�QHOO¶DWWR� FUHDWLYR�68. Nur der Wille zur Kunsterzeu-
gung erlaubt die Emanzipation des physikalischen Gefühls von der rein rechneri
Erfassung und dadurch die Entfaltung der schöpferischen Kraft des Konstrukteurs 69. 

%LOG������(��6DDULQHQ��7HUPLQDO�GHU�7:$��

In diesem Zusammenhang kann man der Fragestellung nach den Anforderungen
den wirklichkeitsmächtigen Konstrukteur gestellt werden müssten, nicht auswei
Dass der Techniker keine Fehler begehen darf, da die menschliche Sicherheit u
menschliche Leben von der Richtigkeit seiner Produkte abhängig sind, versteht sic
selbst. Darüberhinaus ist der Techniker verpflichtet, seine zweckbezogenen Produ
Rahmen einer wirtschaftlich ausgerichteten Gesellschaft zu erzeugen. Dem Tec
müssen diese Aspekte, die Solidität und die wirtschaftliche Zweckmässigkeit, kau
Bewusstsein gerufen werden. 

Im Sinne von Vitruvius muss nun aber jede Schöpfung derart angeordnet werden
bei ihrer Errichtung auch der künstlerischen Vollendung, dem YHQXVWDV, die gebührende
Beachtung geschenkt wird 70. Steinmann merkte an, dass kein Brückenbauer die
Namen verdiene, solange er nicht von der Leidenschaft erfüllt sei, seine Werke sc
bauen 71. Wenn nun die künstlerische Schöpfung der Technik der� WUDFHV� GH� OD� PDLQ
bedarf, so benötigt der schöpferische Techniker selbst – wie Peter Rice es fordert
Identität 72. Der Konstrukteur muss der Anonymität, in die er versunken ist, entschlü
und als Individuum für seine Schöpfungen gerade stehen. Nur so kann der Technik
nen Verpflichtungen und Verantwortungen gegenüber der Öffentlichkeit in vo
Umfang gerecht werden. Ein derartiger Beitrag für eine bessere Gestaltung der U
bildet die unumgängliche Grundlage für die Erschaffung eines Berufsbildes, aus
chem die gerechte Anerkennung der Ingenieurleistung hervorgehen kann. 

68. Ibid. 
69. Vgl. G. Meyer, (LVHQEDXWHQ��LKUH�*HVFKLFKWH�XQG�bVWKHWLN, 1907, in Hartmann (1928). Auch Billington

vertritt die Ansicht, dass das wissenschaftliche Wissen die Erzeugung von Kunst nicht gewähr
kann: .QRZLQJ�WKH�VFLHQWLILF�EDVLV�GRHV�QRW�JXDUDQWHH�WKDW�WKH�GHVLJQ�ZLOO�EH�DUW��7KH�HQJLQHHU�PXVW
LQWHQG�WKH�ZRUN�WR�EH�DUW. Ibid. 

70. Vgl. Vitruvius, in der Übersetzung von Prestel (1974). :H�PXVW�FRQFHLYH�LW�DV�DQ�LPSRUWDQW�IDFW�WKDW
WKH�ODFN�RI�DHVWKHWLF�TXDOLW\�RI�RXU�HQYLURQPHQW�FDXVHV�SV\FKLF�DQG�SK\VLFDO�LOOQHVV��LW�RQO\�WDNHV�WLPH.
Leonhardt (1976). 

71. v. Gunten (1983). 
72. Rice (1994). 
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Formen – mit den Worten von Thomas von Aquino – >DUH@�QRW�WKH�VWUXFWXUDO�SULQFLSOH�RI
EHLQJV��EXW�UDWKHU�WKRVH�YHU\�VWUXFWXUHG�EHLQJV 1. Diese Idee knüpft an die Doktrin de
Pythagoräer und des Demokritus, nach welcher die Formen als aus quantifizie
Verknüpfungen zusammengesetzte Konfigurationen – also als Strukturen – aufg
werden. Kant, der sich deutlich an Vorstellungen vom lebenden Organismus orie
definiert Struktur als die “Lage und Verbindung der Teile eines nach einheitlic
Zweck sich bildenden Organismus” 2. In dieser Deutung ist Struktur eine atomistisc
Auffassung der Form. Mit dem strukturalistischen Ansatz werden komplexe Daten
Ganzen, das heisst einer Form, auf eine endliche Anzahl bestimmter Elemente zur
führt. Struktur ist somit Form “von innen” gesehen. Wie Francis Bacon bemerkt, er
das Verständnis des Ordnungsgefüges der Natursysteme deren Manipulation: )RU�KH�ZKR
LV�DFTXDLQWHG�ZLWK�IRUPV��FRPSUHKHQGV�WKH�XQLW\�RI�QDWXUH�LQ�VXEVWDQFHV�DSSDUHQWO\�PRVW
GLVWLQFW�IURP�HDFK�RWKHU��+H�FDQ�GLVFORVH�DQG�EULQJ�IRUZDUG�>���@�WKLQJV�ZKLFK�>���@�ZRXOG
IRU� HYHU� KDYH� HVFDSHG�PDQ¶V� WKRXJKWV�� IURP� WKH� GLVFRYHU\� RI� IRUPV�� WKHUHIRUH�� UHVXOWV
WUXWK� LQ� VSHFXODWLRQ� DQG� IUHHGRP� LQ� RSHUDWLRQ� 3. Grundsätzlich ist Struktur die nac
Gesetzen geschaffene Einheit elementarer Teile und Verbände. Das entscheidend
mal von Struktur liegt nun darin, dass die Betonung bei allen Anwendungen vielme
den Bezügen, das heisst auf dem logischen Aufbau, als auf den Einheiten liegt. 

Als analytischer Begriff eignet sich Struktur zur Analyse gegenständlicher wie phän
nologischer Ereignisse der Natur. Selbst das menschliche Bewusstsein beruht au
renten Systemstrukturen, auf welche die Verarbeitung der Sinneseindrücke zurü
führen ist. In psychologischer Hinsicht stellt Wahrnehmung dementsprechend 
aktiven Prozess der Organisation und Interpretation von Informationen im Dienst
Handlung dar. Sie ergibt sich aus der Bereitschaft des menschlichen Nervensystem
Perzeption zu definieren und sie in einer zunehmenden Anzahl überlappender Me
kategorien kumulativ zu gruppieren und zu katalogisieren. Dabei werden formale
funktionale Eindrücke durch die Hervorhebung determinanter Elementverknüpfu
abstrahiert und durch einen konzisen und präzisen Sprachgebrauch formuliert und
mittelt. Umgekehrt aber sind diese Systemstrukturen der Wahrnehmung au
komplexe Struktur der Sprache selbst gegründet. ,� EHOLHYH, so Bertrand Russell, WKDW,
ZLWK�VXIILFLHQW�FDXWLRQ��WKH�SURSHUWLHV�RI�ODQJXDJH�PD\�KHOS�XV�WR�XQGHUVWDQG�WKH�VWUXF�
WXUH�RI�WKH�ZRUOG�4. Das Verständnis der als Struktur betrachteten Form bedarf dem
sprechend auch des Verständnisses des strukturellen Aufbaus der Gedankenw
Menschen. (Q�HIIHW��LO�IDXW�VRUWLU�G¶DERUG�GH�QRV�VWUXFWXUHV�PHQWDOHV�SRXU�FRQVWUXLUH�GHV
VWUXFWXUHV�YpULWDEOHV 5. 

1. Eco (1988). 
2. Brockhaus-Enzyklopädie (1993). 
3. Bacon (1853). 
4. Russell (1951). 
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Als logisches Konzept stellt Struktur eine Antithese von Materie dar. Tatsächlich is
Verhalten jeder Struktur nicht von den physikalischen Eigenschaften ihrer Kompo
ten, sondern primär von dem ihr zugrunde liegenden Beziehungsnetz abhängig. S
die heterogenen Eigenschaften von Graphit und Diamant – zwei aus den gleichen
lenstoffatomen zusammengesetzte Strukturen – einzig auf die unterschiedlichen O
sationschemata zurückzuführen. Auch werden zwei unterschiedlich materialisierte
geometrisch gleichwertige Ketten unter gleichen Voraussetzungen gleiche geome
Formen annehmen, ebenso wie zwei äquivalent dazu materialisierte Tetraeder unt
beliebigen Voraussetzungen formstabil bleiben werden. Die Tatsache, dass Stru
ihrer Essenz ein geometrisches und somit stoffunabhängiges Phänomen ist, läs
ebenfalls dadurch veranschaulichen, dass der atomare Aufbau jeder Struktur
extrem diskontinuierlichen – das heisst materiefreien – Charakter aufweist. Struk
das gewissen Gesetzmässigkeiten unterliegende Prinzip aller Erscheinungen. 

%LOG�������'LH�6WUXNWXUHQ�GHV�*UDSKLWV�XQG�GHV�'LDPDQWV��

Da Struktur in ihrem Urwesen durch die Beziehungen ihrer Elemente definiert ist,
sie sich über ihre topologischen Eigenschaften eindeutig charakterisieren. Diese M
matisierung der Form knüpft an Galileis pythagoräischen Aphorismus an, welche
mathematische Sprache als die Wissenschaft von der Struktur des Universums a
>/¶8QLYHUV@�HVW�pFULW�GDQV�OD�ODQJXH�PDWKpPDWLTXH�HW�VHV�FDUDFWqUHV�VRQW�>���@�GHV�ILJXUHV
JpRPpWULTXHV��VDQV�OH�PR\HQ�GHVTXHOV� LO�HVW�KXPDLQHPHQW�LPSRVVLEOH�G¶HQ�FRPSUHQGUH
XQ�PRW��6DQV�HX[��F¶HVW�XQH�HUUDQFH�YDLQH�GDQV�XQ�ODE\ULQWKH�REVFXU�6. Die topologische
Perzeption unterliegt den rigorosen logischen Gesetzmässigkeiten und Rege
Mathematik, was die präzise Formulierung und Kombination aller relevanter Abhä
keiten und Zusammenhänge möglich macht 7. Beispielsweise erfolgte die Erkenntnis d
als Eulerscher Polyedersatz – Anzahl Ecken plus Anzahl Flächen gleich Anzahl K
plus zwei – bezeichneten Regelmässigkeit, als man die Platonischen Körper als e
materialisiertes topologisches Konzept betrachtete. 

%LOG�������'HU�(XOHUVFKH�3RO\HGHUVDW]��

5. Emmerich (1968). 
6. Galilei (1980). 
7. Vgl. Hilbert und Cohn-Vossen (1932) sowie Lord und Wilson (1984). 

Tetraeder 4 + 4 = 6 + 2

Oktaeder 6 + 8 = 12 + 2

Würfel 8 + 6 = 12 + 2

Ikosaeder 12 + 20 = 30 + 2

Dodekaeder 20 + 12 = 30 + 2
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Über den topologischen Ansatz werden die Verknüpfungsbeziehungen aller Ele
einer Struktur in einer eindeutigen Vorschrift matriziell erfasst. Als logisches Kon
erteilt die Topologie jedoch keine Informationen über die räumliche Lage der Kn
oder die Art der Verbindungskurven. Dadurch bildet die Topologie – wie sich herau
len wird – den geeigneten Ansatz für die Untersuchung vektorieller Gleichgewich
stände, die Buckminster Fullers Definition von Struktur zugrunde liegen. Weil abe
topologischen Eigenschaften des Tetraeders in gleicher Weise im Würfel, im Elli
oder in der Kugel enthalten sind, definiert die Topologie keine Form. Zusätzlich zu
topologischen Eigenschaften bedarf die geometrische Definition der Form der ein
gen Festlegung aller Krümmungs- und Verwindungseigenschaften der Verbindung
ven sowie der räumlichen Anordnung aller als Knotenpunkte idealisierten Element

%LOG�������7RSRORJLVFKH�,GHQWLWlWHQ�6FDUXV�XQG�3RPDFDQWKXV��

Bei den als vektoriellen Gleichgewichtsschemata aufgefassten Strukturen entfä
Unbekannte “Verbindungskurve”. Vektoren sind nämlich eine mathematische Idea
rung energetischer Erscheinungen, die definitionsgemäss eine geradlinige Wirkun
aufweisen. Dadurch entfällt die topologische Gleichheit zwischen den geometri
Identitäten Tetraeder, Würfel, Ellipsoid und Kugel. Trotzdem ist hiermit noch k
Form definiert, da Tetraeder die Gesamtheit aller Strukturen, welche sich aus den 
hungen zwischen vier Punkten des Raumes ergeben, umfasst. Der Tetraeder reprä
daher eine unendliche Anzahl geometrisch verwandter Formen. 

%LOG�������7RSRORJLVFKH�0DWUL[�XQG�HQWVSUHFKHQGH�6WUXNWXU��

Die Spezifikation der Form muss daher anhand der Definition der räumlichen An
nung aller Strukturelemente erfolgen. Als konzeptionelles Gebilde operiert Struktur
in einer von der Magnitude unabhängigen Dimension. Struktur ist ein omnipräs
Phänomen, welches auf allen Ebenen der Natursysteme, von den Milchstrassens
ren des Universums bis hin zu den Nukleonenstrukturen anzutreffen ist. Aus d
Grund lässt sich die Form einer Struktur nicht über die Festlegung metrischer E
schaften, sondern einzig über die zwischen allen involvierten Elementen besteh
Winkelgrössen bestimmen. Der als Struktur aufgefassten Form liegt demnach ein
keltopologisches Konzept zugrunde. 

D
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α

β γ
δ

a b c d e f

α 1 1 1 0 0 0

β 1 0 0 1 1 0

γ 0 0 1 1 0 1

δ 0 1 0 0 1 1
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$�VWUXFWXUH�LV�D�VHOI�VWDELOL]LQJ�HQHUJ\�HYHQW�FRPSOH[ 8. Mit dieser konzisen Definition
verknüpft Buckminster Fuller den Begriff Struktur mit den Prinzipien der Stabilität 
der Energie. Alle im Universum wirkenden Kräfte vereinigen sich in stabilen Anord
gen, die durch Minimalprinzipien geregelt sind. Aristoteles verknüpft die Begriffe St
tur und Beständigkeit, indem er die Formen als Substanzen, und Substanzen 
Bleibende und Beharrliche in jedem Wechsel und allen Erscheinungen bezeichnet9. Wo
immer Kräfte zu einem durch die Beständigkeit gekennzeichneten ganzheitl
System zusammentreffen, treten stabile Strukturen auf. Der stabilen Struktur liegt
zufolge eine als räumlich-zeitliche Ganzheit verstandene Kräftekohäsion zugrund
winkeltopologische Konzeption der Form führt dazu, dass Stabilität als Winkelbe
digkeit einer Struktur verstanden werden muss. Definitionsgemäss bezeichnet Sta
sinngemäss die angulare Invarianz eines winkeltopologischen Konzeptes. 

%LOG�������5lXPOLFKHV�6WDEIDFKZHUN��

In der Mechanik unterscheidet man zwischen solchen Strukturen, die in ihrem in
Aufbau entweder starr oder beweglich sind. Starrheit und Beweglichkeit sind mec
sche Verhaltensweisen, die durch die Topologie einer Struktur gegeben sind. St
bedeutet inhärente Stabilität. Starre Strukturen sind für alle Einwirkungen stets an
invariant. Beweglichkeit bedeutet, dass die Struktur unter beliebigen Belastungen
Winkelbeständigkeit aufweist und somit nicht formstabil ist. Der Grad der Beweg
keit einer Struktur lässt sich über die Anzahl der als Freiheitsgrade ) definierten unab-
hängigen Dreh- oder Verschiebungsbewegungen einzelner Elemente quantifiziere
Strukturen, die keinen oder einen negativen Freiheitsgrad aufweisen, 

, (3.1)

sind inhärent stabil. Dagegen müssen bei durch positive Freiheitsgrade charakteri
Strukturen, 

, (3.2)

kinematische Aspekte berücksichtigt werden 10. 

8. Buckminster Fuller (1975). 
9. Vgl. Klowski (1966). 
10. In der Mechanik werden bewegliche Strukturen, mit welchen bestimmte Wirkungen ausgeübt w

sollen, als Maschinen definiert. Hiermit erfolgt ebenfalls eine Verknüpfung mit den leider weni
forschten faltbaren räumlichen Tragstrukturen. /D� FRQFHSWLRQ� HW� OD� UpDOLVDWLRQ� G¶XQH� VWUXFWXUH� UpWL�
FXOpH�HVW�OH�UpVXOWDW�G¶XQ�FRPSRUWHPHQW�GH�O¶HVSULW�IDFH�j�OD�QDWXUH��TXL�VH�GpFRPSRVH��V¶DQDO\VH�HW�VH
PDQLIHVWH�GH�IDoRQ�QRXYHOOH�VXLYDQW�XQH�UpDOLVDWLRQ�TXL�HVW�OH�IUXLW�GH�JpQLH�GH�O¶KRPPH. Piñero (1969). 

F 0≤
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Beim Durchdenken von Struktur und Stabilität ist es unübersehbar, dass die ein
inhärent stabilen Strukturen omnitriangular sind 11. Dies bedeutet wiederum, dass einz
die geometrische Identität Dreieck – eine durch die Beziehung dreier nicht kolin
Punkte gegebene Struktur – inhärent stabil ist. Es ist nun naheliegend, dass die T
lationsbedingung ebenfalls durch ein topologisches Verhältnis – einen aus Verknü
gen durch Elemente gebildeten Quotienten – gegeben sein muss. Die topolog
Verknüpfungsbeziehungen einer Struktur lassen sich als Kanten einer geometr
Figur auffassen. In entsprechender Weise können die Elemente als Eckpunkte ang
werden. Für alle aus einer bestimmten Anzahl . Kanten und ( Ecken zusammengesetz
ten Strukturen der Ebene ist die inhärente Stabilität durch die Bedingung 

(3.3)

gegeben. Analog dazu gilt für alle polyedrischen Strukturen die Ungleichung 12

. (3.4)

%LOG�������,QKlUHQW�VWDELOH�SRO\HGULVFKH�6WUXNWXUHQ��

Omnitriangulare Strukturen sind inhärent stabil. Innerlich bewegliche Strukturen kö
in Abhängigkeit strukturfremder Faktoren einen empfindlichen Gleichgewichtszus
annehmen. Dieser Gleichgewichtszustand ist dann eingehalten, wenn die äussere
einwirkungen jede unabhängige Bewegungsmöglichkeit behindern. Es drängt sich
mit die Fragestellung auf, welche grundlegenden Strukturprinzipien für sta
Gleichgewichtsformen verantwortlich sind. Grundsätzlich wird hierzu der Begriff 
Energieprinzips herangezogen 13. In den Gebieten, wo sich diese Anschauung als ta
lich erwiesen hat, sind die stabilen Gleichgewichtsformen durch die Minimierung
gesamten potentiellen Energie der Struktur eindeutig bestimmt. Diese Betrachtun
stabilen Gleichgewichtzustandes einer Struktur führt bis in das Jahr 1690 zurück, a
Basler Mathematiker Jakob Bernoulli die Aufgabe gestellt hat, die Kettenlinie mit
Mitteln der Mathematik zu erfassen. Wie im folgenden Jahr sein Bruder Johann
unabhängig voneinander Leibniz und Huygens zeigen konnten, ist die potentielle
gie eines Elementes der Länge GV einer Kette mit gleicher Masse je Längeneinheit p

11. Wie die kristallographische Untersuchung der homogenen Raumteilung offenbart, ist die Omnitriangu-
larität eine universelle Eigenschaft des Raumes. Der Isotropie der Raumstruktur entspricht die
tion des Raumes in Q Tetraeder und  Oktaeder – zwei inhärent stabile Strukturen. Die Form de
isotropen Raumes ist daher nicht durch die kartesische Winkelgrösse  – die kartesisch kubische
Raumteilung ist anisotrop – sondern durch die tetraedische Winkelgrösse  eindeutig bestimm

12. Die Ausdrücke (3.3) und (3.4) stellen dementsprechend die Abzählbedingung für die statisc
stimmtheit ebener beziehungsweise räumlicher Fachwerke dar. 

13. Vgl. Whyte (1967). 

n 2⁄
π 2⁄

π 3⁄

K
2E 3–
---------------- 1≥

K
3E 6–
---------------- 1≥
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portional zu dem Produkt , falls� \ die Koordinate einer parallel zum
Gravitationsvektor zeigenden Achse bezeichnet. Die Form, welche die Kette im Schwer-
feld annimmt, ist dann diejenige, die dem Minimum der gesamten potentiellen Energie 

 (3.5)

entspricht. Die Lösung führt zur Gleichgewichtsform  der Kette, dem hyperb
schen Cosinus. 

%LOG�������'LH�³6W�W]NHWWH´��

Die Kette, wie alle anderen innerlich beweglichen Strukturen, bedarf eines system
den vektoriellen Angriffes, um eine stabile Gleichgewichtsform anzunehmen. Hi
besteht eine Affinität zwischen den angreifenden Vektoren und dem Mechanismu
Struktur, so dass bestimmten Vektorgruppen eindeutige Formen zuzuordnen sin
umgekehrt. 

%LOG�������%HODVWXQJVDIILQH�.HWWHQIRUP��

Bei zusätzlich wirkenden Vektorgruppen nimmt die Kette eine neue stabile Gleic
wichtsform an, die der vektoriellen Superposition beider Gruppen entspricht. Hierb
das auf die Magnitude und Richtung bezogene Verhältnis zwischen den beiden V
gruppen von entscheidender Bedeutung für die Formänderung der Kette. Die Stei
der Kette ergibt sich somit aus dem Verhältnis zwischen ständig wirkenden und va
angreifenden Vektorgruppen. Entsprechendes gilt selbstverständlich für die als F
ausgebildeten innerlich beweglichen Strukturen. In Abhängigkeit des Spieles – M
tude und Richtung – aller involvierten Kräfte ergeben sich hierbei aus dem gle
topologischen Konzept antiklastische oder synklastische Flächen 14. Auf diese Zusam-
menhänge wird in einem der folgenden Kapitel näher eingegangen. 

14. Vgl. Motro (1992). 
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Logische und physikalische Konzeption von Struktur 

In metaphysischer Hinsicht ist Struktur ein geschlossenes und ganzheitliches Ve
fungsschema von aufeinanderwirkenden energetischen Ereignissen. Die struk
Kohärenz und die stabilen Gleichgewichtsformen ergeben sich aus den Einschränk
möglicherweise eintretender Prozesse, welche einerseits durch die Energieprin
andererseits durch die topologischen Eigenschaften der Struktur gesetzt sind. Al
sches Konzept lässt sich Struktur daher auf die zwei interdependenten Variablen
und Kraft zurückführen. Als System des physikalischen Universums ist Struktur
aber verkörperte Logik in Aktion. Die physikalische Struktur beinhaltet eine vorau
hende Verwirklichung von Vorstellungen, die anhand der objektiven Transposition 
Konzeptes in die physikalische Realität erfolgt. Struktur, wie sie in der Technik od
der gegenständlichen Natur anzutreffen ist, bedeutet die Erweiterung des Form
Prinzipes auf die in diesem Zusammenhang untrennbare hylemorphische Trilogie 
Kraft-Materie – IRUP�LV�VWUXFWXUH��DQG�PDWWHU�LV�ZKDW�HQWHUV�LQWR�WKH�VWUXFWXUH 15. 

%LOG�������6WUXNWXU��)RUP��.UDIW�XQG�0DWHULH��

Soweit die vorgegebenen Randbedingungen und alle weiteren Variabeln es zu
operiert die Natur stets nach dem Prinzip des direkten Kraftflusses. Hierdurch lasse
alle strukturellen Elemente optimal ausnützen, so dass die Steifigkeit maximiert un
Werkstoffaufwand minimiert werden können 16. Mit dem progressiven Verständni
natürlicher Phänomene zeichnet sich eine konvergierende Tendenz der techn
Strukturen in Richtung auf die nach dem Prinzip der Auslese – also der Effizie
geprägten physikalischen Strukturen der Natur ab. Es ist hierbei bemerkenswer
diese notgezwungene Annäherung nicht durch direkte Nachahmung, sondern vie
über die wissenschaftliche Entwicklung hocheffizienter Strukturen erfolgen kon
Nicht das direkte Studium der natürlichen Strukturen, sondern die fachübergreife
wissenschaftlichen Erkenntnisse wirken als Katalysator in diesem konvergierende
zess 17. 

15. Williams (1958). 
16. Vgl. Nachtigal (1974). 
17. In diesem Zusammenhang erscheint es unerlässlich, auf die 1961 gegründete Arbeitsgruppe “B

und Bauen” hinzuweisen. Diese fachübergreifende internationale Gruppe verfolgt das Ziel, an
besseren Verständnis von Biologie, Technik und Baukunst zu arbeiten. Vgl. Otto et al. (1985). 

Struktur

Form
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Schon früh ist den Anatomen aufgefallen, dass der als Spongiosa-Architektur be
nete innere Aufbau des menschlichen Oberschenkelknochens ein strukturelles S
von sich senkrecht schneidenden Linien darstellt. Carl Culmann erkannte als erste
den Biologen und Medizinern lange Zeit verborgen blieb, nämlich dass die Spong
Struktur ein verknöchertes Spannungstrajektorienfeld ist 18. Ausgehend von den Trajek
torien des entsprechenden räumlichen Kontinuums entwickelte die Natur ein feing
ges, engmaschiges Netzwerk normalkraftbeanspruchter Stäbe. Die Stabkräfte e
chen den Volumenspannungen zwischen den Stäben, so dass das Knotengleich
stets erfüllt ist. Der hier zugrunde liegende Prozess beruht auf logischen Schritte
durch die Mittel der Technik nachvollziehbar sind 19. Für einen als elastisches Kont
nuum aufgefassten ebenen Tragwerksraum lässt sich anhand der Auflagerbedin
und Belastung ein Trajektorienbild erstellen. Das Zusammenfassen von Trajektorie
das Entfernen von Nullstäben führt zu einem strukturellen System normalbeanspr
Stäbe, welches bei entsprechender Kräftekonzentration ein dem Kontinuum ähn
Verhalten aufweist. 

%LOG��������6WUXNWXUELOGXQJ�DXV�GHP�7UDMHNWRULHQYHUODXI�HLQHV�HEHQHQ�.RQWLQXXPV��

Diese Beispiele verdeutlichen, dass erst das Studium und die konsequente Verall
nerung der operativen Konzepte der Natur das Erstellen praxisrelevanter techn
Konzepte und deren konsequente Umsetzung in physikalische Strukturen ermö
Weil beide den gleichen Gesetzmässigkeiten unterliegen, wird dabei das Endp
“technische Struktur” der anfänglich untersuchten Struktur der Natur notwendigerw
ähneln. In diesem Tripel Induktion-Deduktion-Konstruktion liegt geradezu der psy
logische Prozess jeder menschlichen Erfindung. 

18. $�JUHDW�HQJLQHHU��3URIHVVRU�&XOPDQQ�RI�=XULFK��>���@�KDSSHQHG��LQ�WKH�\HDU�������WR�FRPH�LQWR�KLV�FRO�
OHDJXH�0H\HU¶V�GLVVHFWLRQ�URRP��ZKHUH� WKH�DQDWRPLVW�ZDV�FRQWHPSODWLQJ� WKH�VHFWLRQ�RI�D�ERQH��7KH
HQJLQHHU�� ZKR� KDG� EHHQ� EXV\� GHVLJQLQJ� D� QHZ� DQG� SRZHUIXO� FUDQH�� VDZ� LQ� WKH� PRPHQW� WKDW� WKH
DUUDQJHPHQW�RI�WKH�ERQ\�WUDEHFXODH�ZDV�QRWKLQJ�PRUH�QRU�OHVV�WKDQ�D�GLDJUDP�RI�WKH�OLQHV�RI�VWUHVV��RU
GLUHFWLRQV�RI�WHQVLRQ�DQG�FRPSUHVVLRQ��LQ�WKH�ORDGHG�VWUXFWXUH��LQ�VKRUW��WKDW�1DWXUH�ZDV�VWUHQJWKHQLQJ
WKH�ERQH�LQ�SUHFLVHO\�WKH�PDQQHU�DQG�GLUHFWLRQ�LQ�ZKLFK�VWUHQJWK�ZDV�UHTXLUHG��DQG�KH�LV�VDLG�WR�KDYH
FULHG�RXW��³7KDW¶V�P\�FUDQH�´��In�Thompson (1992). Bauersfelds geodätische Armierungskuppel
1925 erbauten Planetariums in Jena und Buckminster Fullers geodätische Kuppeln weisen e
frappante Ähnlichkeiten zu Strukturen der Natur auf: (V�EOHLEW�XQV�XQYHUJHVVHQ��ZLH������ LP�0D[�
3ODQFN�,QVWLWXW�%HUOLQ�>���@�%XFNPLQVWHU�)XOOHU�YRQ�GHQ�QHXHVWHQ�VWHUHRVNRSLVFKHQ�)RWRV�GHU�6FKDOHQ
YRQ�.LHVHODOJHQ��'LDWRPHHQ��IDVW��EHUZlOWLJW�ZXUGH��(U�VDK�QHXHVWH�)RWRV�LQ�I�QI��ELV�I�QI]LJWDXVHQG�
IDFKHU� 9HUJU|VVHUXQJ�� GLH� HU� QLFKW� NHQQHQ� NRQQWH��'LH� VWHUHRVNRSLVFKHQ� /LFKWELOGHU� VDKHQ� DXV�ZLH
0RGHOOH�VHLQHU�EHU�KPWHQ�.XSSHOQ��'HQ�%HWHLOLJWHQ�ZDU�NODU��+lWWH�HU�GLH�'LDWRPHHQVFKDOHQ�YRUKHU
JHNDQQW��Z�UGH�DOOH�:HOW�VDJHQ��HU�KDEH�VLH�GHU�OHEHQGHQ�1DWXU�DEJHJXFNW��+lWWH�HU�DEHU�GLH�'LDWR�
PHHQVFKDOHQ�JHNDQQW��Z�UGH�HU�YHUPXWOLFK�JDU�QLFKW�HUVW�JHZDJW�KDEHQ��VHLQH�6FKDOHQ�]X�EDXHQ. In
Otto et al. (1985). Die Massstabunabhängigkeit von Konzepten wird hiermit klar verdeutlicht. 

19. Vgl. Wagner (1991). 
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Materialisierung von Struktur: Anforderungen an den Stoff 

Jede zweckbezogene, bewusst vom konstruktiven Geist des Menschen im Raum aufge-
stellte, materialisierte Form enthält den Wert einer Bauplastik. Als eigenständige 
bildet jede Bauplastik eine autonome Einheit, die losgelöst von jedem bereits i
Natur vorhandenen Objekt ist und somit ihren Inhalt in sich selbst hat. Dadurch i
emotionale Gehalt einer künstlerischen Plastik durch das hylemorphische Zusam
spiel aus Form und Stoff bestimmt. Somit werden auch die Grenzen der ästhet
Wirkung und die Offenbarung von mitzuteilenden Empfindungen entscheidend d
das Material mitprägt. In diesem Zusammenhang muss es gesetztes Ziel der Ba
sein, jeweils eine neue künstlerische Ordnung zu schaffen, innerhalb welcher St
und Stoff zu einer synergetischen Einheit werden. Hierfür müssen natürlich die Gru
genschaften von Form und Stoff apriorisch miteinander übereinstimmen. 

%LOG��������6HLOQHW]ODQGVFKDIW�

In der Konstruktion muss die Vereinigung von Struktur und Stoff primär technis
Kriterien unterliegen. Hierbei gilt es, die mechanischen, physikalischen, chemische
verarbeitungstechnischen Eigenschaften eines Stoffes im Hinblick auf die ges
Anforderungen zu überprüfen beziehungsweise zu entwickeln. Dabei kommt selb
ständlich der auf die Lebensdauer bezogenen Wirtschaftlichkeit eine richtungswe
Rolle zu. Auf die festzustellende totalitäre Gewichtung wirtschaftlicher Wertanal
sollte allerdings zugunsten einer Gewichtung qualitativer Merkmale verzichtet werd

%LOG��������=XU�:HUWDQDO\VH�HLQHV�:HUNVWRIIHV��

Zusätzlich muss beachtet werden, dass die Produktion eines Stoffes auf lange Sic
Funktion der Menge und der Konzentration der Rohstoffvorkommen und der zur

technische Einsetzbarkeit mechanische Eigenschaften 
Festigkeit, Härte, Elastizität, Duktilität, Temperaturbeständigkeit 
physikalisch-chemische Eigenschaften 
Dichte, Brand-, Witterungs- und Alterungsverhalten, bauphysikali-
sches und lichttechnisches Verhalten, Korrosionsbeständigkeit 

Verarbeitbarkeit Formbarkeit 
plastische Umformung, giessen, pressen, sintern, verspannen 
Zusammenfügbarkeit 
schweissen, löten, schrauben, nieten, kleben 

Wirtschaftlichkeit komparative Wirtschaftlichkeit bei Verfügbarkeit 
Werkstoff-, Verarbeitungs- und Unterhaltskosten, 
Wiederverwendbarkeit
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stellung und gegebenfalls zur Wiederverwendung des Werkstoffes nötigen Energi
stellt. In diesem Zusammenhang lässt sich die Entwicklung der Werkstoffe n
Konsonanz zu derjenigen der Energietechnik betrachten. Bei einem gelösten Ener
blem liessen sich beispielsweise die reichlich vorhandenen metallischen Rohstof
Eisen, Aluminium, Titan und Magnesium sowie insbesondere die keramischen Roh
für die Erzeugung hochwertiger Werkstoffe verwenden. 

Zwecks einer vereinigten Betrachtung der mechanischen, elektrischen und chem
Eigenschaften ist das atomare Studium der Werkstoffe unerlässlich. Feste Stoffe
hen aus gleich- oder verschiedenartigen, in klarer Regelmässigkeit oder in vö
Unordnung miteinander verbundenen Atomen. Verschiedenartige Wechselwirku
zwischen den äusseren Elektronen bestimmen die Stärke der chemischen oder de
kalischen Bindung und damit die makroskopischen Eigenschaften des Werkstoff
einem metallischen Idealkristall sind die Atome in einem periodischen regulären R
gitter streng angeordnet. Die naturtypischen Abweichungen von dieser Idealkon
tion ergeben sich aus Gitterbaufehlern und sind von grundlegender Bedeutung 
Werkstoffeigenschaften, da sie Festigkeiten und beispielsweise plastisches Ver
gleichzeitig in der inversen Proportion verändern. In der Bruchphase werden die A
bindungen zerstört, womit sich interne Riss-, Bruch- oder Gleitebenen bilden. Hierb
zu beachten, dass die äusseren Parameter Spannungsintensität, Belastungsgesc
keit und -dauer, Anzahl und Frequenz periodischer Lastwechsel, Temperatureinw
gen und chemische Umgebung einen bedeutenden Einfluss auf das me
richtungsspezifische Verformungs- und Bruchverhalten eines betrachteten Materia
üben können. Bei der Prüfung der Anwendbarkeit eines Stoffes müssen nebe
Festigkeit die Art des Versagens unter statischer oder schwingender Beanspru
gründlich untersucht werden. Das duktile Versagen eines Bauteils unter statischer
spruchung ist dann gewährleistet, wenn der Bruch durch die Überwindung des ato
Gleitwiderstandes entlang bestimmter Gleitebenen erfolgt. Bei Periodizität der La
wirkung können extruse und intruse Versetzungsbewegungen zu einer Verfestigun
einem spröden Dauerbruch führen 20. 

Nach der klassischen Effizienzdoktrine setzt die günstige Verwendung eines Baus
eine materialgerechte Struktur voraus. In den primären und sekundären Phas
bewussten Werkstoffsnutzung verfügte der Mensch über aus der Natur stammende
stoffe (Holz, Naturstein und Kupfer) beziehungsweise durch Zufall oder systemat
Versuche künstlich entwickelte Werkstoffe (Mauerwerk, Bronze, Eisen und Be
Demzufolge musste die konstruktive Gestaltung einer Struktur den Baustoffeigens
ten und den Fertigungsmöglichkeiten notgedrungen angepasst werden. Die Beisp
diese Bauphilosophie reichen vom mesopotamischen Bogen, der beim infrastruktu
Aufbau des römischen Imperiums seine Blütezeit erlebte, bis hin zur neuzeitlichen
kunst eines Eiffels oder Maillarts. Zur Zeit Albertis bestand die bei Vitruvius begon
Materialtechnologie in einer systematischen Beschreibung der Phänomenologie d
Verfügung stehenden Materialien. Bedingt durch eine Entwicklung, die ihren We
punkt in der Einführung der Messung und des Experimentes bei der Galileischen P

20. Vgl. Hornbogen (1979), Rostásy (1983) und Smith (1977). 
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hat, wurde die sinnliche Erfahrung des Stoffes zunehmend durch eine wissenschaftlich
begründete abstrakte Logik ersetzt. Mit der Durchdringung der Materie konnten ers
die mikro- und makroskopischen mechanischen, elektrischen und chemischen 
schaften vereinigt betrachtet werden. Das atomare Studium der Materie führte nic
zig zum geeigneten Verständnis phänomenologischer Erscheinungen, sondern eb
in der Deutung Francis Bacons – zur Freiheit in der Handhabung. Die Aluminiuml
rungen und die organischen Kunststoffe, insbesondere aber die Halbleiter, die Re
werkstoffe, die hochfesten Stähle und die Legierungen mit Formgedächtnis
Beispiele einer das tertiäre Zeitalter charakterisierenden, zielgerichteten mensch
Manipulation des atomaren Aufbaus der Natur. Auf makroskopischer Ebene führte
Entwicklung zu den bewehrten, faserverstärkten oder geschichteten Werkstoffen 
den Werkstoffverbunden wie Sandwich- oder integrierten Schalungssystemen. 

%LOG��������=XU�&KURQRORJLH�GHU�:HUNVWRIIH��

Zwanzig Jahrtausende nach der Erfindung der Keramik im ostasiatischen Raum
postuliert werden, dass der Techniker nun über den geeigneten Ansatz verfügt, u
mals nachhaltig Struktur verkörpern zu können, anstatt wie bislang Materie struktu
zu müssen. Diese Idee beinhaltet natürlich die Vorstellung einer aktiven Hylemor
das heisst die gegenseitige Anpassung und Entwicklung von Struktur und Mate
dass beide innerhalb der gebildeten Einheit eine möglicht hohe Effizienz entfalten
nen. Das dafür unentbehrliche wissenschaftliche Potential ist heutzutage vorhand
gilt nun, diese Möglichkeit wahrzunehmen und davon Gebrauch zu machen. 

%LOG��������hEOLFKH�%DXVWRIIH�EHL�GHQ�ZHLWJHVSDQQWHQ�)OlFKHQWUDJZHUNHQ��

Natürliche Werkstoffe
bis zum 100. Jh. v. Chr.

Naturstein, Holz, 
Meteoriteisen, Gold, Kupfer

Empirisch entwickelte Werkstoffe
vom 100. Jh. v. Chr. bis Ende des 19. Jh.

Keramik, Mauerwerk, Gips, Kalk, Glasuren, 
Bronze, Eisen, Gusseisen, Portlandzement, Beton 

Wissenschaftlich entwickelte Werkstoffe
seit Beginn des 20. Jh.

Stahl, hochfeste und hochbeständige Metalle, 
Halbleiter, Aluminiumlegierungen, organische 
Kunststoffe, Legierungen mit Formgedächtnis, 
faserverstärkte Werkstoffe 

Metalle - Stahl, Edelstahl und sonstige legierte Nichteisenmetalle wie Aluminium, 
Magnesium und Titan 

- Spannstahl 

Polymere - Polytetrafluoräthylengewebe PTFE 

Verbundwerkstoffe - Mauerwerk 
- Ferrozement, Stahl- und Spannbeton mit oder ohne integrierte Schalung 
- faserverstärkte Betone wie Glas-, Kunststoff- und Stahlfaserbeton 
- kohle- und hartfaserverstärkte Metalle, insbesondere Aluminium 
- Metall- und glasfaserverstärkte Kunststoffe (GFK) 
- PVC, PTFE, PVDF und Silikon beschichtete Baumwolle-, Aramid- 
Polyester-, Polyamid- und glasfaserverstärkte Kunststoffgewebe 
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�����*HRPHWULVFKH�.RQVWUXNWLRQ�JHNU�PPWHU�)OlFKHQ�

Jede beschriebene Form stellt eine vereinfachende Idealisierung einer real existierenden
Form dar. Die zu dieser Erfassung des Wesens der Formen dienende Abstraktion erfolgt
über einen Filtrationsprozess, durch welchen kontextbezogene überflüssige Infor
nen aussortiert werden und die beobachtete und zu beschreibende Form zu einer 
tion wird. Die geometrische Perzeption erfolgt, indem die Eigenschaften der Form
die abstrakt aber visuell darstellbaren Grundelemente Punkt, Gerade und Fläche z
geführt werden. Wie jede Sprache verfügt die Geometrie über eigene Zeichen, di
bestimmten Regeln angeordnet werden. Als Kommunikationsmittel lässt sich Geome
als ein System logischer Operationen auffassen, anhand dessen die Wirklichkeit
Symbolik überführt wird. Die Vernüpfungsprozesse, welche der Geometrie zugrund
gen, erlauben die weitumfängliche Erfassung der Möglichkeiten des allgemein be
teten Phänomens Form und die konsequente geistige Konstruktion weiterer Fo
Diese Kreativität, Originalität und Phantasie stellt eine der erstaunlichsten Fähigk
des Menschen dar. 

Die einfachste geometrische Formkonstruktion besteht in der Erfassung des Lokus
nach bestimmten Gesetzmässigkeiten sich bewegenden Punktes der euklidischen
Dieser allgemeine geometrische Entwurf lässt sich anhand der Ellipse – dem geo
schen Ort aller Punkte, für die jeweils die Summe der Abstände zu zwei als Brenn
ten bezeichneten festen Punkten konstant ist – auslegen. Dementsprechend lässt 
Fläche über die Spur, welche die Bewegung einer beliebigen Kurve im dreidimens
len Raum hinterlässt, erfassen. In der Regel wird hierfür eine eben gekrümmte E
gende einer Rotations- oder Translationsbewegung, gegebenfalls einer kombin
Rotations- und Translationsbewegung, unterworfen. Diese von den Generierun
menten und -moden ausgehende geometrische Betrachtung der Flächen dient als 
tuelle Basis, welche das Verständnis der mannigfachen geometrischen Eigenschaf
eine Fläche charakterisieren, erlaubt, ohne dass die Einzelheiten der begrifflichen
rien miteinbezogen werden müssen. 

Wie die analytische Beweisführung aufzeigt, sind alle ebenen Schnitte durch eine
braische Fläche durch den gleichen Grad wie die Fläche selbst gekennzeichnet. D
mäss entsprechen den in Bewegung gesetzten quadratischen Kurven Flächen g
Grades. Diese innere Verwandschaft lässt sich mit den Mitteln der analytischen G
trie verdeutlichen, da beide geometrischen Identitäten dem Ausdruck 

(4.1)

genügen. Hierbei sind die ebenen Kurven durch 

x A x
T⋅ ⋅ 2 b x

T
c+⋅ ⋅+ 0=
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und die entsprechenden Flächen durch

(4.3)

gegeben. Alle ebenen quadratischen Kurven lassen sich als Kegelschnitte, das he
Schnittkurven eines Kegels mit einer Ebene, andeuten. Werden mit α der halbe Öff-
nungswinkel eines Kegels und mit β der auf die Kegelachse bezogene Neigungswin
einer Schnittebene, welche nicht durch die Kegelspitze verläuft, bezeichnet, so e
sich mit 

 (4.4)

für  eine Hyperbel, für  eine Parabel und für  eine Ellipse als nicht
geartete Schnittkurven 1. 

%LOG������'LH�.HJHOVFKQLWWH��

Die charakterisierende Eigenschaft, stets von jeder Ebene in einem eigentliche
uneigentlichen Kegelschnitt getroffen zu werden, verleiht den Flächen zweiter Ord
ihre spezifische Nomenklatur. Der Drehung einer Parabel um ihre Symmetrieachs
spricht die Fläche des Rotationsparaboloides (Bild 4.2b). In gleicher Weise entspr
den Rotationen einer Hyperbel und einer Ellipse um jeweils eine ihrer beiden Sy
trieachsen die zwei- und einschaligen Rotationshyperboloide (Bilder 4.2a,d) sow

1. Indem die Schnittkurven andeuten, dass Y bei der Ellipse die Zahl eins nicht erreicht – “Mangel” –, b
der Hyperbel übertrifft – “Überschuss” – und bei der Parabel gerade erreicht – “Zusammenf
beruht die griechische Namensgebung der Kegelschnitte auf ihrer Beziehung zu den Leitlinie
Entdeckung der Kegelschnitte entstand primär aus innermathematischen Problemen un
Menaechmus, einem Mitglied der platonischen Schule, zugeschrieben. Die wichtigsten Eigens
der Kegelschnitte hat Apollonius von Perga (262-190 v. Chr.) in seinen Büchern festgehalten. O
für die antiken Wissenschaftler der Aufbau des Universums einzig auf den beiden geometrisch
menten Kreis und Gerade beruht, nahmen die Kegelschnitte eine zentrale Rolle in der Mathem
rung der Naturwissenschaften ein. In diesem Zusammenhang seien beispielsweise die ellip
Bahnen der Keplerschen Planetentheorie oder die parabolischen Wurfbahnen der Gallileischen
setze erwähnt. In der Flächentheorie stellen solche über die Kegelschnitte erzeugbaren Fläc
wichtigste Flächengruppe dar. Die Universalität dieser Flächen beruht nicht zuletzt auf deren zu
besseren Verständnis und einer leichteren Erfassung führenden analytischen Einfachheit. 

x x y,( )=

x x y z, ,( )=

v
βcos
αcos

------------=

Y 1> Y 1= Y 1<

D E GF
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verlängerten und abgeflachten Rotationsellipsoide (Bild 4.2c) 2. Die Rotationsflächen
lassen sich über ein als Dilatation bezeichnetes Verformungsverfahren verallgeme
Hierbei werden alle Punkte einer beliebigen, durch die Rotationsachse verlauf
Ebene festgehalten, während alle übrigen Punkte des Raumes gleichgerichtet und
ben Verhältnis auf die feste Ebene zu oder von ihr weg bewegt werden. 

%LOG������'RSSHOJHNU�PPWH�5RWDWLRQVIOlFKHQ�]ZHLWHU�2UGQXQJ��

Die Fläche des zweischaligen Hyperboloids lässt sich ebenfalls durch eine trans
sche Bewegung im Raum erzeugen. Hierbei werden alle Punkte einer Hyperbel e
einer gleichgerichtet geöffneten hyperbolischen Leitlinie bewegt (Bild 4.3a). Auch
elliptische Paraboloid lässt sich als eine translatorische Bewegung einer Parabel 
einer zweiten Parabel mit gleicher Öffnungsrichtung andeuten (Bild 4.3b). Die Um
rung einer der beiden Parabeln führt zur geometrischen Konstruktion der Translatio
che des hyperbolischen Paraboloids (Bild 4.3c). 

%LOG������'RSSHOJHNU�PPWH�7UDQVODWLRQVIOlFKHQ�]ZHLWHU�2UGQXQJ��

Die fünf eigentlichen Flächen zweiter Ordnung werden durch vier weitere ein
gekrümmte Flächen, nämlich durch die elliptischen, parabolischen und hyperboli
Zylinder sowie den Kegel, ergänzt. Alle drei zylindrischen Flächenarten lassen
durch die translatorische Bewegung einer geradlinigen Erzeugenden entlang
eigentlichen Kegelschnittes erzeugen. Die Rotation der gleichen Erzeugenden um
Ellipse führt zum elliptischen Zylinder. Aus der Kreiselung der geradlinigen Erzeu
den entlang den verschiedenen Kegelschnitten ergibt sich stets ein Kegel. 

Den einfach gekrümmten Flächen entsprechend verlaufen in der Fläche des einsc
Hyperboloids unendlich viele Geraden, weswegen sich diese Fläche ebenfalls als 
onsprodukt einer geradlinigen Erzeugenden um eine zu ihr windschief stehende 

2. Aufgrund ihrer absoluten Symmetrie ist die Kugel die einzige auf mehr als eine Art, nämlich auf u
lich viele Arten, durch Rotation erzeugbare Fläche. Bei Hilbert und Cohn-Vossen (1932) werde
Eigenschaften der Kugel ausführlich diskutiert. 

D E F G

D E F
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hende Geraden stets eindeutig bestimmt. 

%LOG������'DV�HLQVFKDOLJH�5RWDWLRQVK\SHUERORLG��

Im Speziallfall können diese Geraden jedoch zu ein und derselben Ebene paralle
ohne selbst parallel zu sein, womit sie ein hyperbolisches Paraboloid definieren. W
erkennen ist, erstreckt sich jeder an dieser Sattelfläche angelegte Schnitt bis 
Unendliche. Aus diesem Grund lässt sich das hyperbolische Paraboloid ebenso w
parabolische und der hyperbolische Zylinder unmöglich über Rotation, sondern e
durch die Translation einer stehenden Parabel an einer hängenden parabolischen
nie erzeugen. 

%LOG������'DV�K\SHUEROLVFKH�3DUDERORLG��

Unter den neun erwähnten Flächen zweiter Ordnung lassen sich sechs – die 
gekrümmten Flächen des Kegels, des elliptischen, parabolischen und hyperbol
Zylinders sowie die doppelt gekrümmten Flächen des einschaligen Hyperboloid
des hyperbolischen Paraboloides – durch Rotation oder Translation einer Geraden
gen. Die drei übrigen Flächen zweiter Ordnung – das Ellipsoid, das elliptische Pa
loid und das zweischalige Hyperboloid – können schon deshalb keine Geraden 
Fläche enthalten, weil sie sich nicht ohne Unterbrechung in zwei entgegengesetzte
tungen in die Unendlichkeit erstrecken. 

%LOG������'LH�)OlFKHQ�]ZHLWHU�2UGQXQJ�QDFK�GHUHQ�(U]HXJXQJVDUW��

Translation Translation / Rotation Rotation

parabolischer Zylinder
hyperbolischer Zylinder

hyperbolisches Paraboloid

elliptischer Zylinder
elliptisches Paraboloid

zweischaliges Hyperboloid

Kegel
Ellipsoid

einschaliges Hyperboloid
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Krümmungseigenschaften der Fläche 

Die Flächenkrümmung – definiert als die Abweichung der umgebenden Flächenp
von der Tangentialebene eines betrachteten regulären Flächenpunktes – stellt e
scheidendes Charakteristikum jeder Fläche des dreidimensionalen euklidischen R
dar. Aus dem Schnitt einer betrachteten Fläche mit einer beliebigen Tangenten
können grundsätzlich zwei Schnittkurven, eine Schnittkurve oder ein Punkt ge
werden. Dementsprechend wird zwischen Punkten hyperbolischer, parabolische
elliptischer Krümmung unterschieden. 

%LOG������3XQNWH�K\SHUEROLVFKHU��SDUDEROLVFKHU�RGHU�HOOLSWLVFKHU�.U�PPXQJ� 

Eine anschauliche Differenzierung dieser drei verschiedenen Krümmungstypen 
sich über die Abflachung der “über” einer Tangentenebene liegenden Flächenbe
einer hyperbolischen Fläche. Wird dieser metamorphose Prozess fortgeführt bis d
den Schnittkurven ineinander übergehen und zu einer einzigen Berührungskurve w
so ändert sich das Krümmungsverhalten der Fläche im betrachteten Flächenpun

b b

b-b

c c

c-c

Pb

Pb

Pc

Pc

a a

a-a
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Pa,
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zu diesem Übergangsfall gehörige Krümmung wird als parabolisch bezeichnet. Die
tere Flächentransformation führt dazu, dass die Krümmung des somit als einzigem
Tangentenfläche liegenden regulären Flächenpunktes elliptisch wird. 

Jeder reguläre Punkt 3�einer betrachteten Fläche definiert eine normale Gerade Q, die
ihrerseits die normalen Ebenen 1�von�3�bestimmt. Jede normale Ebene 1 erzeugt eine
Schnittkurve V, deren Krümmungsmittelpunkt Ω auf der normalen Geraden Q liegt. Bei
der Rotation der Flächenormalen 1 um Q�wandern die Krümmungsmittelpunkte Ω aller
somit erzeugten Normalschnitte V auf Q. Dadurch lässt sich ein quantifizierbares Abbi
des Krümmungsverhaltens eines betrachteten Flächenstückes erzeugen. Die zu
elliptischen Punkt zugehörigen Krümmungsmittelpunkte Ω liegen stets auf ein und der
selben Halbgeraden von Q. Im Regelfall führen die Krümmungsmittelpunkte bei der Dr
hung von 1 eine Kolbenbewegung zwischen den zu einem bestimmten orthogo
Normalenschnittpaar V� und V� gehörenden Hauptkrümmungsmittelpunkten Ω1 und Ω2
aus. Kommen Ω1 und Ω2 und dadurch die Krümmungsmittelpunkte aller Normalschn
aufeinanderzuliegen, so wird 3 zu einem Nabelpunkt. Im allgemeinen sind Nabelpun
isolierte Erscheinungen in einer Fläche des euklidischen Raumes. Einzig die Kug
die Ebene stellen ausschliesslich aus Nabelpunkten bestehende geometrische 
dar. 

%LOG������=XP�.U�PPXQJVYHUKDOWHQ�YRQ�)OlFKHQ��

Bei einem Punkt hyperbolischer Krümmung lässt sich ein Hauptnormalschnitt V� bestim-
men, dessen zugehöriger Hauptkrümmungsmittelpunkt Ω1 “oberhalb” 3 liegt. Lässt man
die diesen Normalschnitt erzeugende Normalebene um Q rotieren, so nimmt die Krüm-
mung in 3 zunehmend bis null, das heisst bis zum Erreichen des in der Tangenten
liegenden Normalschnittes, ab. Damit wandert der Krümmungsmittelpunkt auf dem
malenstrahl bis in das Unendliche. Die Weiterführung dieser Rotation führt dazu,
der Krümmungsmittelpunkt aus dem Unendlichen kommend bis zum Erreichen
zweiten Hauptkrümmungsmittelpunktes Ω2 eine Bewegung auf dem “unteren” Norma
lenstrahl ausführt. Auch in diesem Fall lässt sich die Bewegung des Krümmungsm
punktes als Kolbenbewegung betrachten, indem nämlich der Kolbenweg von Ω1 aus
über das Unendliche zu Ω2 und wieder zurück führt. Die parabolischen Punkte s
dadurch gekennzeichnet, dass eine der beiden Hauptkrümmungen stets den Wert 
Durch die Rotation der Normalebene 1 wandern die Krümmungsmittelpunkte einen ei
zigen Normalenstrahl entlang. Ausgehend von einem Extremwert Ω1 führt diese Bewe-
gung bis in das Unendliche und wieder zurück.

∞
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∞
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Sphärische Abbildung und Gauss’sche Krümmung 

Mit der Einführung eines vom umgebenden dreidimensionalen Raum unabhän
Masses für die Flächenkrümmung über eine sphärische Flächenabbildung leiste
Friedrich Gauss einen entscheidenden Beitrag zur differentialgeometrischen Erfa
gekrümmter Flächen 3. Die Konstruktion dieser sphärischen Flächenabbildung erfo
indem die Normalenparallele einer betrachteten Fläche durch den Mittelpunkt eine
heitskugel gezogen wird. Dadurch lässt sich die einer geschlossenen FlächenkurvN mit
dem Flächeninhalt G$ entsprechende geschlossene Kurve N¶ mit dem Flächeninhalt G)
auf der Einheitskugel konstruieren. Im Grenzfall geht die Kurve N in einen Punkt 3 über,
und der aus G)�und G$�gebildete Quotient nimmt einen bestimmten Grenzwert . an, 

, (4.5)

welcher als Gauss’sche Krümmung der Fläche in 3 bezeichnet wird. Mit Ausnahme eini
ger spezieller geometrischer Gebilde, wie dem Torus oder dem Affensattel, die
durch spezifische Merkmale gekennzeichnete sphärische Abbildung aufweisen
spricht jeder doppelpunktfreien geschlossenen Kurve einer doppeltgekrümmten F
eine ebenfalls doppelpunktfreie geschlossene Kurve auf der Einheitskugel 4. 

%LOG������6SKlULVFKH�$EELOGXQJ�JHNU�PPWHU�)OlFKHQ��

3. Die Differentialgeometrie zweidimensionaler Flächen legte Carl Friedrich Gauss in seinem berü
Werk 'LVTXLVLWLRQHV�JHQHUDOHV�FLUFD�VXSHUILFLHV�FXUYDV, 1828, nieder. 

4. Auf die sphärische Abbildung des Torus oder des Affensattels wird in Hilbert und Cohn-Vossen (
eingegangen. 

Fd
Ad

-------
A 0→d
lim K=

1 2

3

4

1’
2’

3’4’

1
2

34

1’

2’ 3’

4’

1’
2’/ 4’

3’
1 2

4
3

D

E

F



46

h den
 ent-
entge-
urch
tspre-
fender
beizule-
posi-
t sich
 die
men. 

ischen

rfassen

 eines

n. 

r wird
n mit-

hnitt 
Die Punkte mit hyperbolischer und elliptischer Krümmung unterscheiden sich durc
jeweiligen Umlaufsinn der Flächen- und Kugelkurven. Die Flächenkurve und die
sprechende Kugelkurve hyperbolisch gekrümmter Punkte weisen jeweils einen 
gengesetzten Umlaufsinn auf. Umgekehrt sind Punkte mit elliptischer Krümmung d
einen jeweils gleichen Umlaufsinn gekennzeichnet. Der analytischen Geometrie en
chend, die den Inhalten zweier im gleichen und im entgegengesetzten Sinne umlau
Flächenstücke ein gleiches, beziehungsweise ein entgegengesetztes Vorzeichen 
gen pflegt, ist die hyperbolische Krümmung negativ und die elliptische Krümmung 
tiv definiert. Aus der sphärischen Abbildung eines parabolischen Punktes ergib
einzig eine Normalkurve. Da Kurven keinen Flächeninhalt aufweisen, muss
Gauss’sche Krümmung von parabolisch gekrümmten Punkten den Wert null anneh

Durch analytische Betrachtungen lässt sich die sehr bedeutende Verknüpfung zw
der obigen historischen Definition der Gauss’schen Krümmung . und der Flächenkrüm-
mungen κ herstellen:

. (4.6)

Der wesentliche Vorteil der Gauss’schen Krümmung besteht darin, dass sie das E
und die Quantifizierung des Krümmungsverhaltens eines Flächenpunktes 3 anhand einer
einzigen Grösse erlaubt. Das qualitative Verhalten einer Fläche in der Umgebung
betrachteten Punktes 3 lässt sich anhand des von der Gauss’schen Krümmung . ange-
nommenen Vorzeichens dem nachstehenden Schema entsprechend unterscheide

%LOG�������=XU�*DXVV¶VFKHQ�.U�PPXQJ�YRQ�)OlFKHQ��

Bei der Parkettierung stetig gekrümmter Flächen im Sinn der polyedrischen Körpe
die Krümmung der Fläche in den Kanten, welche die ebenen Parkettierungsfläche
einander bilden, konzentriert. Zu jeder solchen Kante lässt sich ein Flächenabsc$
bestimmen, welcher dem Einfluss des Kantenwinkels β untersteht. Mit Hilfe dieser bei-
den Grössen – dem Kantenwinkel β und der Einflussfläche $ – lässt sich die mittlere
Gauss’sche Krümmung des betrachteten Flächenabschnitts über den Ausdruck 

 (4.7)

bestimmen 5. 

5. Nach Calladine (1983). 

Bezeichnung des Punktes P0 Analytische Definition Verhalten der Fläche um P0 

Elliptischer Punkt Ellipsoid

Nabelpunkt , Kugel

Hyperbolischer Punkt Einschaliges Hyperboloid

Parabolischer Punkt , Zylinder

K κ1 κ2⋅=

K 0>
K 0> κ1 κ2=

K 0<
K 0= κ1 κ2+ 0≠

K β A⁄≈
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Die Fläche als analytisches Gebilde 

Die mathematische Definition der Fläche des dreidimensionalen euklidischen Ra
erlaubt die analytische Erfassung und Beschreibung spezifischer geometrischer 
schaften, wie der Raumlage und der Form dieser Punktmenge. Lassen sich die fü
betrachteten Punkt eines stetigen geometrischen Gebildes geltenden differentialg
trischen Eigenschaften auf dessen Umgebung übertragen, so können in der
wesentliche Aussagen über den gesamten Verlauf dieser Fläche gemacht werd
implizite analytische Definition der Fläche erfolgt über die Gleichung

. (4.8)

Eine besonders konzise Flächendefinition erfolgt über die vektorielle Form

. (4.9)

Der Abstand zweier infinitesimal naheliegenden Punkte des dreidimensionalen Ra
lässt sich über den Ausdruck

(4.10)

bestimmen. In vektorieller Form ergibt sich diese Beziehung zu 

. (4.11)

Mit 

(4.12)

wird das Quadrat des Differentials der Bogenlänge unter Verwendung der gebrä
chen Abkürzungen 

,  und  (4.13)

zu 

. (4.14)

Die obige Gleichung (4.14) wird als erste Fundamentalform bezeichnet. Sie bein
die intrinsischen Eigenschaften der Fläche, welche bei isometrischer Verzerrung d
che invariant bleiben und somit unabhängig von der allgemeinen Form des geo
schen Körpers in dem ihn umgebenden dreidimensionalen Raum sind. Die 
Fundamentalform ermöglicht die Bestimmung aller metrischen Flächeneigensch
wie Kurvenlängen, Winkel zwischen Tangentenvektoren und Flächeninhalte. 
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Für die weitere Untersuchung von Flächen ist die Aufstellung des Differentials
Gauss’schen Abbildung von wesentlicher Bedeutung. Die Krümmungseigensch
einer Fläche sind durch die Veränderungsrate des Einheitsnormalenvektorfeldes1 auf
einer Umgebung von 3 bestimmt. Die Bildung der Flächennormale eines Flächenpu
tes erfolgt über das vektorielle Produkt der Vektoren, welche die Tangentialeben
spannen. Mit 

(4.15)

gilt unter Berücksichtigung des Ausdruckes (4.12) 

. (4.16)

Der Einheitsnormalenvektor  durch den Punkt 3 ist somit durch 

 (4.17)

bestimmt. Mit 

 (4.18)

wird das Produkt aus  und GU mit 

,  und 

 (4.19)

zu 

. (4.20)

Dieser Ausdruck wird als zweite Fundamentalform bezeichnet. Die Krümmung κ eines
Punktes 3 ergibt sich aus dem Quotienten, welcher durch die zweite und die erste F
mentalform gebildet wird:

. (4.21)
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Da die Determinante der ersten Fundamentalform (4.14) stets einen positiven Betrag auf-
weist,

, (4.22)

sind die Krümmungseigenschaften einer Fläche, das heisst das Vorzeichen voκ in
(4.21), einzig von der zweiten Fundamentalform abhängig. Das Krümmungsverhal
daher einzig durch die Determinante der zweiten Fundamentalform bestimmt. Für 

,  und  (4.23)

wird zwischen Flächenpunkten elliptischen, parabolischen und hyperbolischen V
tens unterschieden. 

Bei jedem Flächenpunkt lassen sich zwei orthogonal zueinander stehende Tang
richtungen bestimmen, für welche die zugehörigen Krümmungen Extremalwerte a
men. Da die Krümmungslinien der Differentialgleichung 

(4.24)

genügen, sind die Hauptkrümmungen κ1 und κ2 durch die Lösung der nachstehend
quadratischen Gleichung gegeben: 

. (4.25)

Die Gauss’sche Krümmung . und die mittlere Krümmung +, die eine allgemeine und
globale Charakterisierung einer Fläche ermöglichen, sind durch die beiden nachs
den Ausdrücke gegeben: 

(4.26)

und 

. (4.27)

Aus der nur skizzenhaft dargelegten differentiellen Flächentheorie ergibt sich die
gende Klassifizierung der Flächentypen:

Abwickelbare Flächen

Nicht abwickelbare Regelflächen

Translationsflächen

Rotationsflächen

EG F
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– 0<
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Die Regelflächen sind durch den Lokus einer im Raum translatorisch geführten Ge
gegeben. Regelflächen sind somit eine einparametrige Mannigfaltigkeit von Ger
Dementsprechend erfolgt die analytische Beschreibung eines allgemeinen Punktes
Flächen anhand der Vektorgleichung 

. (4.28)

Hierbei bezeichnet W�X� den Einheitsvektor in Richtung der geradlinigen Flächenerz
genden, welche durch den Punkt $�X� von [�X��verläuft. Es lässt sich analytisch zeige
dass der Koeffizient 1 der zweiten Fundamentalform für alle Punktmengen, welche
obige Gleichung erfüllen, den Wert null annimmt. Somit ergibt sich der Ausdruck fü
Gauss’sche Krümmung einer Regelfläche zu 

. (4.29)

Der Koeffizient 0 wird als Distribuitionsparameter  bezeichnet: 

. (4.30)

Wie sich der obigen Gleichung entnehmen lässt, weisen alle Punkte, für welche 

 (4.31)

gilt, eine parabolische Krümmung auf: 

. (4.32)

Zudem bildet das Verschwinden des Distribuitionsparameters die analytisch bewe
notwendige und hinreichende Bedingung für die Abwickelbarkeit einer Fläche. D
Determinantenwert des Nenners im Ausdruck (4.29) stets einen positiven Wert ann
gilt für alle durch 

(4.33)

gegebenen Fälle, dass die entsprechende Regelfläche hyperbolisch gekrümmt ist 1:

. (4.34)

Allgemein lassen sich abwickelbare und nichtabwickelbare Regelflächen untersch
Jede abwickelbare Fläche ist zugleich eine Regelfläche. Abwickelbare Flächen sin
parabolisch gekrümmt. Alle Regelflächen hingegen, die nicht abwickelbar sind, w
eine negative Gauss’sche Krümmung auf. 

1. Die analytischen Herleitungen und Beweise sind in Struik (1961) ausführlich dargelegt. 

y u v,( ) x u( ) v t u( )⋅+=

K
M 2

EG F2–
---------------------–=

p p u( )=

M p u( )=

p u( ) 0=

K 0=

p u( ) 0≠

K 0<



51

e wird
nschaft,
r über
raden
mung
t sich
rstük-

ekto-
npara-
ten
folge

n dem
aumes
he der
. 
Abwickelbare Flächen 

Jede über die verzerrungsfreie Verbiegung von Ebenstücken erzeugbare Fläch
sinngemäss als abwickelbar bezeichnet. Solche Flächen besitzen stets die Eige
von einer einparametrigen Ebenschar eingehüllt zu werden. Da die Gesamtheit de
die veränderliche Umhüllebene mit einer ihrer Nachbarlagen gebildeten Schnittge
flächenerzeugend ist, weisen abwickelbare Flächen nur Punkte parabolischer Krüm
auf und sind demnach stets Regelflächen. Die Abwickelbarkeit einer Fläche läss
anhand eines zu einer kegelförmigen oder zylindrischen Fläche gewickelten Papie
kes anschaulich exemplifizieren. 

%LOG�������'LH�DEZLFNHOEDUHQ�)OlFKHQ�.HJHO�XQG�=\OLQGHU��

Die einfachsten abwickelbaren Regelflächen sind der Kegel und der Zylinder. Die v
riellen Gleichungen dieser Flächen entsprechen der jeweiligen Substitution der ei
metrigen Vektorfunktionen [�X� und W�X� des Ausdruckes (4.28) durch einen konstan
Vektor D. Die beiden Flächen Kegel und Zylinder genügen dieser Substitution zu
der Gleichung 

, (4.35)

beziehungsweise der Gleichung 

. (4.36)

Mit Ausnahme des Kegels und des Zylinders lassen sich alle abwickelbaren Fläche
Ausdruck (4.28) entsprechend als Tangentenflächen einer beliebigen Kurve des R
andeuten. Unter diesen Flächen nimmt die analytisch erfassbare Tangentenfläc
kreisförmigen Schraube - das abwickelbare Helikoid - eine besondere Stellung ein

%LOG�������'LH�DEZLFNHOEDUH�KHOLNRLGDOH�)OlFKH��
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Nichtabwickelbare Regelflächen

Wie sich analytisch beweisen lässt, stellt das Vorhandensein eines endlich oder un
fern liegenden Schnittpunktes, welcher durch zwei benachbarte Erzeugende g
wird, eine notwendige Bedingung für die Abwickelbarkeit einer Regelfläche dar. 
dieser Einsicht lässt sich die Schlussfolgerung ziehen, dass nicht abwickelbare Re
chen diejenigen Flächen sein müssen, bei denen zwei benachbarte Erzeugend
schief zueinander im Raum verlaufen. Im allgemeinen sind die nicht abwickelb
Regelflächen durch die Führung einer geradlinigen Erzeugenden entlang dreier 
nien bestimmt. In Abhängigkeit des Krümmungsverhaltens der im Regelfall als 
angenommenen Leitlinien werden die nichtabwickelbaren Regelflächen als Zylindr
Konoide oder quadratische Regelflächen bezeichnet. 

%LOG�������'LH�QLFKWDEZLFNHOEDUHQ�5HJHOIOlFKHQ��

Beim allgemeinen Zylindroid kommen alle Leitlinien ∆ in den endlichen Raum zu lie
gen. Rückt die geradlinige Leitlinie in das Unendliche, so ergibt sich der Spezi
unter den zylindroidischen Flächen, beim welchem die Erzeugenden zu ein und d
ben Ebene parallel gerichtet sind. 

%LOG�������'LH�5HJHOIOlFKHQ�GHV�=\OLQGURLGV�

Der Kehlpunkt einer Regelfläche ist durch den Grenzwert des Fusspunktes $ auf einer
Erzeugenden D des gemeinsamen Lotes von D und einer immer näher heranrückend
Erzeugenden E gekennzeichnet. Der Lokus aller Kehlpunkte der Regelfläche besti
eine Kurve des Raumes, die als Striktionslinie bezeichnet wird. Es seien D und E zwei
Flächenerzeugende, die die senkrecht zu den Flächenerzeugenden stehende ge
Striktionslinie in den Punkten $ und % treffen 1. Falls α den Winkel zwischen den Erzeu
genden und G den konstanten Drall der Fläche, das heisst das Mass für die Lageänd

1. Im allgemeinen Fall muss die Striktionslinie die Erzeugenden keineswegs in einem rechten Winkel tref-
fen. Beispielsweise wird die Striktionslinie des einschaligen Hyperboloids durch den zentralen Kehl-
kreis gebildet, der nirgends senkrecht auf den geraden Erzeugenden des Hyperboloids steht. 

Bezeichnung gekrümmte Leitlinien geradlinige Leitlinien

Zylindroid 2 1 

Konoid 1 2 

quadratische Regelflächen 0 3

D E
∆1

∆2

∆3 ∆3 ∞→

∆1

∆2
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der Tangentialebene längs einer Regelgeraden, bezeichnen, so gilt hierbei de
Schraubenfläche beschreibende Ausdruck

. (4.37)

Somit sind alle dem obigen Ausdruck genügenden regelmässigen Helikoide zu
zylindroidische Regelflächen. Die allgemeinsten Schraubenflächen sind durch
gleichmässige Schraubung einer beliebigen Raumkurve um eine feste Achse best

%LOG����'LH�6FKUDXEHQIOlFKH��

Die Schraubenfläche wird zur Birotationsfläche, falls der Striktionslinie des Heliko
ein endlicher konstanter Krümmungsradius zugeteilt wird. Regelmässige Birotatio
chen weisen einen konstanten Drehwinkel ϕ der geradlinigen Erzeugenden um die in d
gleichen Ebene liegende feste Achse und einen konstanten Drehwinkel γ der um einen
fixen Geradenpunkt rotierenden Geraden auf. Für 

, , (4.38)

wird diese Fläche zu einem regelmässigen Möbius’schen Band. Das Möbius’sche
lässt sich konstruieren, indem man ein Ende eines Papierstreifens mit seinem umπ-
fache verdrehten zweiten Ende zusammenheftet. Im Gegensatz zu der zweiseitig
che des zylindrischen Streifens, dessen Rand in zwei geschlossene Kurven z
besteht der Rand des Möbius’schen Bandes aus einer einzigen geschlossenen
Demzufolge führt jede von einem Flächenpunkt 4 ausgehende Umlaufung entlan
einem geschlossenen der einseitigen Existenz der Fläche gleichbedeutenden Weg
zu einem entgegengesetzt zugeordneten Punkt . Die topologische Geo
pflegt daher die einseitigen Flächen als nicht orientierbar zu bezeichnen. 

%LOG�������'DV�0|ELXV¶VFKH�%DQG��

α AB d⋅=

B
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A B
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Analog zu den Zylindroiden lassen sich die konoidischen Flächen durch die Lag
Leitlinien ∆ unterscheiden. Rückt eine der geradlinigen Leitlinien in das Unendlich
nehmen alle Erzeugenden einen zur gleichen Ebene parallelen Verlauf an. Rückt 
die zweite geradlinige Leitlinie in die unendliche Ferne, so wird die konoidische zu 
echten zylindrischen Fläche.

%LOG�������'LH�5HJHOIOlFKHQ�GHV�.RQRLGV�

Ausgehend von dem mit λ , µ und υ bezeichneten algebraischen Grad der drei Leitlin
einer Regelfläche lässt sich der Grad der generierten Regelfläche über das Prod
drei Grössen mit einem konstanten Faktor zwei bestimmen. Dementsprechend fü
Gleiten einer geradlinigen Erzeugenden entlang dreier erstgradiger Leitlinien, w
zwei nie zueinander koplanar sind, zur Erzeugung einer Fläche zweiten Grades. D
beide durch jeweils eine Leitlinie ∆1 und ∆2 und einen auf der dritten Leitlinie ∆3 liegen-
den Punkt (� definierten Ebenen erzeugte Schnittgerade H hat mit der Regelfläche die
drei Punkte (�,�(��und�(��gemeinsam. Da keine Fläche zweiter Ordnung von einer G
den in mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann, muss die Gerade H ganz in der
Fläche liegen und somit ihre Flächenerzeugende sein. Werden umgekehrt die erh
Erzeugenden H, I und J als Leitlinien angedeutet, so ergeben sich auf äquivalente W
die Ausgangsgeraden ∆1, ∆2 und ∆3. 

%LOG�������=XU�(U]HXJXQJ�HLQHU�TXDGUDWLVFKHQ�5HJHOIOlFKH��

Die Geraden L�und  bilden somit die jeder quadratischen Regelfläche angehör
zwei Scharen von Erzeugenden. Zwei scharungsgleiche, sich in einem bestimmten
3M treffende Flächenerzeugende M�und  definieren die zu diesem Punkt zugehöri
Tangentenfläche. Wie aus diesem Konstruktionsschema zu ersehen ist, liegen alle
den derselben Schar M�oder  windschief zueinander. Allgemein bestimmen beide Sc
ren von Geraden die Fläche eines einschaligen Hyperboloides. Im Ausnahmefall k
die keine Parallelität aufweisenden Geraden einer Schar L�oder  zu ein und derselbe
Ebene parallel sein. Sämtliche zu je einer festen Ebene parallelen Geraden definie
Fläche des hyperbolischen Paraboloides.�

D E

∆1

∆2

∆3

∆1

∆2

∆3 ∞→

∆1 ∆2 ∆3e

f

g

E1 E2 E3

F1 F2
F3

G1
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G3

∆n

∆n j( )
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Theoretische Grundlagen 

Das Studium der Minimalflächen ist eng mit dem Versuch, Flächen über die Variat
rechnung durch eine Minimumseigenschaft des Flächeninhaltes der Form 

(4.39)

zu charakterisieren, verknüpft. Die Aufstellung der Variationsrechnung durch die B
Mathematiker Jakob und Johann Bernoulli und Leonhard Euler entstand aus de
wendigkeit, die durch Minimumseigenschaften ausgezeichneten, in der Natur vo
menden Gleichgewichts- und Bewegungszustände mit mathematischen Mitte
erfassen. Legt die Differentialgeometrie die Umgebungseigenschaften zugrunde, u
ihnen Aussagen über den Gesamtverlauf eines Gebildes herzuleiten, so werden 
Variationsrechnung Umgebungseigenschaften aus solchen dem Gebilde als G
zukommenden Eigenschaften hergeleitet. Beispiele wie das Fermatsche Prinzip
welchem der Strahlenweg eines Lichtstrahls beim Durchlaufen eines Mediums mit 
blem Refraktionsindex über die Minimierung des Weges erfolgt, oder auch die Ket
nie bezeugen die grundlegende Bedeutung der Variationsrechnung in der theore
Physik. 

Die Lösung der über die obige Gleichung formulierten Minimierungsaufgabe er
über die Betrachtung einer Fläche 

(4.40)

mit kleinstem Inhalt in ihrer durch den Ausdruck 

 (4.41)

gegebenen, infinitesimal deformierten Lage. Das Verschwinden des aus der Deform
herrührenden Zusatztermes für den Flächeninhalt, 

, (4.42)

ist die notwendige Bedingung für die Existenz der Fläche, welche die gesuchten E
schaften aufweist. 

Ausgehend von der in parametrischer Form gegebenen Gleichung (4.40), 

, (4.43)

und unter Verwendung der gebräuchlichen Abkürzungen 

Ad∫∫ min.=

z f x y,( )=

δf ε x y,( )=

δ Ad∫∫ 0=

r x y f x y,( ), ,( )=
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für die über die metrischen Komponenten 

,  und  (4.45)

bestimmte Determinante J der metrischen Form,

, (4.46)

ergibt sich (4.42) mit 

 (4.47)

zu 

. (4.48)

Die für die Bestimmung des Minimums notwendige Ableitung des Integranden erg

. (4.49)

Durch partielle Integration und unter Berücksichtigung des Verschwindens des W
der Deformationsfunktion am Rand ergibt sich (4.49) zu

. (4.50)

Da die obige Gleichung auch für beliebige Störungen ε Gültigkeit behalten soll, muss de
eckig eingeklammerte Ausdruck gleich null gesetzt werden. Diese Gleichsetzung
zu der Aufstellung der als Lagrangesche Gleichung bezeichneten partiellen Differe
gleichung 8

. (4.51)

Jede die Lagrangesche Gleichung (4.51) erfüllende Funktion I ist eine Fläche kleinsten
Inhaltes 9. 

8. Die Anfänge des Studiums der Minimalflächen ist eng mit der Arbeit von Joseph de Lagrang
knüpft, der den wiedergegebenen Gedankenzug in seiner Schrift (VVDL�G¶XQH�QRXYHOOH�PpWKRGH�SRXU
GpWHUPLQHU�OHV�PD[LPD�HW�OHV�PLQLPD�GHV�IRUPXOHV�LQWpJUDOHV�LQGpILQLHV, 1762, herleitete. Im gleichen
Werk betrachtet Lagrange auch das Problem, den Inhalt einer Fläche, die ein vorgeschriebene
men  umhüllt, zu minimieren. 
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Die mittlere Krümmung jeder beliebigen Fläche  ist durch den Ausdruck

(4.52)

gegeben. Unter Berücksichtigung der Lagrangeschen Gleichung folgt unmittelbar
die mittlere Krümmung jeder Fläche kleinsten Inhaltes den Wert null, 

, (4.53)

annehmen muss. Definitionsgemäss gilt demzufolge, dass eine Fläche kleinsten I
eine differentialgeometrische Fläche ist, welche die mittlere Krümmung  in a
Punkten der parametrischen Punktmenge aufweist. Die Erkenntnis Meusniers, da
Flächen kleinsten Inhaltes Hauptkrümmungen gleichen Betrages und entgegeng
Vorzeichen aufweisen müssen, stellt die geometrische Fassung der Minimalfläche
chung von Lagrange dar 10. Da die mittlere Krümmung als die halbierte Summe der b
den Hauptkrümmungen definiert ist, ergibt sich aus  für alle nicht ebe
Flächen die Beziehung 

. (4.54)

Hieraus folgt, dass die Gauss’sche Krümmung aller nicht ebenen Minimalflächen
negativ sein muss: 

. (4.55)

Geprägt durch die der Oberflächenspannung unterliegenden Vorgänge weisen 
Seifenhäute stets eine Fläche minimalen Inhaltes auf 11,12. Physikalisch können Mini-
malflächen durch das Tauchen eines beliebig geformten geschlossenen Drahtes
Seifenlösung realisiert werden 13. Diese Betrachtung führt zur Charakterisierung d
Minimalflächen als derjenigen Flächen, welche unter allen, über einer gegebenen 
kurve aufgespannten Flächen den kleinsten Inhalt aufweisen. Daraus ergibt sich 
Plateausches Problem bezeichnete mathematische Frage, die in der Theorie der M

9. Jede Minimalfläche kann lokal mit den Konstanten [�, \� und ]� und der komplex-analytischen Funk
tion  der Variablen  beschrieben werden. Diese als Weierstrass’sche Fo
bezeichneten Gleichungen lassen erkennen, dass jeder analytischen Funktion ) eine Minimalfläche
entspricht und umgekehrt. Vgl. Jost (1994) und Nitsche (1989).

10. Die Beweisführung, dass Minimalflächen Hauptkrümmungen gleichen Betrages und entgegeng
Vorzeichen aufweisen, wurde von Meusnier bereits 1776 vor der französischen Akademie vorge
aber erst später publiziert. J. B. M. C. Meusnier, 0pPRLUH�VXU�OD�FRXUEXUH�GHV�VXUIDFHV, 1785. 

11. Die in der begrenzenden Fläche einer Flüssigkeit auftretenden Spannungen ergeben sich 
Anziehungskräften zwischen den Flüssigkeitsmolekülen. Ist im Innern einer Flüssigkeit jedes M
derart gleichmässig von Nachbarmolekülen umgeben, dass die resultierende Anziehungskr
beträgt, so bildet die asymmetrische Molekülkonfiguration nahe der Oberfläche eine ins Flüssi
innere gerichtete resultierende Kraft. 

12. Die physikalische Theorie der Seifenhäutchen ist ein Teilgebiet der von Young und Laplace
begründeten phänomenologischen Theorie der Kapillarität, die Gauss 1830 aus Johann Be
Prinzip der virtuellen Arbeit abgeleitet und somit zu einem Teilgebiet der Variationsrechnung ge
hat. T. Young, $Q�HVVD\�RQ� WKH� FRKHVLRQ� RI� IOXLGV, 1805; M. Laplace, 7UDLWp� GH�PpFDQLTXH� FpOHVWH,
1805; C. F. Gauss, 3ULQFLSLD�JHQHUDOLD�WKHRULDH�ILJXUDH�IOXLGRUXP�LQ�VWDWX�DHTXLOLEULL, 1830.

F ω( ) ω α iβ+=

z f x y,( )=

H r 1 q2+( ) t 1 p2+( ) 2pqs–+[ ] 2 1 p2 q2+ +( )3 2⁄[ ]⁄=

H 0=

H 0=

H 0=

κ1 κ2–=

K 0<
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flächen eine zentrale Rolle einnimmt, ob nämlich jeder geschlossenen Raumkurv
destens eine Minimalfläche entspricht 14. Jede Minimalfläche lässt sich dementspr
chend abschnittsweise durch eine in einen geeigneten Flächenrand eingespan
unter dem Einfluss von Randkräften im Gleichgewicht befindliche homogene Haut 
sieren. Physikalisch lässt sich eine solche Haut als eine schubweiche elastische M
ohne Eigengewicht andeuten. 

%LOG�������0LQLPDOIOlFKH�DOV�6HLIHQKDXW��

Die Flächen kleinsten Inhaltes sind daher als die mathematische Modellierung de
nen Seifenhäute im stabilen Gleichgewicht zu betrachten. Über dieses Modell lasse
aber zudem die sich im labilen Gleichgewicht befindenden Seifenhäute beschr
Obschon der mathematischen Untersuchung solcher Flächen wenig Beachtung ge
worden ist, können die Übergänge einer stabilen zu einer unstabilen Gleichgewich
in technischen Systemen von entscheidender Bedeutung sein – man denke beispie
an die Bifurkationsprobleme im Ingenieurwesen. 

Der erbrachten Beweisführung entsprechend verschwindet die mittlere Krümmu
jedem Punkt einer Fläche kleinsten Inhaltes. Wie sich bereits aus dem zuvor Ausg
ten entnehmen lässt, gilt die Umkehrung dieses Satzes nicht, da solche, die Bed

 erfüllenden Minimalflächen existieren, zu denen sich in beliebiger Nach
schaft andere, die selbe Randkurve, aber einen kleineren Flächeninhalt aufweis
Flächen bestimmen lassen. Die Aussage  ist somit eine notwendige, aber
hinreichende Bedingung dafür, dass der Inhalt einer Fläche minimal ist. Grundsä
sind alle Flächen, welche den Bedingungen 

 und  (4.56)

genügen, stabile stationäre Minimalflächen. Solche Flächen, die die Krümmungsb
gung, nicht aber die Minimumseigenschaft erfüllen, werden als unstabile stati
Minimalflächen bezeichnet. 

13. Es sei hier in diesem Zusammenhang auf die ausführliche photographische Dokumentation 
Institut für leichte Flächentragwerke in Stuttgart durchgeführten experimentellen Forschungsa
hingewiesen. Das Ersetzen der Seife-Glycerin Lösung durch chemische Lösungen erlaubt die 
lung stabilerer und ausdauernderer Modelle. Vgl. Bach, Burkhardt und Otto (1987). 

14. Plateau hat mit seinen umfangreichen theoretischen und experimentellen Arbeiten grosse Ve
um die Erforschung der physikalischen Theorie der Kapillarität erworben. J. A. P. Plateau, 6WDWLTXH
H[SpULPHQWDOH�HW�WKpRULTXH�GHV�OLTXLGHV�VRXPLV�DX[�VHXOHV�IRUFHV�PROpFXODLUHV, 1873. Die von Plateau
geäusserte, sich auf experimentelle Evidenz und geometrische Überlegungen stützende Ver
dass sich in jede Raumkurve endlicher Länge eine Fläche kleinsten Inhalt einspannen lasse, f
1930 durch J. Douglas und T. Radó eine befriedigende Antwort.

H 0=

H 0=

H 0= Ad∫∫ min.=
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Analytisch erfassbare Minimalflächen 

.DWHQRLG�XQG�+HOLNRLG 

Anhand der verwandten Minimalflächen Katenoid und Helikoid konnte erstmals die
stenz von Flächen, welche der Lagrangeschen Gleichung genügen, analytisch be
werden 15. Nach dem Theorem von Meusnier stellt das Katenoid – die durch Rot
der Kettenlinie  erzeugbare Fläche – die einzige nicht ebene, du
Rotation erzeugbare Minimalfläche dar. Andererseits gilt nach dem Theorem von 
lan, dass das Helikoid die einzige Regelfläche minimalen Flächeninhaltes ist 16. 

%LOG�������6HLIHQKDXWPRGHOOH�GHV�.DWHQRLGV�XQG�GHV�+HOLNRLGV��

Mit der Abbildung 

 und  (4.57)

werden die ersten Fundamentalformen der durch die Ausdrücke 

 und   (4.58)

gegebenen Flächen des Katenoids und des Helikoids identisch, falls sie in den e
chenden Punkten mit den gleichen Parametern, 

,  und   (4.59)

ausgedrückt werden. Das bedeutet, dass jedes einfach zusammenhängende Stü
Kettenfläche verzerrungsfrei in ein Stück einer Wendelfläche verbogen werden kan
umgekehrt. Diese isometrische Deformation beider Flächen lässt sich durch eine 
rametrige Schar assoziierter Minimalflächen wiedergeben und stellt dadurch eine
essante Illustration des Gauss’schen Theorema Egregium dar. Diese isome
Deformation ist durch die folgende einparametrige Schar assoziierter Minimalflä
erfassbar: 

, 

, 

15. J. B. M. C. Meusnier, 0pPRLUH�VXU�OD�FRUEXUH�GHV�VXUIDFHV, 1776. Euler hatte schon vor der Aufstel-
lung der Lagrangeschen Gleichung erkannt, dass die Kettenfläche des bis Plateau als Alysseid 
neten Katenoids eine Fläche kleinsten Inhaltes ist. L. Euler, 0HWKRGXV�LQYHQLHQGL, 1744.

16. Beweisführung in Nitsche (1989). 

y a x a⁄( )cosh⋅=

u’ usinh±= v’ v=

r ucosh vcos⋅ ucosh v u,sin⋅,( )= r u’ v’ u’ v’ v’,sin⋅,cos⋅( )=

E’ E= F’ F= G’ G=

x u v πt 2⁄( )cos⋅cos⋅cosh usinh v πt 2⁄( )sin⋅sin⋅+=

y u v πt 2⁄( )cos⋅sin⋅cosh usinh v πt 2⁄( )sin⋅cos⋅–=
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%LOG�������$GMXQJLHUWH�0LQLPDOIOlFKHQ�.DWHQRLG�XQG�+HOLNRLG��

Die Abwicklung des Helikoids auf das Katenoid lässt sich anschaulich mit der Ve
gung einer auf der Schraubenfläche verlaufenden Schraubenlinie zu einem dieser 
lich langen Linie entsprechenden, unendlich oft umlaufenden Kreises wiedergebe
dieser Verbiegung nehmen auch alle übrigen Schraubenlinien die Kreisform von 
an. Da alle Kreise dieselbe Achse besitzen, ergibt sich dadurch eine Rotations
deren Breitenkreise aus den Schraubenlinien der Ausgangsfläche hervorgegange
Das Katenoid stellt eine kettenlinienförmige Meridiankurven aufweisende hyperbo
ähnliche Rotationsfläche dar, welche durch eine zwei parallele, kreisförmige Dräh
gleicher Achse einspannende Seifenhaut physikalisch gegeben wird. 

6FKHUNVFKH�0LQLPDOIOlFKHQ�

Die vergleichsweise einfache explizite Scherksche Gleichung 

(4.61)

ergibt sich mit der Aufstellung der Bedingung  für die allgemeinen helikoida
Flächen, das heisst für solche Flächen, die durch die Schraubung einer Raumkurv
ben sind. Für  wird die Scherksche Minimalfläche zu einem Katenoid, für 
zu einem Helikoid. 

Die Menge aller Minimalflächen, welche die Gleichung

(4.62)

erfüllen, lässt sich bei geeigneter Umformung über den Ausdruck 

(4.63)

angeben. Hierbei ist die �[�\�-Ebene Trägerebene eines aus Flächengeraden besteh
Rautenmusters, wobei die Fläche nur in den “gleichfarbigen Feldern” dieses Schac

z u πt 2⁄( )cos⋅ v πt 2⁄( )sin⋅+= 0 t 1≤ ≤

z a r2 b2+ r2 a2–+[ ]log⋅= b arc
a r2 b2+

b r2 a2–
-------------------------- bθ c+ +tan⋅–

H 0=

a 0= b 0=

z f η( )= g ξ( )+

z a⁄( )tanh x a αcos⋅⁄( ) y a αsin⋅⁄( )tan⋅tan=
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die sich in Richtung der ]-Achse nach beiden Seiten in das Unendliche erstrecken, u
teilt 17. Im partikulären Fall ergibt sich die obige Gleichung (4.63) mit  u

 sowie durch eine geeignete Drehung des Koordinatensystems zu der S
schen Minimalfläche 

. (4.64)

%LOG�������(OHPHQW�GHU�SHULRGLVFKHQ�6FKHUNVFKHQ�0LQLPDOIOlFKH��

Für die vom Randbereich genügend weit weg liegenden Gebiete weisen die Sche
Minimalfläche und das hyperbolische Paraboloid sehr geringfügige Abweichu
auf 18.

%LOG�������D��6FKHUNVFKH�0LQLPDOIOlFKH�XQG�E��K\SHUEROLVFKHV�3DUDERORLG��

Ausgehend von solchen in der Form 

 (4.65)

darstellbaren Minimalflächen lässt sich eine durch den Ausdruck 

(4.66)

gegebene einparametrige Schar von Minimalflächen bestimmen, welche sich im pa
lären Fall zu einer weiteren Scherkschen Minimalfläche umformen lässt, nämlich 

. (4.67)

17. Vgl. Graf und Thomas (1947). 
18. Die Ausdrücke  – erhaltbar durch

die Einsetzung von  in (4.64) – und  – ein durch die gleichen E
punkte definiertes hyperbolisches Paraboloid – weisen für  eine maximale Diskre
von weniger als 1% auf. Vgl. Clarke (1966). 

α π= 4⁄
a 2 b⁄=

e
zb

bxcos bycos=

z 1– 0.12006⁄( ) 0.120006 y–( ) 0.120006x–( )cos⁄cos[ ]log⋅=
b 0.12006–= x 2 y 2– 16z=
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D E
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%LOG�������(LQH�ZHLWHUH�6FKHUNVFKH�0LQLPDOIOlFKH��

(QQHSHUVFKH�0LQLPDOIOlFKH

Aus der durch die Symmetrieebene gebildeten Umhüllenden an den kofokalen Par

 und   (4.68)

lässt sich die durch die parametrische Form

, ,  (4.69)

gegebene Ennepersche Minimalfläche bestimmen 19. Die Festsetzung von konstante
Grössen für die Parameter X und Y in den Ausdrücken (4.69) ergibt die ebenen Kurve
welche das Netz der Krümmungslinien der Enneperschen Fläche bilden. 

%LOG�������(QQHSHUVFKH�0LQLPDOIOlFKH�

&DWDODQVFKH�0LQLPDOIOlFKH

Innerhalb derjenigen Minimalflächen, die eine bestimmte geodätische Linie, Asym
tenlinie oder Krümmungslinie beinhalten, ist die durch eine zykloidische geodät
Linie gegebene Catalansche Fläche besonders bedeutend 20. Die Gleichung dieser Mini-
malfläche, die sich mittels Elimination des Parameters α aus den beiden Beziehungen

,  (4.70)

19. A. Enneper, $QDO\WLVFK�JHRPHWULVFKH�8QWHUVXFKXQJHQ, 1864. 
20. E. Catalan, 0pPRLUH�VXU�OHV�VXUIDFHV�GRQW�OHV�UD\RQV�GH�FRXUEXUH��HQ�FKDTXH�SRLQW��VRQW�pJDX[�HW�GH

VLJQHV�FRQWUDLUHV, 1855. 

x2 8 3⁄( ) z⋅= 8 9 y 0=,⁄+{ } y
2

8 3⁄( )– z⋅= 8 9⁄ x 0=,+{ }

x u u v2⋅+= 1 3⁄( ) u3⋅– y v– v u⋅ 2–= 1 3⁄( ) v3⋅+ z u2 v2–=

x α–( ) αcos y 1–( ) αsin= z
2 α 4y 1 αcos–( )+cos 4 1 αcos–( )2

=
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tel auf dem durch die Gleichung 

,  und  (4.71)

gegebenen Zykloid liegen. 

%LOG�������&DWDODQVFKH�0LQLPDOIOlFKH��

Analytisch gesehen stellt die Catalansche Minimalfläche einen Spezialfall der durc
einparametrige Schar von Parabeln gegebenen und durch die Ausdrücke

,

, 

 (4.72)

definierten Enneperschen Minimalfläche dar 21. Für  und  wird die Enne-
persche Schar von Minimalflächen zur Catalanschen Minimalfläche. Für 

 ergibt sich die Minimalfläche des Helikoids. 

+HQQHEHUJVFKH�0LQLPDOIOlFKH

Die Hennebergsche Minimalfläche ist diejenige Minimalfläche, welche die in der d
 gegebenen Ebene liegende und durch den Ausdruck 

(4.73)

gegebene Neilsche Parabel als geodätische Linie enthält 22. In parametrischer Form is
diese Fläche durch die folgenden Beziehungen gegeben: 

, 

, 

. (4.74)

21. A. Enneper, hEHU�)OlFKHQ�PLW�EHVRQGHUHQ�0HULGLDQNXUYHQ, 1882.
22. L. Henneberg, hEHU�VROFKH�0LQLPDOIOlFKHQ��ZHOFKH�HLQH�YRUJHVFKULHEHQH�HEHQH�.XUYH�]XU�JHRGlWL�

VFKHQ�/LQLH�KDEHQ, Dissertation, Zürich, 1875.

x α( ) α αsin–= y α( ) 1 αcos–= z α( ) 0=

x a α⋅ a α β b α 2⁄( ) β 2⁄( )sinh⋅sin⋅+cosh⋅sin⋅–=

y a α β b α 2⁄( )cos β 2⁄( )sinh⋅⋅+cosh⋅cos–=

z 4a α 2⁄( ) β 2⁄( )sinh⋅sin⋅= b 2⁄( ) α⋅–

a 1= b 0=
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Bei geeigneter Wahl der Parameter α und β, nämlich 

, (4.75)

lässt sich die Hennebergsche Fläche als eine sich nicht schneidende geschlossen
fläche darstellen. Da der Normalvektor beim Durchlaufen dieser Fläche seine Ori
rung ändert, ist die Hennebergsche Fläche eine einseitige Fläche des Typs Möbiu
Band. Die Hennebergsche Fläche lässt sich abschnittsweise derart angeben, d
deren geodätische Kurve darstellende Neilsche Parabel und deren Einseitigkeit e
lich sind. 

%LOG�������$XVVFKQLWWH�DXV�GHU�+HQQHEHUJVFKHQ�0LQLPDOIOlFKH��

6FKZDU]VFKH�0LQLPDOIOlFKHQ�

Die Umrandung der Minimalfläche von Schwarz besteht in einem vierseitigen Poly
welches durch vier der sechs Kanten eines regulären Tetraeders gebildet wird. A
dieser Fläche wurde das von Plateau gestellte Problem erstmals für eine nicht
Kontur Γ in konkreter und expliziter Form gelöst 23. 

%LOG�������6FKZDU]VFKH�0LQLPDOIOlFKH�

In optischer Hinsicht besticht die Schwarzsche Fläche durch eine frappante Ähnli
mit einer durch die gleiche polygonale Randkurve Γ begrenzten hyperbolisch parabolo
iden Fläche. Tatsächlich weisen diese Minimalfläche und eine der Gleichung 

(4.76)

genügende Fläche eine maximale Diskrepanz von 0.12 % auf 24. 

23. Bis zum letzten Drittel des neunzehnten Jahrhunderts blieb das Plateausche Problem für alle u
Flächen vollständig ungelöst. Die Arbeit, in der Schwarz seine Ergebnisse im Detail vorgestellt
wurde der Berliner Akademie 1867 vorgelegt und erhielt deren Preis. H. A. Schwarz, *HVDPPHOWH
PDWKHPDWLVFKH�$EKDQGOXQJHQ, 1890. B. Riemann hatte das gleiche Problem schon 1861-62 ge
aber seine Resultate blieben zunächst unveröffentlicht. 

α 0.6 0.6,–,( ) β π 6⁄ π 3⁄,,( ) α 0.6 0.4–,–,( ) β π 3⁄ 4π 3⁄,,( ),;{ , }

z 2 x 2 y 2–( ) 1 a⁄( )⋅ ⋅=
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Die Schwarzsche Minimalfläche weist einen hohen Symmetriegrad auf. Sie enthä
Mittelpunkt des Tetraeders, welcher durch den Schnittpunkt der drei Geraden, d
drei Paare gegenüberliegender Seiten verbinden, gegeben ist. Zudem verlaufen zw
ser Geraden in der Fläche. Die dritte Gerade bildet die normale Gerade der Fläche
angesprochenen Mittelpunkt. Diesen Symmetrieeigenschaften und den entsprec
Schwarzschen Spiegelungsprinzipien zufolge lässt sich diese Fläche als Grunde
einer periodischen Minimalfläche andeuten 25. 

Die Randkurve Γ, welche durch sechs gegenüberliegende Ecken miteinander verb
ner Würfelkanten gebildet wird, führt zu einer weiteren Schwarzschen Minimalflä
Die somit erhaltene Fläche lässt sich ebenfalls durch Addition von vier sattelförm
Schwarzschen Minimalflächen erzeugen. 

%LOG�������(LQH�ZHLWHUH�6FKZDU]VFKH�0LQLPDOIOlFKH��

Neben den durch eine geschlossene Randkurve Γ begrenzten Minimalflächen lassen sic
sowohl experimentell als auch mathematisch solche Minimalflächen bestimmen
einen freien Rand Σ entlang einer Stützfläche 6� aufweisen. Nach den Schwarzsche
Spiegelungsprinzipien muss die Minimalfläche die Stützfläche 6 entlang der Spurkurve
Σ rechtwinklig schneiden. Diese Art von Flächen lässt sich anhand der Gergonne
Minimalfläche exemplifizieren 26. 

%LOG�������*HUJRQQHVFKH�0LQLPDOIOlFKH��

24. Nitsche (1989). 
25. Die Schwarzschen Prinzipien für die Spiegelung von Minimalflächen lassen sich wie folgt form

ren: (1) Grenzt eine Minimalfläche 0 an eine gerade Linie, so stellt ihr Spiegelbild 0¶ an dieser Linie
ebenfalls eine Minimalfläche dar, wobei die Vereinigung von 0 und 0¶ gleichermassen eine glatte
Minimalfläche bildet. (2) Grenzt eine Minimalfläche 0 an eine Ebene und schneidet sie diese in ein
rechten Winkel, so stellt ihr Spiegelbild 0¶ an dieser Ebene ebenfalls eine Minimalfläche dar, welc
in Verbindung mit 0 eine erweiterte glatte Minimalfläche bildet. Vgl. Hildebrandt und Tromba (198
Vgl. ebenfalls Burt (1969). 

26. Gergonne versuchte erfolgslos, eine einen Würfel teilende Fläche kleinsten Inhalts zu best
deren zwei Ränder durch zwei gegenüberliegende zueinander inverse Würfelseiten gebildet w
Diese Aufgabe stellt das älteste Problem bei Minimalflächen mit freiem Rand dar. J. D. Gerg
4XHVWLRQV�SURSRVpHV, 1816. Fünfzig Jahre später gelangte Schwarz zur Lösung des Problems. 
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Sphärische und pseudosphärische Flächen

Analytisch betrachtet muss jede Fläche, die eine konstante, nicht verschwin
Gauss’sche Krümmung aufweist, der Bedingung

(4.77)

genügen. Die einfachste und zugleich wichtigste Fläche, welche die obige Bezie
erfüllt, ist die konstant positiv gekrümmte Kugel. Bei der Kugel ist das Krümmungsm
. der inversen Quadratur des Radius 5�gleich.� In geometrischer Sicht beschreibt d
Kugel den Lokus einer Punktmenge, die durch einen konstanten Abstand zu einem
Punkt gekennzeichnet ist. Als einzige Fläche weist die Kugel daher unendlich 
Rotationsachsen und ebensoviele Symmetrieebenen auf. Das Verhältnis der Obe
$ zu dem eingeschlossenen Volumen 9 einer Kugel lässt sich durch den vom Radi
unabhängigen Ausdruck  angeben. Es ist von besonderer Bedeu
dass die Kugel unter allen Körpern gleichen Volumens die kleinste Oberfläche
umgekehrt unter allen Körpern gleicher Oberfläche das grösste Volumen aufweist.
rend der analytische Nachweis dieser bedeutenden geometrischen Eigenschaften
der Variationsrechnung nur mühsam zu führen ist, lässt sich der Beweis experim
durch jede frei schwebende ideale Seifenblase einfach darstellen. Bedingt dur
Oberflächenspannungen hat eine unter Innenüberdruck stehende geschlossene g
lose Seifenfläche das Bestreben, den Inhalt ihrer Oberfläche zu minimieren und
die Gestalt einer Kugel anzunehmen. 

Da jede verzerrungsfreie Verbiegung einer Fläche ihre inneren Eigenschaften inv
lässt, führt jede Abwicklung eines Kugelausschnittes zu weiteren Flächen kons
positiver Krümmung. Die Verallgemeinerung dieser Erkenntnis führt zu dem 1839
gestellten Mindingschen Theorem, welches besagt, dass alle Flächen gleicher kon
Krümmung isometrisch zueinander sind. Die über verzerrungsfreie Verbiegung er
bare isometrische Abbildung setzt die Beibehaltung der Bogenlänge GV� entsprechender
Punkte für die gesamte Punktmenge voraus. Ebenso wie alle Flächen verschwin
Gauss’scher Krümmung auf der Ebene abwickelbar sind, lassen sich alle p
gekrümmten Flächen auf einer Kugel mit dem Radius  isometrisch a
den. Die Flächen konstanter negativer Krümmung gestatten ebenfalls die gleiche
nigfaltigkeit isometrischer Abbildung. 

Für die bei weitem am meisten untersuchten Flächen konstanter Krümmung, die R
onsflächen, ergibt sich die Bedingung (4.77) mit  zu 

� (4.78)

K LN M
2

–( ) EG F
2

–( )⁄ konst. 0≠= =

A3 36 π V2⋅ ⋅=

R K 1 2⁄–=

F M 0= =

K LN EG⁄ konst.= =
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Für  entspricht der obige Ausdruck den sphärischen Flächen. Pseudosphä
Flächen sind dementsprechend durch  gegeben. In ihrer parametrischen
lassen sich diese Flächen über die Ausdrücke

,  und   (4.79)

angegeben. Die Bestimmung der gesuchten Funktion  erfolgt über die Gleic
zung der über den Ausdruck (4.78) bestimmten Differentialgleichung mit einer kon
ten Grösse. Für  ergibt sich die Funktion  in (4.79) zu

. (4.80)

In Abhängigkeit der durch die Integrationskonstanten F angenommenen Werte werde
über die obige Gleichung (4.80) die Kugel, die elliptischen beziehungsweise die h
bolischen sphärischen Flächen definiert. 

%LOG�������.XJHO��HOOLSWLVFKH�XQG�K\SHUEROLVFKH�VSKlULVFKH�)OlFKHQ��

Dementsprechend führt die Gleichsetzung der gleichen Differentialgleichung mit 
konstanten negativen Grösse, , zu der Funktion 

, (4.81)

welche die pseudosphärischen Flächen beschreibt. In Abhängigkeit von der Integr
konstanten F lassen sich hierbei die durch Rotation einer Tractrix erzeugbare Pse
sphäre mit Pseudoradius E� und� die elliptische beziehungsweise die hyperbolisc
pseudosphärische Fläche unterscheiden. Den sphärischen Flächen entspreche
sich jede eine konstante negative Krümmung  aufweisende Fläche is
trisch auf eine Pseudosphäre mit Pseudoradius E abbilden 27. 

%LOG�������3VHXGRVSKlUH��HOOLSWLVFKH�XQG�K\SHUEROLVFKH�SVHXGRVSKlULVFKH�)OlFKHQ��

27. Beweisführungen und analytische Herleitungen�in�Struik (1961). 
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Nichteuklidische Geometrie

Die in der Ebene geltenden grundlegenden und allgemeinsten geometrischen Aussagen
sind ebenfalls auf alle weiteren Flächen konstanter Krümmung übertragbar. Die A
chung zwischen der Ebene und den Flächen positiver und negativer kons
Gauss’scher Krümmung erfolgt erst an einer höheren Stelle des Aufbaus der Geo
Das Erkennen dieser Unterschiede durch Lobatschewsky und Bolyai führte zur Sp
der Geometrie in eine euklidische und eine nichteuklidische Geometrie 28. 

Während des ganzen Mittelalters und bis zum Anfang des 19. Jahrhunderts wurd
geblich versucht, das Parallelenaxiom, welches besagt, dass es zu jedem nicht a
Geraden D liegenden Punkt genau eine D nicht schneidende Gerade gibt, aus den übrig
Axiomen Euklids abzuleiten. Anhand der hyperbolischen Ebene - ein widerspruch
geometrisches Modell, in welchem die geodätischen Linien als nichteuklidische Ge
betrachtet werden - konnte erstmals die zwischen dem Parallelenaxiom und den ü
euklidischen Axiomen bestehende Unabhängigkeit aufgezeigt werden. Die Ur
dafür ist, dass das Parallelenaxiom das einzige in der hyperbolischen Ebene nicht 
Axiom darstellt. Diese Theorie wurde allerdings erst dann weitgehend akzeptier
Beltrami den Beweis erbringen konnte, dass die Konsistenz der Euklidischen Geo
diejenige der Lobatschewsky-Bolyaischen Geometrie impliziert 29. 

Die philosophische Relevanz dieser Entdeckung rührt daher, dass nach Kant der
und die Zeit als Erkenntniskategorien angesehen wurden, welche die Strukturieru
an sich amorphen menschlichen Erscheinungswelt ermögliche. Dem euklidischen
lichen Vorstellungsvermögen entsprechend wirke die euklidische Geometrie als syn
sches Urteil a priori, das heisst als eine begrifflich vor jeder Erfahrung lieg
Konstruktion des menschlichen Geistes. Obwohl die menschliche Erfahrung zwe
die euklidische Geometrie, insbesondere in ihrer kartesischen Auffassung, als Hilfs
verwendet, liess sich mittels der hyperbolischen Geometrie zeigen, dass best
Eigenschaften der Geometrie nicht a priori deduziert werden können, sondern a
Erfahrung gewonnen werden müssen. Diese bedeutende Entwicklung führte zum
zept der Riemannschen Metrik, mit welchem die Massenverhältnisse des Raumes
posteriori aus der Erfahrung gewonnen werden. Diese Theorie erfuhr eine Bestä
durch die allgemeine Relativitätstheorie Einsteins, in der die Geometrie des Ra
durch die Verteilung der Massen bestimmt wird 30. 

28. Die Aufstellung der hyperbolischen Geometrie ist N. I. Lobatschewsky, 1829, und J. Bolyai, 1832, zu
verdanken. Gauss hatte vermutlich schon zuvor die nichteuklidische Geometrie erkannt. Die Ergeb-
nisse seiner Untersuchungen wurden jedoch nicht publiziert. 

29. Beltrami argumentierte, dass eine Inkonsistenz in dieser Geometrie eine Inkonsistenz in der sich auf
die Euklidischen Postulate stützenden Theorie der Flächen konstanter negativer Krümmung be
würde. E. Beltrami, 6DJJLR�GL�LQWHUSUHWD]LRQH�GHOOD�JHRPHWULD�QRQ�HXFOLGHD, 1868. 

30. Schon Gauss hatte versucht, die Krümmung des Raumes, in ähnlicher Weise wie diejenige ei
che definiert, empirisch zu bestimmen. 
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Diskontinuierliche Geometrie

Mit Hilfe differentialgeometrischer Mittel lassen sich wesentliche Aussagen über
Gesamtverlauf eines stetigen Gebildes formulieren, falls sich die auf die unmitte
Umgebung eines betrachteten Punktes beziehenden Eigenschaften auf jeden der
dieses Gebildes übertragen lassen. Die diskrete Geometrie betrachtet hingeg
Gebilde ganzheitlich als ein aus isolierten Punktelementen aufgebautes System
Theorie diskontinuierlicher Punktgebilde umfasst eine Fülle praxisrelevanter the
scher Ansätze, über welche diskontinuierliche Eigenschaften untersucht und besch
werden können. Mit Hilfe der Theorie diskontinuierlicher Punktgebilde lassen 
bestimmte in der Natur und in den technischen sowie in den künstlerischen Schöp
des Menschen vorkommende strukturelle Eigenschaften präzis und synthetisch be
ben. Zudem kann der Versuch, Membranen mit bestimmten Eigenschaften konzep
zu verwirklichen, dazu führen, dass ein zu erzeugendes kontinuierliches Gebild
Grenzfall eines diskontinuierlichen aufgefasst werden kann. 

%LOG�������6WUXNWXUIRUPHO�&+���0HWKDQ��XQG�&�+���bWKDQ���

Die Kristallographie stellt ein wichtiges Anwendungsgebiet und einen Entwicklung
talysator der Theorie diskontinuierlicher regelmässiger Punktgebilde dar. Das rege
sige makroskopische Äussere und die Spaltbarkeit der Kristalle lässt erwarten, da
einzelnen als Punkt aufgefassten Atome oder Moleküle eine Elementarzelle bilde
kongruent zu sich selbst über den ganzen Raum fortgesetzt werden kann. Dieser
ermöglicht das Verständnis des Aufbaues und der Symmetrieeigenschaften krista
phischer Strukturen, womit die geometrischen Eigenschaften des Diskontinuums u
physikalische Verhalten des Kristalls in einen engen Zusammenhang gebracht w
können 31. Der Unterschied in der Anschauung ist sehr auffällig und deutet an, wie
unser geometrisches Denken die atomistische Auffassung bevorzugt. 

31. Als Kristall bezeichnet man jeden echten Festkörper, dessen Bausteine sich räumlich period
einem Gitter wiederholen. Im Rahmen der Geometrie der Kristalle wird zwischen dem makros
schen Scheinkontinuum und dem mikroskopischen Raumgitter unterschieden. Die Klassifikati
Kristalle erfolgt aufgrund der Symmetrieeigenschaften des strukturellen Diskontinuums. Es lass
hierbei sieben Kristallsysteme und 32 Kristallklassen unterscheiden. Als erster bedeutender Sc
Aufklärung der Kristallstrukturen mittels mathematischer Theorie werden Arbeiten von R. J. 
(1743-1822) gewertet. Wichtige Beiträge lieferten ferner J. F. C. Hessel in 1830, A. Bravais in
und C. Jordan (1838-1922). Eine vollständige Auflistung aller Raumgruppen haben unabhäng
einander E. S. Fedorow 1890 und A. Schönflies 1891 aufgestellt. Vgl. Burckhardt (1988). 
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In der Zahlentheorie spielen die ebenen und räumlichen Punktgitter ebenfalls
bedeutende Rolle. Bereits das einfache ebene quadratische Gitter hat Anlass zu
gen mathematischen Untersuchungen gegeben, deren erste von Gauss stammt32. Der
Gauss’sche Ansatz, welcher dem Beweis der Leibnizschen Reihe

(4.82)

zugrundeliegt, besteht in dem Versuch, die Anzahl  Gitterpunkte zu bestimmen
che auf einer Kreisscheibe vom Radius U liegen 33. Mit der additiven Zahlentheorie, wel
che sich mit der Darstellung natürlicher Zahlen durch Summen gewisser natür
Zahlen beschäftigt, findet die Zahlentheorie ein bedeutendes Modell für die Bes
bung von mittels Addition erfassbaren homothetischen Wachstumsprozessen der
oder für die Erstellung spezieller Kriterien in der Chaostheorie. Neben den Pytha
ischen Polygonalzahlen, auf welche in einem der nachstehenden Kapitel eingeg
wird, stellen insbesonders die nach der Rekursionsformel

, , ,  (4.83)

bestimmbare Fibonacci’sche Zahlenreihe

, (4.84)

sowie die von ihr abgeleitete Koeffizientenreihe 

, (4.85)

ein in dieser Hinsicht bedeutendes Beispiel dar. Diese Zahlenreihe weist die char
sierende Eigenschaft auf, dass der Quotient aus  und  gegen 

 (4.86)

konvergiert. Dieser Konvergenzwert wird als Goldener Schnitt bezeichnet 34,35. 

32. Zahlentheoretische Probleme wurden schon von den Pythagoräern formuliert. Eine erste Dars
damals bekannter Ergebnisse findet sich in Euklids (OHPHQWHQ. Diophantos behandelte in seinem We
$ULWKPHWLND im dritten nachchristlichen Jahrhundert Gleichungen mit rationalen und ganzzah
Lösungen. Ähnlich formulierte Probleme fanden sich in der chinesischen, indischen, arabische
um 1200 durch L. Fibonacci, in der europäischen Mathematik. P. de Fermat gilt als Begründ
modernen Zahlentheorie. L. Euler und J. L. de Lagrange leisteten bedeutende Beiträge im 18. J
dert, und A.-M. Legendre, (VVDL�VXU�OD�7KpRULH�GHV�1RPEUHV, 1798, entwickelte erstmals eine system
tische Darstellung dieses Teilgebietes der Mathematik. Eine entscheidende Fortentwicklung fa
Zahlentheorie durch C. F. Gauss, 'LVTXLVLWLRQHV�$ULWKPHWLFDH, 1801. 

33. Vgl. Hilbert und Cohn-Vossen (1932). 
34. Bereits Kepler zeigte in seinem 'H�1LYH�6H[DQJXOD wie�die Fibonacci’sche Zahlenreihe in einem eng

Zusammenhang zum Goldenen Schnitt sowie den Mustern und Wachstumsprozessen der Botan
Als Beispiele der Botanik lassen sich in diesem Zusammenhang die Samenmuster der Sonne
sowie die Muster der Pinienzapfen oder der Ananas erwähnen. Die mystische und geheimeVHFWLR
DXUHD war den Ägyptern und später den Pythagoräern bekannt und wurde dementsprechend 
architektonischen Konstruktionen und den künstlerischen Erzeugnissen angewendet. Vgl. C
(1989), Ghyka (1927), Jaeger (1917). 

π 4⁄ 1 1 3⁄ 1 5⁄ 1 7⁄ …+–+–=

f r( )

F0 1= F1 1= Fn 2+ Fn 1+ F+ n( )= n 0≥

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 …, , , , , , , , , , , ,

1 2 2 3⁄,⁄ 3 5⁄ 5 8⁄ 8 13⁄ 13 21 21 34 …,⁄,⁄, , , ,

Fn Fn 1+

Φ 5 1–( ) 2⁄= 0.6180…≈
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Punktsysteme als topologische Modelle konvexer Netze 

Jedes räumliche Punktsystem lässt sich physikalisch als räumliches Netz auffas
den folgenden Ausführungen soll auf solche konvexe Punktsysteme eingegange
den, welche eine periodische Wiederholung gewisser Punktmuster aufweisen. 
diesbezüglich möglichen Ansatz stellen solche Punktsysteme dar, welche die Eul
topologische Gesetzmässigkeit 

(4.87)

erfüllen. Hierbei bezeichnen die parametrischen Grössen ), ( und . die Anzahl Flächen,
Ecken und Kanten des betrachteten Gebildes 36. In topologischer Hinsicht lässt sich ei
Netz über seine S-fach verknüpften Punkte und als Q-Gone ausgebildete Flächen chara
terisieren. Die topologische Uniformität eines Netzes bedingt, dass das gesamte S
durch mindestens eine Kanten- oder Flächengleichheit geprägt ist. Nomenklat
kann zwischen topologisch regulären �Q�S�-Netzen und topologisch quasireguläre
� �S�-, beziehungsweise �Q� �-Netzen unterschieden werden 37. 

%LOG�������.ODVVLILNDWLRQ�XQLIRUPHU�1HW]H�

Die hier verwendeten Symbole  und  bezeichnen die gewichteten Mittelwerte
verschiedenen in jedem Punkt zusammentreffenden Q-Gone, beziehungsweise der im
System vorkommenden S-fachen Anschlüsse. Die Punktäquivalenz eines Netzes is
solche Systeme gegeben, welche dem Ausdruck 

 (4.88)

genügen 38. Mit 

 und  (4.89)

35. Zusätzlich umfasst die Theorie regulärer Punktsysteme die diskontinuierlichen Bewegungsgr
über welche solche Mustergruppen wie Rosetten und Friese wiedergegeben werden können. M
künstlerische und technische Erzeugnisse dieser Art sind die Fensterrosetten in sakralen Ba
Romanik und der Gotik. Dieses Ornamentmotiv ist aus Teilen zusammengesetzt, welche ähnl
eine Blüte innerhalb eines Kreises regelmässig um ein Zentrum angeordnet sind. Rotierende E
in der Technik, welche über eine regelmässige Anordnung eine gleichmässige und optimale S
oder Wirkung anstreben, weisen auffällige und ausgeprägte Symmetrieeigenschaften der Ro
gruppen auf. 

36. Das Eulersche Gesetz stellt einen partikulären Fall des Gesetzes von Schläfli für die regulären
des n-dimensionalen Raumes dar. Das Eulersche Gesetz wird durch alle regulären und quasir
Polyeder, deren Duale sowie die in einer unendlichen Anzahl existierenden regulären Prism
Antiprismen erfüllt. 

37. Nomenklatur nach�Wells (1977). 
38. Nach Quaisser (1994) gilt für jeden eckenäquivalenten konvexen Polyeder  und 

Reguläre Netze (n,p)-Netze Platonische Netze

Quasireguläre Netze ( ,p)-Netze Archimedische Netze

(n, )-Netze Catalansche Netze

F E+ K 2+=

n p

n

p

n p

n F⋅ p= E⋅ 2 K⋅=

E p 2K= 3F 2K≤

F p n⁄( ) E⋅= K p 2⁄( ) E⋅=
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. (4.90)

Diesem Ausdruck zufolge ist die Grösse (, das heisst die Anzahl Punkte des System
durch das Produkt 

(4.91)

bestimmt 39. Unter der Berücksichtigung, dass stets  und  gelten muss, la
sich drei Lösungsbereiche unterscheiden, nämlich 

,  und  , (4.92)

welche das Verhalten der Grösse ( bestimmen. 

%LOG�������1DW�UOLFKH�χ�:HUWH��

Für die drei obigen Fälle (4.92) folgt

, , . (4.93)

Jeder �Q�S�-Kombination, die der Gleichung

 (4.94)

genügt, entspricht ein netzartiges Gebilde, welches aus einer unendlichen Anzahl 
zusammengesetzt ist. Dieses Netz gleicht der infiniten Parkettierung der euklidi
Ebene. Aus diesem Ausdruck lässt sich die Schlussfolgerung ziehen, dass die Eb
nur drei Arten regulär unterteilbar ist. Den drei �Q�S�-Kombinationspaaren , 
und  entsprechen die trianguläre, die quadratische und die hexagonale Pa
rung der Ebene. 

39. Im Leibnizschen Manuskript von 1676 des um 1620 von René Descartes (1596-1650) verfasst3UR�
J\PQDVPDWD�GH�VROLGRUXP�HOHPHQWLV�wird die Existenz von einzig fünf regulären Polyedern bewies
Die Ausdrücke  und , , die sich aus die
sem Manuskript entnehmen lassen, gleichen den hier niedergelegten, falls die Substitu

 und  vorgenommen werden. Vgl. Descartes (1987). 

n

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 2 4 6 8

5 3 6 9 12

p
6 4 8 12 16
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E 4 n⋅[ ] 4 n 2–( ) p 2–( )–[ ]⁄=

χ n 2–( ) p 2–( )=

p 3≥ n 3≥

E 4 a 2+( ) 4 ab–( )⁄= F 4 b 2+( ) 4 ab–( )⁄= a b N∈,

n a 2+= S b 2+=

1 χ 4<≤ χ 4= χ 4>

E 0> E ∞→ E 0<
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3 6,( ) 4 4,( )
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Alle Systeme, die hingegen der Gleichung

(4.95)

genügen, sind durch eine endliche Ausbreitung gekennzeichnet. Die entsprech
Netze sind daher geschlossen und konvex. Die räumliche minimale regulär-konvex
mentarzelle ergibt sich über das Kombinationspaar  und weist
Gestalt des regulären Tetraeders auf. Wie die geometrische Anschauung erkenne
ist die Konvexität eines Punktes durch die Summe aller in diesem Punkt zusamme
menden Polygonwinkel 

, (4.96)

bestimmt. Die als Winkelüberschuss α bezeichnete Differenz zwischen der Summe a
Polygonwinkel und dem planaren Grenzwinkel 2π, 

, (4.97)

stellt das Mass der Abweichung der konvexen Punktstruktur von der Ebenheit dar.

%LOG�������=XP�:LQNHO�EHUVFKXVV�α�

Es lässt sich zeigen, dass die Summe aller Winkel β und die Anzahl der Punkte ( des
Systems durch die lineare Beziehung 

 (4.98)

miteinander verknüpft sind 40. Wie hierbei zu erkennen ist, nimmt der Einfluss des k
stanten Überschussfaktors 4π bei zunehmender Anzahl Systempunkte ab. Gleichze
nähert sich die Summe der Anschlusswinkel jedes Punktes dem die Ebenheit cha
sierenden Grenzwert 2π an, womit der Krümmungsradius des Systems gegen das Un
liche strebt. Nicht zu übersehen ist hierbei, dass der Überschussfaktor 4π der Summe

 (4.99)

der Flächenwinkel β eines Tetraeders gleich ist und somit eine nukleare Grösse dar
Alle �Q�S��Kombinationen, die der Ungleichung  genügen, erhal
im betrachteten dreidimensionalen Raum keine Bedeutung. In der Kristallographie
jedoch auch diesen Kombinationen eine bedeutende Rolle beigemessen. 

40. In seinem 3URJ\PQDVPDWD�GH�VROLGRUXP�HOHPHQWLV untersucht Descartes die Krümmungseigenschaf
der Polyeder. Ihm wird die Entdeckung der Beziehung (4.98) zugeschrieben. Ibid. 

1 n 2–( )≤ p 2–( ) 4<

nmin pmin 3= =

p β⋅ 2π<

p β⋅ α+ 2π=

α

β∑ 2π E( ) 4π–=

E p β⋅ ⋅ 4 3
π
3
---⋅ ⋅ 4π= =

n 2–( ) p 2–( ) 4>
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Reguläre Polyeder

Reguläre Polyeder sind konvexe Gebilde, welche der hergeleiteten Ungleichung 

 (4.100)

genügen. Da die beiden Parameter Q und S der Regularitätsbedingung zufolge einz
natürliche Werte annehmen dürfen, und weil diese grösser als zwei sein müsse
sich die obige Bedingung einzig durch die fünf �Q�S�-Kombinationen 

, , ,  und  (4.101)

erfüllen. Die charakterisierende Eigenschaft eines jedes regulären Punktgebilde
eine Funktion des Differenzproduktes χ dar. Diese Abhängigkeit lässt sich ebenfa
anhand der Summe �der Anschlusswinkel veranschaulichen. 

%LOG�������'LH�I�QI�3ODWRQLVFKHQ�3RO\HGHU�QDFK�.HSOHU��

Den fünf �Q�S�-Kombinationen (4.101) entsprechen die fünf als Platonische Poly
bezeichneten Figuren. Die Namensgebung dieser Polyeder ist auf den Pythagoräe
zurückzuführen, der bei seinem Studium der Struktur und der perzeptiblen und erre
baren Invarianten des Universums die fünf regulären Körper des Tetraeders, des
eders, des Ikosaeders, des Hexaeders und des Dodekaeders den Elementen Fe
Wasser und Erde und der Himmelsmaterie zuordnete 41,42. 

41. Die fünf regulären Polyeder waren bereits im Kreise der Pythagoräer bekannt. Pythagoras (5
v. Chr.) vertrat die Ansicht, GDVV�GDV�:HVHQ�DOOHU�'LQJH�GLH�=DKO�VHL�– vgl. Ghyka (1987), Spengler
(1923). In seinem Dialog 7LPDLRV ordnet Plato (427-347 v. Chr.) die regulären Vielflächner den (OH�
PHQWHQ�GHV�$OOV zu. Nach Plato formte und fügte Gott den Weltbau geometrisch aus den eleme
Zuständen des Wärmehaften, des Gasförmigen, des Flüssigen und des Festen zusammen. 
Platonischen Auffassung symbolisiert der Tetraeder die alles durchdringende Strahlenkraft der 
und ist somit dem Feuerelement zuzuordnen. Der allseitig im Raum verstrahlende Oktaeder 
Gasförmigen vergleichbar und repräsentiert somit das Element Luft. Die hexagonale Formtende
Ikosaeders, welche sich bei der frontalen Projizierung des Ikosaeders offenbart, findet sich im W
wenn es im Schnee auskristallisiert. Der Ikosaeder symbolisiert daher das Wasserelement. Die
bare Schwere und Kompaktheit des Würfels führt dazu, den Hexaeder dem Element Erde zuzu
Zuletzt stellt der in einem engen Verhältnis zum Goldenen Schnitt stehende Dodekaeder ein S
der Himmelsmaterie dar, woraus Gott durch Gestaltung und Zahlen die Elemente schuf. 

42. Die Gestalten niedrigerer Entwicklung der lebenden Natur sind durch mehrfache Symmetrien g
Unter den von E. Häckel gegen Ende des 19. Jahrhunderts aufgezeichneten mikroskopischen 
men der Radiolarie lässt sich die Gestalt aller fünf Platonischen Polyeder antreffen. In der Krista
phie kommen hingegen die beiden regulären Polyeder Dodekaeder und Ikosaeder nie vor. Vgl
(1917) und Thompson (1942). 

χ n 2–( ) p 2–( )= 4<
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40),
Jeder der fünf regulären Körper lässt sich in jeden anderen einschreiben, nicht ab
Tetraeder ausgeschlossen, in sich selbst. Es ergeben sich daraus 21 Einschreibun
hungen, bei welchen die Umkugel des eingeschriebenen Körpers gleichzeitig In
des umhüllenden Körpers ist. Das berühmt gewordene Keplersche Modell der Pla
bahnen beruht auf diesem Zusammenspiel der Radienverhältnisse der Um- und In
der Platonischen Polyeder 43. 

%LOG�������'LH��Q�S��'XDOLWlWHQ�GHU�UHJXOlUHQ�3RO\HGHU��

Die fünf platonischen Polyeder lassen sich in eine Kugel einschreiben, so dass die
ein System äquivalenter Punkte darstellen. Falls an die Ecken eines solchen Po
die Tangentialebenen der Umkugel gelegt werden, so müssen diese Ebenen eine
ten Polyeder begrenzen, welcher ebenfalls regulär sein muss. Die beiden betra
Gebilde sind dadurch gekennzeichnet, dass die Ecken der eingeschriebenen Kör
die Flächenmittelpunkte der umhüllenden Körper zu stehen kommen. Dieses Prinz
Dualität ist bei den drei Paaren Tetraeder-Gegentetraeder, Hexaeder-Oktaeder und
kaeder-Ikosaeder anzutreffen. Der duale Polyeder hat dann gleichviele Kanten w
Anzahl Flächen des Ausgangspolyeders, und umgekehrt weist er gleich viele F
wie die Anzahl Kanten des Ausgangspolyeders auf. Die dualen Beziehungen zw
den Platonischen Polyedern lassen sich in den Symmetrieeigenschaften der �Q�S�-Matrix
erkennen. Bei geeigneter Massstabwahl zweier betrachteter dualer platonischer P
kommen die Kanten in ihren Mitten rechtwinklig zum Kreuzen, und es findet 
gegenseitige Durchdringung statt. Das Paar dualer Polyeder umhüllt dann die g
Kantenkugel, welche tangential zu den Berührungspunkten liegt. 

43. Die regulären Polyeder nahmen stets eine zentrale Rolle im Werdegang der westlichen Geome
und sind mit grossen Denkern, darunter Pythagoras, Plato, Euklid, Hero und Pappus von Alex
Leonardus Pisanus (Fibonacci), Piero della Francesca, Leonardo da Vinci, Luca Pacioli, Al
Dürer, Johannes Kepler und René Descartes, eng verknüpft. Bei dem Euklidischen Werk (OHPHQWH (um
300 v. Chr.) wird die Konstruktion der fünf regulären Polyeder als ein vorrangig abstraktes Pr
der Mathematik behandelt. In der Renaissance entwickelte sich die Konstruktion dieser Kör
einem Problem der Perspektive, über welche die korrekte Wiedergabe der Regulären Polye
Gebilde des dreidimensionalen Raumes erfolgen sollte. Sowohl in Paciolis 'LYLQD�3URSRUWLRQH, 1509,
als auch in Keplers +DUPRQLFH�0XQGL, 1619, wird die im Platonischen System implizierte hierarc
sche Anordnung der Regulären Polyeder übernommen. ,OV�>OHV�FRUSV�UpJXOLHUV@ – so Fra Luca Pacioli –
FRUUHVSRQGHQW DX[�FLQT�FRUSV�VLPSOHV�GDQV�OD�QDWXUH��j�VDYRLU�7HUUH��(DX��$LU��)HX��HW�4XLQWH�(VVHQFH�
F¶HVW�j�GLUH�OD�9HUWX�&pOHVWH�TXL�PDLQWLHQW�WRXV�OHV�DXWUHV�GDQV�OHXU�rWUH. Das im 0\VWHULXP�&RVPRJUD�
SKLFXP, 1597, und im +DUPRQLFH�0XQGL dargelegte und berühmt gewordene Keplersche Modell 
Planetenbahnen stellt die Bahnen der damals bekannten Planeten Saturn, Jupiter, Mars, Erd
und Merkur in Bezug zu den In- und Umkugeln der fünf platonischen Körper. Vgl. Kepler (19
Pacioli (1980). 

3 3,( ) 3 3,( )– 3 4,( ) 4 3,( )– 3 5,( ) 5 3,( )–
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Quasireguläre Polyeder 

Die quasiregulären Punktsysteme unterscheiden sich von den regulären dadurch,
jedem Punkt reguläre, aber ungleiche Polygone zusammentreffen. Die Summe de
gonwinkel um jeden Punkt lässt sich über den Ausdruck 

 (4.102)

ermitteln, wobei die Winkelgrösse  dem gewichteten Mittel der regulär-polygon
Anschlusswinkel entspricht:

. (4.103)

Den regulären Punktsystemen entsprechend ist die Konvexitätsbedingung quasire
Punktsysteme durch die Ungleichung 

 (4.104)

bestimmt. Jedes Punktsystem, das durch die Quasiregularität und die Konvexität c
terisiert ist, muss in entsprechender Weise die durch die gewichtete Mittelgrösse 
stituierte Ungleichung (4.100), das heisst 

, (4.105)

erfüllen. Wie sich durch geometrische Konstruktion zeigen lässt, existieren gen
eine nichtprismatische Gestalt aufweisende Punktsysteme, welche die obige Bed
erfüllen. Diese Punktsysteme quasiregulären konvexen Charakters werden als Ar
dische Polyeder bezeichnet 44. Die Archimedischen Polyeder stehen in einer eng
Beziehung zu den Platonischen Körpern und sind ausnahmslos aus diesen herlei
ist eine bemerkenswerte Eigenschaft aller Archimedischen Polyeder, sich derart in
regelmässigen Tetraeder umschreiben zu lassen, dass vier ihrer Oberflächen auf d
chen des Tetraeders liegen. In geometrischer Hinsicht lassen sich 11 der 13 Arch
schen Polyeder als Platonische Polyeder höherer Frequenzen auffassen, und sin
aus diesen direkt herleitbar. Bei der geometrischen Konstruktion Platonischer Po
höherer Frequenzen wird die Tangentialebene der Umkugel eines betrachteten Ec
tes des Ausgangspolyeders entlang der durch diesen Punkt verlaufenden Flächen
len verschoben. Der sich daraus ergebende Polyeder entspricht dementspreche
Kern zweier sich in bestimmten Stärkeverhältnissen gestaltbildend wirkender durc
gender Platonischer Duale. Die Archimedischen Polyeder zweiter Frequenz entsp
dem Kern von in gleicher Stärke ausgebildeten Platonischen Dualen. Aufgrund de

44. Die Beschreibung der 13 eckenäquivalenten Polyeder, deren Seitenflächen zwar regulär sind, 
nicht alle die gleiche Kantenzahl besitzen, geht auf Archimedes (285-212 v.Chr.) zurück. Au
Antike wurden jedoch keine Aufzeichnungen dieser quasiregulären Polyeder überliefert. Einige 
medische Polyeder erscheinen bereits in Paciolis 'LYLQD�3URSRUWLRQH. Die erste vollständige und syste
matische Beschreibung aller dreizehn Polyeder ist in Keplers +DUPRQLFH�0XQGL�zu finden. Zusätzlich
zu den 13 Archimedischen Polyedern existiert eine unendliche Anzahl von aus regulären Poly
zusammengesetzten Prismen und Antiprismen. Ibid. 

βi∑ p β⋅=

β

β pi βi⋅( )∑ pi∑⁄=

p β⋅ 2π<

n

χ n 2–( ) p 2–( )= 4<
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aus zwei Tetraederzwillingen ergebenden oktaedrischen Durchdringungsfigur stellt der
zweifach unterteilte Tetraeder keinen zusätzlichen Archimedischen Körper dar
Archimedischen Polyeder dritter Frequenz entsprechen dem Kern dualer Polyede
che dadurch definiert sind, dass die Tangentenebenen durch die Drittelspunkte de
ten des Ausgangspolyeders verlaufen. Die Archimedischen Körper, welche sich 
zweifache und dreifache Frequenzbildung aus den Archimedischen Polyedern z
Frequenz ableiten lassen, weisen nichtquadratische viereckige Polygone auf, welc
Regulation über einen Dilatationsprozess bedürfen. 

%LOG�������'LH�3ODWRQLVFKHQ�XQG�GLH�$UFKLPHGLVFKHQ�3RO\HGHU��

Im Gegensatz zu allen übrigen Archimedischen Polyedern lassen sich der Cubus
und der Dodecaedron simus nicht als Kernfiguren dualer Platonischer Körper a
sen 45. Diese ungewöhnlich viele äquilaterale Dreiecke aufweisenden Polyeder z
einen rechts- oder linksgerichteten Drall, so dass viele Symmetrieebenen der a
regelmässigen und halbregelmässigen Polyeder entfallen. 

45. Die Nomenklatur der Archimedischen Polyeder geht auf Keplers +DUPRQLFH�0XQGL�zurück. Die latei-
nische Bezeichnung dieser beiden Polyeder wurde bis in die heutigen Tage beibehalten. Ibid. 

Freq. Platonische Polyeder 

Hexaeder Oktaeder Tetraeder Ikosaeder Dodekaeder

Archimedische Polyeder 

Kuboktaeder Oktaeder Ikosidodekaeder

Hexaederstumpf  Oktaederstumpf  Tetraederstumpf  Ikosaederstumpf  Dodek.-stumpf

5KRPEHQNXERNWDHGHU� Kuboktaeder 5KRPEHQLNRVLGRGHNDHGHU�

Kuboktaederstumpf Oktaederstumpf ,NRVLGRGHNDHGHUVWXPSI�

�&XEXV�VLPXV 'RGHFDHGURQ�VLPXV

f 1=

f 2=

f 3=

f 4=

f 6=
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Duale der quasiregulären Polyeder

Den Platonischen Polyedern entsprechend ist die Anzahl Ecken ( der Archimedischen
Körper gleich der Anzahl Flächen ) der zugehörigen, als Catalansche Polyeder beze
neten dualen Gebilde und umgekehrt. Bedingt durch den Zusammenstoss versch
Flächenarten sind ungleich grosse Vieleckwinkel an der Eckenbildung der Archim
schen Polyeder beteiligt, so dass bei dem die dualen Gebilde hervorbringenden P
unregelmässige Vielecke, wie beispielsweise gleichschenklige oder ungleichseitige
ecke, Rhomben, Deltoide oder ungleichseitige Fünfecke entstehen. 

%LOG�������'LH�&DWDODQVFKHQ�3RO\HGHU��

Die sich aus der Dualität ergebenden Polyeder weisen Ecken mit zweierlei oder dr
Kantenzahl auf, was darauf zurückzuführen ist, dass zwei oder drei Flächenarten
Bildung der Archimedischen Körper beteiligt sind. Die Konvexität des Catalans
Punktgebildes ist der Ungleichung (4.105) entsprechend über den Ausdruck 

(4.106)

gegeben. Hierbei stellt die Grösse  das gewichtete Mittel der Anzahl Anschlussw
aller Punkte des Gebildes dar. Die wichtigsten Eigenschaften dieser und aller we
regulären und quasiregulären Polyeder sind im Anhang A1 dieser Arbeit aufgeliste46. 

46. Vgl. Adam und Wyss (1984), Critchlow (1969), Lalvani (1977), Pearce und Pearce (1978) und Pugh
(1976). 

Kuboktaeder Ikosidodekaeder

Rhombendodekaeder Rhombentrikontaeder

Hexaederstumpf  Oktaederstumpf  Tetraederstumpf  Ikosaederstumpf  Dodek.-stumpf

Triakisoktaeder Tetrakishexaeder Triakistetraeder Pentakisdodek. Triakisikosaeder

5KRPEHQNXERNWDHGHU� 5KRPEHQLNRVLGRGHNDHGHU�

'HOWRLGLNRVLWHWUDHGHU 'HOWRLGKH[DFRQWDHGHU

�&XEXV�VLPXV 'RGHFDHGURQ�VLPXV

3HQWDJRQLNRVLWHWUDHGHU 3HQWDJRQKH[HFRQWDHGHU

χ n 2–( ) p 2–( )= 4<
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�����+RPRQRPLVFKH�=HUOHJXQJ�HEHQHU�3XQNWILJXUHQ�

Jedes wachsende System unterliegt einem Formgesetz, das mit mathematischen Mitteln
erfassbar ist. Gewisse wachsende Formen sind durch die singuläre Eigenschaft de
nuierlichen Similarität gekennzeichnet. Bei dem Wachstumsprozess des Similaritä
tinuums wird eine betrachtete Ausgangsform X� durch ein Gnomon Z jeweils derart
ergänzt, dass X zu einer ähnlichen Subform der sich ergebenden Form Y wird. (V�JLEW
PDQFKHV��GDV�]XQLPPW��RKQH�YHUlQGHUW�]X�ZHUGHQ��VR�QLPPW�HLQ�4XDGUDW��ZHQQ�PDQ�HLQ
*QRPRQ�KLQ]XI�JW��]ZDU�]X��DEHU�HV�LVW�GDGXUFK�QLFKW�YHUlQGHUW��HEHQVR�YHUKlOW�HV�VLFK
DXFK� LQ� DQGHUHQ� GHUDUWLJHQ�)lOOHQ 1. Dieses Aristotelische “Manches”, das zunimm
ohne verändert zu werden, lässt sich anhand eines Quadrates, welches sich a
Zusammenspiel zwischen einer quadratischen Ausgangsfigur kleinerer Magnitud
einer gleichschenkligen L-förmigen gnomonischen Figur ergibt, exemplifizieren. 

%LOG������'DV�4XDGUDW�DOV�6LPLODULWlWVNRQWLQXXP��

Jede Form Z, welche zu einer anderen beliebigen Form X derart addiert werden kann
dass die sich ergebende Form Y der Ausgangsform gleicht, ist gnomonisch. Das Simila
tätskontinuum lässt sich für eine Q-te Progressionsstufe über die Zahlenreihe 

, (5.1)

modellieren. Falls die gnomonische Formvariable Z einen linearen Zuwachs aufweist, s
ergibt sich über den obigen Ausdruck eine polygonale Zahlenreihe zweiten Grade
dargestellten quadratischen Figur entsprechen beispielsweise die gnomonische Z
reihe ��Q��� und die quadratische Reihe Q�.

1. Aristoteles (1986). 
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Indem jeder Zahl eine Figur zugeordnet wird, die sich aus einer dieser Zahl gleichenden
Anzahl von Punkten zusammensetzt, lassen sich die den polygonalen Zahlenreihen
zugrunde liegenden Regelmässigkeiten geometrisch illustrieren. Jeder Zahlenreih
spricht eine formkonstante Gestalt, deren Magnitude durch den Progressionsgrad
ben ist. Über diese Systematik und Rigorosität lässt sich das Aristotelische Beisp
gnomonisch ergänzten Quadrates quantitativ anhand graphischer Hilfsmitteln erfas2. 

%LOG������4XDGUDWLVFKH�3XQNWUHLKH��

Jede durch eine gnomonische Ergänzung erzeugte Form weist ein durch Progres
nien geprägtes Muster und einen polaren Urpunkt als Similaritätszentrum auf. Die
gressionsarten sind durch die Symmetrieeigenschaften der polygonalen Figur vo
ben. Aufgrund der Kongruenzbedingung des Similaritätskontinuums ist jede polyg
Progression durch die jeweilige trianguläre Grundeinheit, das heisst den klei
gemeinsamen geometrischen Nenner einer polygonalen Figur, gegeben. Im F
äquilateralen Dreieckes ergeben sich über die drei durch die Mittelkantensenkre
gegebenen Symmetrieachsen sechs trianguläre Grundeinheiten, welche sechs H
definieren. Jede trianguläre Grundeinheit weist die drei Winkelgrössen , 

 auf und ist durch ihre Klappbarkeit um ihre auf die Symmetrieachsen falle
Kanten gekennzeichnet. Bei kontinuierlicher Umklappung überdeckt eine Grunde
alle sechs Hexanten des äquilateralen Dreieckes. 

%LOG������=XU�WULDQJXOlUHQ�*UXQGHLQKHLW��

Wie die Anschauung zeigt, ist die Kongruenzbedingung des äquilateralen Dreiec
die sechs dem äquilateralen Dreieck entsprechenden Grundeinheiten ausgenomm
drei jeweils aus drei, zwei und einer Grundeinheit zusammengesetzte trianguläre F

2. Auch für die Untersuchung biologischer Wachstumsgesetze kann die Aristotelische kontinuie
Similarität herangezogen werden. Bei D’Arcy Thompsons 2Q�*URZWK�DQG�)RUP heisst es in diesem
Zusammenhang: :H�VHH�WKDW�WKH�VXFFHVVLYH�FKDPEHUV�RI�D�VSLUDO�Nautilus�RU�RI�D�VWUDLJKW�Orthoceras�
HDFK�ZKRUO�RU�SDUW�RI�D�ZKRUO�RI�D�SHULZLQNOH�RU�RWKHU�JDVWURSRG��HDFK�QHZ�LQFUHPHQW�RI�WKH�RSHUFXOXP
RI�D�JDVWURSRG��HDFK�DGGLWLRQDO�LQFUHPHQW�RI�DQ�HOHSKDQW¶V�WXVN��RU�HDFK�QHZ�FKDPEHU�RI�D�VSLUDO�IRUD�
PLQLIHU��KDV�LWV�OHDGLQJ�FKDUDFWHULVWLF�DW�RQFH�GHVFULEHG�DQG�LWV�IRUP�VR�IDU�H[SODLQHG�E\�WKH�VLPSOH�VWDWH�
PHQW�WKDW�LW�FRQVWLWXWHV�D�gnomon�WR�WKH�ZKROH�SUHYLRXVO\�H[LVWLQJ�VWUXFWXUH. Vgl. Thompson (1992). 

n 1= n 2= n 3= n 4= n 5=

π 2⁄ π 3⁄
π 6⁄

I
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erfüllt. Die triangulären Progressionsarten sind demzufolge durch die Symmetrie-
Umklappungsachsen dieser zusammengesetzten Figuren gegeben. Der Anzahl vo
ner Symmetrieachsen, das heisst dem Gnomonengrad der zugehörigen polygonal
lenreihe entsprechend, lassen sich die triangulären Progressionen ersten, dritt
sechsten Grades unterscheiden. 

%LOG������D��(UVW���E��GUHL���XQG�F��VHFKVJUDGLJH�WULDQJXOlUH�3URJUHVVLRQ��

Im allgemeinen Fall lassen sich die unigerichtete und die plurigerichtete Progre
unterscheiden, bei welchen das Similaritätszentrum jeweils geometrischer Eck
beziehungsweise geometrisches Zentrum ist. Die unigerichtete polygonale Progr
ergibt sich aus der durch den Ausdruck

(5.2)

gegebenen Gnomonenreihe� L-ten Grades. Die Anzahl Punkte der urpolygonalen Fi
lässt sich jeweils aus dem zweiten Glied der polygonalen Zahlenreihe entnehme
über die Gnomonen ersten Grades gegebenen polygonalen Zahlenreihe entsprich
tungsgemäss die minimale Polygonsfigur des Dreieckes. 

%LOG������8QLJHULFKWHWH�SRO\JRQDOH�3URJUHVVLRQ�

Bedingt durch die Tatsache, dass das durch die erste Progressionsstufe gegebene
ritätszentrum gleichzeitig das geometrische Symmetriezentrum der polygonalen 
ist, weist die plurigerichtete polygonale Progression eine Ursprungsirregularität
Aufgrund dieser Irregularität weist jedes Urpolygon den geometrischen Symmetrie
als zusätzlichen Punkt auf. Die erste Progressionsstufe ausgenommen, für welc
erste Gnomon stets den Wert eins annimmt, ist die plurigerichtete Progression du
Gnomonenreihe L-ten Grades 

(5.3)

gegeben. Wie die geometrische Anschauung erkennen lässt, stellen die Gnomone
(5.3) ersten und zweiten Grades degenerierte Fälle der der dreiecksförmigen Fig
sprechenden Gnomonenreihe dritten Grades dar 3.

�L� *QRPRQHQUHLKH� SRO\JRQDOH�=DKOHQUHLKH� 3RO\JRQVIRUP

1 1, 2, 3, 4, 5, ..., n 1, 3, 6, 10, 15, ..., n(n+1)/2 Dreieck

2 1, 3, 5, 7, 9, ..., (2n-1) 1, 4, 9, 16, 25, ..., n2 Quadrat 

3 1, 4, 7, 10, 13, ..., (3n-2) 1, 5, 12, 22, 35, ..., n(3n-1)/2 Pentagon

4 1, 5, 9, 13, 17, ..., (4n-3) 1, 6, 15, 28, 45, ..., n(2n-1) Hexagon

D E F

i n 1–( ) 1+

i n 1–( ) 1+

i n 1–( )
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%LOG������3OXULJHULFKWHWH�SRO\JRQDOH�3URJUHVVLRQ��

Da jeder polygonalen Zahl eine aus kongruenten Subpolygonen zusammengesetzte simi-
laritätskontinuierliche polygonale Figur entspricht, lässt sich die Zahlenreihe (5.1) d
den äquivalenten Ausdruck 

,  (5.4)

ersetzen. Hierbei bezeichnen 6�X, 6�Y und 6�Z die Anzahl Subpolygone der Ausgangs- u
der Endform sowie des gnomonischen Zuwachses. Wird für die Magnitude der po
nalen Figuren das mathematische Zeichen des Betrages herangezogen, so ist jed
bige Progressionsstufe durch 

 und   (5.5)

charakterisiert. Diese äusseren Rahmenbedingungen lassen sich nun derart ände
die Magnitude der sich jeweils aus den Progressionsstufen ergebenden polygonale
figur konstant gehalten wird. Mit 

(5.6)

gilt notwendigerweise 

. (5.7)

Die similaritätskontinuierliche Progression bei konstant gehaltener äusserer Mag
entspricht einer kontinuierlichen Unterteilung einer Figur. Die durch die Progres
gegebenen Unterteilungsstufen entsprechen der Frequenz dieser Figur. Die Freque
spricht dem Unterteilungsgrad jeder Kante der betrachteten Figur. 

Der erstgradigen Gnomonenreihe (5.2) entspricht für  die lineare Dreieck
gression. Aus der Zahlenreihe lassen sich durch die Bildung der ersten und der z
Differenz die Gnomonenreihe und der Gnomonengrad ableiten: 

3. In seinem 3URJ\PQDVPDWD�GH�VROLGRUXP�HOHPHQWLV�untersucht René Descartes die zwischen den Po
dern, den Gnomonen und den Polygonalzahlen bestehenden Zusammenhänge: /HV�FLQT�SRO\qGUHV�UpJX�
OLHUV�� VLPSOHPHQW� FRQVLGpUpV� WHOV� TX¶LOV� DSSDUDLVVHQW� SDU� HX[�PrPHV�� VH� IRUPHQW� SDU� DGGLWLRQ� G¶XQ
JQRPRQ��FRPPH�DYDLHQW�pWp�IRUPpHV�OHV�VXUIDFHV��/RUVTXH�QRXV�SHQVHURQV�FHV�ILJXUHV�FRPPH�PHVXUD�
EOHV��FH�GHYUD�rWUH�DYHF�GHV�XQLWpV�GH�PrPH�QDWXUH�TXH�FKDTXH�ILJXUH. Vgl. Descartes (1987). 

�L� *QRPRQHQUHLKH� 3RO\JRQDOH�=DKOHQUHLKH 3RO\JRQVIRUP

3 1, 3, 6, 9, 12, ..., 3(n-1) 1, 4, 10, 19, 31, ..., 1+3n(n-1)/2 Dreieck 

4 1, 4, 8, 12, 16, ..., 4(n-1) 1, 5, 13, 25, 41, ..., 1+4n(n-1)/2 Quadrat 

5 1, 5, 10, 15, 20, ..., 5(n-1) 1, 6, 16, 31, 51, ..., 1+5n(n-1)/2 Pentagon 

6 1, 6, 12, 18, 24, ..., 6(n-1) 1, 7, 19, 37, 61, ..., 1+6n(n-1)/2 Hexagon 
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Das sich aus der linearen Dreiecksprogression ergebende geometrische Muster ist durch
das terminale Similaritätszentrum und eine einzige Progressionslinie gekennzei
Bei jeder Progressionsstufe wird die trianguläre Punktfigur um eine dieser Stufe en
chende Anzahl Gnomonenpunkte ergänzt. Die entsprechende trianguläre Zahl g
gesamte Anzahl Dreieckspunkte an. 

%LOG������7ULDQJXOlUH�3URJUHVVLRQ�HUVWHQ�*UDGHV. 

Für die Bestimmung der Punktzahl progressiver Polyeder ist es angebracht, die P
des Dreiecks in Abhängigkeit von den geometrischen Grundelementen Kante und 
des Urdreiecks zu definieren: 

Beispielsweise kommen bei der oben für die fünfte Progressionsstufe dargestellten
gulären Punktfigur ersten Grades drei Punkte auf jeder der drei Urkanten und w
drei Punkte auf die Urfläche zu liegen. Bei der Darstellung der somit definierten R
mässigkeiten lassen sich erwartungsgemäss die erstgradige gnomonische und d
guläre Zahlenreihe erkennen. Über den somit hergeleiteten Ausdruck 

. (5.8)

lässt sich die Anzahl Punkte 3 eines aus ( Ecken, . Kanten und ) Flächen zusammenge
setzten progressiven Polyeders bestimmen. Die gesamte Anzahl Subflächen )6, aus wel-
cher das Dreieck in der Q-ten Progressionsstufe zusammengesetzt ist, lässt sich übe
Ausdruck

(5.9)

3URJUHVVLRQVVWXIH� �� � � � � ��� Q

*QRPRQHQJUDG�����'LIIHUHQ]�� � � � � � ��� �

*QRPRQHQUHLKH�����'LIIHUHQ]�� �� �� �� �� �� ���� Q�

�OLQHDUH�'UHLHFNVUHLKH� �� �� �� ��� ��� ����

3URJUHVVLRQVVWXIH� � � � � � ��� Q

�3XQNWH� � � �� �� �� ���

�(FNSXQNWH� � � � � � ��� �

�8UNDQWHQSXQNWH� � � � � � ���

�8UIOlFKHQSXQNWH� � � � � � ���

n n 1+( ) 2⁄

n n 1+( ) 2⁄

n 2–( )

n 3–( ) n 2–( ) 2⁄

P E K n 2–( ) F n 3–( ) n 2–( ) 2⁄[ ]+ +=

F
S

n 1–( )2
=



84

Drei-
st sich
kennen
kes der
 Drei-

iffe-

)

onnen
r 
aeders

rische
bestimmen. Die entsprechende Frequenz des Dreieckes, das heisst der Grad der Kanten-
unterteilung, ergibt sich über den Ausdruck

. (5.10)

%LOG������'UHLHFNH�PLW�OLQHDUHQ�)UHTXHQ]HQ��

Die tiefgreifende Korrelation, welche zwischen der linearen zahlentheoretischen 
ecksprogression und den entsprechenden geometrischen Figuren besteht, läs
anhand des Pascalschen Dreieckes illustrieren. Wie eine nähere Betrachtung er
lässt, gleichen die Zahlenreihen der ersten drei Kolonnen des Pascalschen Dreiec
zweiten und der ersten Differenz der linearen Dreiecksreihe sowie dieser linearen
ecksreihe selbst. 

%LOG������'DV�3DVFDOVFKH�'UHLHFN��

Die vierte Kolonne, welche die zweite und die dritte Kolonne als zweite und erste D
renz hat, liefert erwartungsgemäss die lineare tetraedische Zahlenreihe:

1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, ..., . (5.11

Dem Q-ten Glied dieser Zahlenreihe entspricht die Anzahl Punkte der aus Q linearen Pro-
gressionsstufen gebildeten tetraedischen Punktfigur. Die der vierten folgenden Kol
führen in die lineare Dreiecksgeometrie des Raumes höherer Dimensionen. Aus deN-ten
Kolonne lässt sich demzufolge die Punktsumme des linearprogressiven Hypertetr
des �N���-dimensionalen Raumes über den Ausdruck 

 (5.12)

entnehmen. Der N-ten Kolonne des Pascalschen Dreieckes lässt sich das geomet
Grundelement der �N���-ten Dimension und dementsprechend der Q-ten Zeile das trian-

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

f n 1–=

I � f 3= f 4= f 5=

n n 1+( ) n 2+( )
1 2 3⋅ ⋅

--------------------------------------

n n 1+( ) n 2+( )… n k 1–+( )
k!

-----------------------------------------------------------------------
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guläre Gebilde des �Q���-dimensionalen Raumes zuordnen. Über diese matrizi
Zuordnung lassen sich die geometrischen Eigenschaften eines triangulären Gebil
�Q���-dimensionalen Raumes entnehmen. Jedem Matrixelement �Q�N� entspricht nämlich
eine Pascalsche Zahl, welche angibt, aus wievielen geometrischen Grundelemen
�N���-ten Dimension eine lineare Dreiecksfigur des �Q���-dimensionalen Raumes besteh

Wie sich der obigen Matrix entnehmen lässt, besteht die trianguläre Figur des dreid
sionalen Raumes, des Tetraeders, aus vier Punkten, sechs Kanten, vier Fläch
einem Volumen. Mit diesen hier angegebenen Algorithmen lassen sich folglich die
metrischen Eigenschaften aller triangulären Gebilde des mehrdimensionalen Ge
herleiten. 

Der triangulären Punktfigur dritten Grades entspricht die sich aus der dreigra
Gnomonenreihe (5.3) ergebende polygonale Zahlenreihe:

Die trianguläre Dreiecksprogression weist ein urpolares Similaritätszentrum auf
musterbestimmenden Progressionslinien sind durch die drei Symmetrieachsen geg

%LOG�������7ULDQJXOlUH�3URJUHVVLRQ�GULWWHQ�*UDGHV�

Bei der in Abhängigkeit zu den geometrischen Grundelementen des Urpolygons 
legten Punktprogression einer drittgradigen Dreiecksfigur lassen sich die folge
Regelmässigkeiten erkennen:

P
un

kt

K
an

te

F
lä

ch
e

Vo
lu

m
e

n

H
yp

er
vo

l.

 Punkt 1 0 0 0 0

 Kante 2 1 0 0 0

 Dreieck 3 3 1 0 0

 Tetraeder 4 6 4 1 0

 Hypertetraeder 5 10 10 5 1

3URJUHVVLRQVVWXIH� �� � � � � ��� Q

*QRPRQHQJUDG�����'LIIHUHQ]�� � � � � � ��� �

*QRPRQHQUHLKH�����'LIIHUHQ]�� �� �� �� �� ��� ����

WULDQJXOlUH�'UHLHFNVUHLKH� �� �� ��� ��� ��� ����

� Q �–( )

� �Q Q �–( ) 2⁄�
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In Äquivalenz zum Ausdruck (5.8) lässt sich somit die Anzahl Punkte 3 einer progressi-
ven polyedrischen Punktfigur unter Verwendung der folgenden Beziehung bestimm

. (5.13)

Die totale Anzahl similärer Subformen )6 des drittgradig progressiven Dreieckes beträ

(5.14)

und die lineare Frequenz ergibt sich zu

. (5.15)

%LOG�������'UHLHFNH�PLW�WULDQJXOlUHQ�)UHTXHQ]HQ��

Durch trianguläre Progression dritten Grades unterteilte Dreiecksfiguren weisen di
rakterisierende Eigenschaft auf, dass die aussenliegenden Kanten der am Rand lie
Subdreiecke ab der dritten Progressionsstufe nicht mit der Urkante zusammenfalle
eine nähere Betrachtung erkennen lässt, entspricht diese dritte Progressionsstufe
eine doppelte trianguläre Einheit bezogenen dritten Progressionsstufe einer lineare
gression. Diese Regelmässigkeit ist auch für alle weiteren Progressionsstufen gült

Die der hexagonalen Dreiecksprogression entsprechende Zahlenreihe ergibt sich 
sechsgradigen gnomonischen Zahlenreihe (5.3). 

Das der hexagonalen Dreiecksprogression zugrunde liegende Muster weist alle S
trieachsen des äquilateralen Dreieckes als Progressionslinien auf. 

3URJUHVVLRQVVWXIH� � � � � � ��� Q

�3XQNWH� � �� �� �� �� ���

�(FNSXQNWH� � � � � � ��� �

�8UNDQWHQSXQNWH� � � � � � ���

�8UIOlFKHQSXQNWH� � � �� �� �� ���

3URJUHVVLRQVVWXIH: �� � � � � ... Q

*QRPRQHQJUDG�����'LIIHUHQ]�: � � � � � ... �

*QRPRQHQUHLKH�����'LIIHUHQ]�: �� �� ��� ��� ��� ...,

KH[DJRQDOH 'UHLHFNVUHLKH: �� �� ��� ��� ��� ...,

1 3n n 1–( ) 2⁄+

n 2–( )

1 3 n 1–( ) n 2–( ) 2⁄+

P E K n 2–( ) F 1 3 n 1–( ) n 2–( ) 2⁄+[ ]+ +=

F
s

3 n 1–( )2
=

I n 1–=

f 2= f 3= f 4=f 1=

6 Q �–( )

1 6n n 1–( ) 2⁄+
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%LOG�������7ULDQJXOlUH�3URJUHVVLRQ�VHFKVWHQ�*UDGHV��

Über die zwischen den Dreieckspunkten und den geometrischen Grundelement
Urdreiecks bestehenden progressiven Abhängigkeiten 

lässt sich die Anzahl Punkte 3 einer progressiven polyedrischen Figur in Analogie 
den Ausdrücken (5.8) und (5.13) über den Ausdruck 

 (5.16)

bestimmen. Die gesamte Anzahl similärer Subdreiecke )6 ergibt sich zu 

. (5.17)

Die über den Ausdruck 

 (5.18)

erhaltene hexagonale Frequenz des sechsgradig progressiven Dreieckes weist d
kuläre Eigenschaft auf, nur gerade Werte anzunehmen. 

%LOG�������'UHLHFNH�K|KHUHU�KH[DJRQDOHU�)UHTXHQ]HQ�

3URJUHVVLRQVVWXIH� � � � � � ��� Q

$Q]DKO�3XQNWH� � �� �� �� �� ���

$Q]DKO�(FNSXQNWH� � � � � � ��� �

$Q]DKO�8UNDQWHQSXQNWH� � � � � � ���

$Q]DKO�8UIOlFKHQSXQNWH� � � �� �� �� ���

1 6n n 1–( ) 2⁄+

Q �–( )

� � Q �–( ) Q �–( ) 2⁄�

P E K n 3–( ) F 1 6 n 1–( ) n 2–( ) 2⁄+[ ]+ +=

F
S

6 n 1–( )2
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Differentialgeometrische Flächenabbildung 

Die Abbildung einer Fläche auf eine andere setzt die Aufstellung eines Homomo
mus zwischen den beiden geometrischen Identitäten voraus. Die allgemeinste 
dung, die der Anschauung zugänglich ist, ist die stetige Abbildung. Bei ihr wird verl
dass sie umkehrbar eindeutig ist und dass benachbarte Punkte benachbart bleibe
stetige Abbildung kann also jede Figur beliebig verzerren, nur dürfen zusamme
gende Teile nicht auseinandergerissen und getrennte Teile nicht zusammengehef
den. Die Abbildung einer durch die Parameterdarstellung 

(5.19)

gegebenen Fläche Φ auf eine Fläche , 

, (5.20)

lässt sich über die Abbildungsfunktionen

 und   (5.21)

beschreiben. Im allgemeinen Fall erfährt eine Kurve . von Φ bei ihrer Abbildung auf 
eine Verzerrung. Mit den Bogenelementen 

 und 

(5.22)

ergibt sich das Quadrat der Längenverzerrung λ in Richtung von ., beziehungsweise 
im Punkt �X�Y� zu 

. (5.23)

Formal betrachtet gleicht die obige Definition der Längenverzerrung dem Ausdruc
die Normalkrümmung. Dementsprechend lassen sich bei der Abbildung einer FläΦ
auf eine andere Fläche  in jedem Punkt zwei Hauptverzerrungen λ1 und λ2 bestimmen.
Analog zu den Krümmungsmassen ergeben sich das Verzerrungsmass N und die mittlere
Verzerrung K der Abbildung von Φ auf  zu

 und (5.24)

x u v,( )=

Φ

x u v,( )=

u u u v,( )= v v u v,( )=

Φ

sd
2

E du
2

2 F dudv G dv
2⋅+⋅ ⋅+⋅=

sd
2

E du
2

2 F dudv G dv
2⋅+⋅ ⋅+⋅=

K

λl
2 sd 2

sd 2
-------- E du

2
2 F dudv G dv

2⋅+⋅ ⋅+⋅
E du2 2 F dudv G dv2⋅+⋅ ⋅+⋅
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Über die Flächenverzerrung 6 einer Abbildung von Φ auf  lässt sich das Verzerrungs
mass ebenfalls geometrisch deuten: 

. (5.26)

Das getreueste Bild einer Fläche gibt die längengetreue Abbildung, bei welcher di
dätische Entfernung zweier Punkte stets der geodätischen Entfernung ihrer Bildp
gleich ist, alle Winkel erhalten bleiben und geodätische Linien in geodätische L
übergehen. Für die längengetreue Abbildung müssen in entsprechenden Punk
Gauss’schen Krümmungen der Flächen übereinstimmen. Daher kann man auf ein
der Ebene nur solche Flächenstücke längentreu abbilden, deren Gauss’sche Krü
überall verschwindet, also beispielsweise kein Stück der Kugel. Jede Landkarte
infolgedessen Verzerrungen auf. 

Die winkelgetreue konforme Abbildung ist durch die Forderung gekennzeichnet,
die Winkel, unter denen sich zwei Kurven schneiden, unverzerrt wiedergegeben w
Bei dieser Abbildung ist , so dass die über den Ausdruck

(5.27)

gegebene Winkelverzerrung : zu null wird. 

Bei der flächentreuen Abbildung entspricht einem Flächenelement G$ auf Φ ein inhalts-
getreues Flächenelement  auf . Da der Flächeninhalt eines Flächenstückes ü
Ausdruck 

(5.28)

gegeben ist, ist die flächentreue Abbildung durch die folgende Beziehung definiert

. (5.29)

Geodätische Linien sind Kurven mit verschwindender geodätischer Krümmung κJ. Es
folgt daher für die geodätischen Kurven – falls V den Seitenvektor,  den Tangentenve
tor und  den Krümmungsvektor der Kurve  bezeichnen –, dass 

. (5.30)

Bei einer echten geodätischen Abbildung erfüllt nicht nur die Flächenkurve K auΦ,
sondern ebenfalls die Bildkurve  auf  die obige Bedingung (5.30). 

h
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Sphärische Abbildung eines Polyeders

Die azimutale Projektion stellt ein geeignetes Abbildungschema dar, nach welchem sich
die zwei geometrischen Identitäten der Kugel und der Ebene homomorphisch ein
verknüpfen lassen. Die charakterisierenden Eigenschaften jeder azimutalen Ve
fungsart sind durch die Lage des Projektionpunktes 3 gegeben. Bei den kartographische
Entwürfen wird zwischen der gnomonischen, der stereographischen und der orthog
schen normalen Projektion unterschieden, je nachdem, ob der Projektionspunk3 im
Kugelmittelpunkt, im azimutalen Gegenpol oder in der unendlichen Ferne liegt 4. 

%LOG�������*QRPRQLVFKH��VWHUHRJUDSKLVFKH�XQG�RUWKRJUDSKLVFKH�D]LPXWDOH�3URMHNWLRQHQ��

Jeder in eine Kugel einschreibbare konvexe Polyeder definiert ein diskontinuier
Punktsystem der Kugel. Da der Kugelmittelpunkt gleichzeitig geometrisches Zen
des konvexen Polyeders ist, lässt sich über die gnomonische Zentralprojektion
geeignete Homomorphie zwischen den beiden geometrischen Körpern herstellen.
Punkt der azimutalen Ebene entspricht ein Diametralpunktepaar der Kugel, so
maximal eine Hemisphäre über die Zentralprojektion planar abgebildet werden kan
aber der Polyeder einen durch Ebenen abgeschlossenen konvexen Raum eins
lässt sich die gesamte Kugel zentralprojektiv auf den Polyeder abbilden 5. Bei der Zen-
tralprojektion erzeugt das durch den Polyeder definierte System äquivalenter K
punkte eine diskontinuierliche Deckgruppe der projizierten Ebene. Diese proje
Ebene lässt sich direkt als ein Modell der elliptischen Ebene ansehen, wenn die G
heit von Längen und Winkeln in diesem Modell nicht euklidisch, sondern durch
sphärische Trigonometrie einer Hilfskugel bestimmt werden. Den euklidischen Ge

4. Die Kartographie befasst sich mit der Abbildung der als Kugel oder Ellipsoid modellierten Erde auf die
Ebene. Da es nach dem Gauss’schen 7KHRUHPD�HJUHJLXP unmöglich ist, die Kugel längentreu auf di
Ebene abzubilden, weisen alle Karten mehr oder weniger ausgeprägte Verzerrungen auf, so 
Wahl der zwischen den beiden geometrischen Gebilden zuzuordnenden Verknüpfungsart von de
zungszweck abhängig ist. In der Geographie, in der Geodäsie und in der Navigation sowie in Ve
darstellungen werden die flächentreuen (äquivalenten), die winkeltreuen (konformen) und die te
längentreuen Projektionen bevorzugt. Beim kartographischen Entwurf lassen sich bei einer Glie
nach der Art der Abbildungs-, beziehungsweise Abbildungshilfsfläche die azimutale, die zylindr
(nach G. Mercator auch als Mercatorprojektion bezeichnet) und die konische Abbildung untersch
Bei der Gliederung nach der Stellung der Abbildungsfläche zur Erdachse werden die eben ange
Entwürfe normale Abbildungen genannt. Über eine Koordinatentransformation können zude
schiefwinkligen und die transversalen Entwürfe berechnet werden. Vgl. Hoschek (1984) sowie
und Wilson (1984). Die kartographischen Entwürfe waren den griechischen und vermutlich scho
ägyptischen Kartographen des Altertums bekannt. Die exakte Anleitung zur Konstruktion von Gr
zen nach Ptolemäus bildete die Grundlage der in Verbindung mit den Seekarten des 15. und den
matikern des 18. Jahrhunderts entstandenen modernen Kartographie. 
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und Strecken entsprechen in der elliptischen Geometrie die Grosskreise und die Gross-
kreisbögen. Daraus ergeben sich zwei die Unterschiede zwischen der euklidisch
elliptischen Geometrie charakterisierende grundsätzliche Merkmale. Erstens entsp
den sich in das Unendliche erstreckenden euklidischen Geraden die geschlossen
ven der elliptischen Geraden, und zweitens existieren parallele, das heisst sich
schneidende euklidische Geraden, während zwei elliptische Geraden stets 
Schnittpunkt aufweisen 6. Die Zentralprojektion besitzt die wichtige Eigenschaft, da
bei der Abbildung die Grosskreise der Kugel als euklidische Geraden abgebildet w
Da beide Kurven gleichzeitig geodätische Linien sind, ist die Zentralprojektion eine
dätische Abbildung. Nach dem Beltramischen Theorem gibt es ausser den Fläche
stanter Gauss’scher Krümmung keine Fläche, die auf die Ebene geodätisch abg
werden kann 7. 

%LOG�������'LH�VSKlULVFKH�=HQWUDOSURMHNWLRQ�GHV�2NWDHGHUV��

Allgemein lässt sich eine geodätische Linie als die ökonomischste Beziehung zwi
zwei Erscheinungen andeuten. Geometrisch lassen sich die geodätischen Linien
Linien der kürzesten Entfernung zwischen zwei Punkten auf einer Fläche deuten.
ein materieller Punkt, der gezwungen ist, auf einer vorgegebenen Fläche zu b
von einem anderen auf der gleichen Fläche befindlichen materiellen Punkt ange
wird, dann bewegt er sich in Abwesenheit äusserer Kräfte auf einer geodätischen
Auch nimmt ein über eine vorgegebene Fläche gespannter elastischer Faden di
einer geodätischen Linie an. Diese Verknüpfung mit den physikalischen Energie
malprinzipien lässt erkennen, dass die geodätischen Linien die Lösung des 
tionproblems

5. Der kartographische Entwurf von Buckminster Fullers '\PD[LRQ�PDS der Erde beruht auf der Zentral-
projektion einer Kugel auf einen eingeschriebenen regulären oder semiregulären konvexen Po
Beispielsweise werden bei der Ikosaederabbildung 20 geodätische Dreiecke, deren Kanten Gro
der Kugel sind, auf 20 äquilaterale planare Dreiecke abgebildet. Bei der ikosaedischen Pro
beträgt der neutralisierte sphärische Exzess einzig 12°, so dass die Distorsion dementspreche
gehalten werden kann. Durch die als Abwicklung bezeichnete Auseinanderfaltung des Polyede
den die Dreiecke auf der gleichen Kartenebene dargestellt. Bei der '\PD[LRQ�PDS wird eine bestimmte
Anzahl Kugelgrosskreise als Polyederkanten geodätisch abgebildet. Die weitere Unterteilung d
sprechenden sphärischen und planaren Polygone erfolgt jedoch nicht über Zentralprojektion,
jeweilig äquidistanter Unterteilung die Distorsion kleiner gehalten wird. Vgl. Buckminster Fu
(1983), Lord und Wilson (1984). 

6. In der Geometrie dienen die gnomonische Zentralprojektion und die dem Poincaréschen 
zugrunde liegende stereographische Abbildung als Modelle für die nichteuklidischen elliptische
hyperbolischen Ebenen. 

7. 7KH�RQO\�VXUIDFHV�ZKLFK�FDQ�EH�JHRGHVLFDOO\�PDSSHG�XSRQ�WKH�SODQH�DUH�WKRVH�RI�FRQVWDQW�FXUYDWXUH.
Die Beweisführung des Beltramischen Theorems ist bei Struik (1961) auffindbar. 

\

]

O

RK 1 2⁄( )l= RU 2 2⁄( )l=

\

] ]

\
O

O

[



92

rung

le in

und in
e der
konve-
yeder-
 als ein

ntinu-
r ver-
trische
olye-

ss alle
entrum
 sphäri-

a Vinci
 durch

. Velt-

r
nendli-

Seifen-
ischen
euten. 
 (5.31)

darstellen, wobei V�die Bogenlänge zwischen zwei Punkten bezeichnet. Die Forde
(5.31) lässt sich dann erfüllen, falls die geodätische Krümmung κJ auf der Verbindungs-
kurve verschwindet:

. (5.32)

Die geodätische Linie ist somit eine Kurve auf einer Fläche, deren Hauptnorma
jedem Flächenpunkt in die Richtung der Flächennormalen fällt 8. 

Unter Verwendung der soeben aufgezeichneten zentralprojektiven Homomorphie 
Umkehrung der Abbildungsrichtung lässt sich eine diskontinuierliche Punktgrupp
Ebene auf ein Stück der Kugeloberfläche abbilden. Bei einem eingeschriebenen 
xen Polyeder gehen bei der Zentralprojektion die die Eckpunkte verbindenden Pol
kanten in Grosskreise der Kugel über, so dass der euklidisch geodätische Polyeder
elliptischer geodätischer Polyeder abgebildet wird 9. 

%LOG�������'HU�VSKlURLGH�2NWDHGHU��

Die Polyeder höherer Frequenzen bestimmen bei der Zentralprojektion ein disko
ierliches System äquivalenter Kugelpunkte, welches einige Lösungen für die hie
folgte ebene Pflasterung der Kugel ergibt. Das erhaltene sphäroidische geome
Gebilde lässt sich als derjenige Körper deuten, welcher über die Dilatation eines P
ders höherer Frequenzen entsteht, falls die Dilatation der Forderung unterliegt, da
Punkte nach dem Dilatationsprozess den gleichen Abstand zum geometrischen Z
aufweisen sollen. Es ist naheliegend, dass bei zunehmendem Frequenzgrad die
sche Gestalt approximiert wird 10. 

8. Vgl. Struik (1961). 
9. Der sphäroide Oktaeder diente der Erstellung einer berühmten Weltkarte, welche Leonardo d

zugeschrieben wird, und bei welcher jeweils die vier hemisphäregleichen sphärischen Dreiecke
azimutale Projektion und durch Umklappung in der azimutalen Ebene dargestellt werden. Vgl
man (1986). 

10. Demzufolge lässt sich die in Platos 7LPDLRV als GXUFK�'UHKXQJ� NXJHOI|UPLJ��PLW� DOOVHLWLJ� JOHLFKHP
$EVWDQG� YRQ�GHU�0LWWH� DXV�QDFK�GHU�DEVFKOLHVVHQGHQ�2EHUIOlFKH�� JHUXQGHW�bezeichnete Gestalt de
Kugel nur dann erhalten, wenn die Anzahl Punkte des diskontinuierlichen Systems gegen das U
che strebt. Bei der Erzeugung kugelförmiger Gestalten, wie beispielsweise der gewichtlosen 
blase, verfügt die Natur einzig über eine endliche Anzahl atomarer Teilchen. Bei einer mikroskop
Betrachtung sind demzufolge solche Konstruktionen der Natur als sphäroidische Polyeder zu d

δs 0=

κg 0=
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Die zentralprojektive sphärische Abbildung einer dreieckigen ebenen Fläche $%&�unter-
teilt die Kugelfläche in zwei sphärische trianguläre Bereiche. Falls die ebene Fläche$%&
den Kugelmittelpunkt nicht beinhaltet, muss notwendigerweise jeder der Kantenw
α, β und γ einer der beiden sphärischen Flächen kleiner als π sein. Die durch diese dre
Winkelgrössen gegebene Summe muss jedoch grösser als π sein: 

. (5.33)

Die Differenz δ zwischen der Summe der drei sphärischen Kantenwinkel und derjen
des entsprechenden Dreiecks der euklidischen Ebene wird als sphärischer Exz
sphärischen Dreiecks bezeichnet: 

. (5.34)

%LOG�������6SKlULVFKH�$EELOGXQJ�HLQHV�SODQDUHQ�'UHLHFNHV�$%&��

Die geodätischen Dreiecksseiten D, E und F sind durch die Winkel zwischen den Ortsve
toren gegeben, und lassen sich somit über die Skalarprodukte bestimmen. Für die 
länge D gilt beispielsweise:

. (5.35)

Die Kantenwinkel des sphärischen Dreiecks lassen sich über die senkrecht zu d
durch das Vektortrio UD,�UE�und�UF aufgespannten Ebenen bestimmen. Die Normalvek
ren Q� und Q� des Punktes $ ergeben sich über das Vektorprodukt zu

 und  . (5.36)

Über das Skalarprodukt beider normaler Vektoren, , folgt 
den Winkel α zwischen den Kanten E und F des sphärischen Dreieckes: 

. (5.37)

Die sphärische Dreiecksfläche ist durch den nachstehenden Ausdruck gegeben: 

. (5.38)

αi π αi π αi α β γ, ,{ }=,>∑,<

δ αi∑ π–=

U$ U%

U&

A B

C

D

E

F

Q�

Q�

α

acos rB rC⋅( ) rB rC⋅( )⁄=

n1 rA rB×= n2 rA rC×=

n1 n⋅ 2 n1 n2 αcos=

αcos rA rB×( ) rA rC×( )⋅= rA rB× rA rC×⁄

A r
2 δ⋅=
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Jeder beliebige Punkt 3 des Raumes lässt sich über drei linear unabhängige nichtko
nare Grundvektoren H,, H,, und H,,, eindeutig festlegen. Die drei Einheitsvektoren d
dreidimensionalen Koordinatensystems definieren sechs Oberflächenpunkte un
Symmetriepunkt einer Einheitskugel. Im Spezialfall des rechtwinkligen kartesis
Koordinatensystems bilden die durch die drei Einheitsvektoren festgelegten Richtu
ein senkrechtes Richtungstripel, welches den Raum in acht Oktanten zerlegt. In d
partikulären Fall entsprechen die sechs Oberflächenpunkte den sechs Ecken eine
eders. 

%LOG�������'DV�RUWKRQRUPDOH�%DVLVV\VWHP�^HL�`��

Offensichtlich definiert jede reguläre Punktanordnung auf einer Kugeloberfläche
multidimensionales reguläres Koordinatensystem, dessen Ursprung durch den Kug
telpunkt gegeben ist. Da jeder der in eine Kugel einschreibbaren regulären Polyed
diskontinuierliche Punktgruppe der Kugel erzeugt, ist die Anzahl und die Konfigura
regulärer Punktanordnungen durch die fünf Platonischen Polyeder gegeben. Unt
Platonischen Körpern weist einzig der Tetraeder keine Ursprungspunktsymmetri
Zusammen mit seinen vier Gegenpolpunkten definieren die vier tetraedischen Eckp
die acht Eckpunkte des Hexaeders. Dementsprechend definieren die vier tetraed
Eckpunkte nur die positiven Richtungen des durch den Hexaeder gegebenen, den
in sechs Hexanten zerteilenden vierdimensionalen Koordinatensystems. Zusätz
den durch den Oktaeder und den Hexaeder beziehungsweise den Tetraeder ge
drei- und vierdimensionalen Koordinatensystemen existieren zwei weitere reg
Koordinatensysteme, welche durch den Ikosaeder und den Dodekaeder gegebe
Aufgrund der durch die Winkelgrösse  gegebenen Konfiguration ist die Kanten
länge des Ikosaeders dem Radius der Umkugel gleich, womit das ikosaedische s
mensionale Koordinatensystem durch seine Omniäquidistanz geprägt ist. 

Drei beliebige auf der Oberfläche der Einheitskugel liegende Punkte $,�% und & definie-
ren drei Einheitsvektoren HL, { }. Der Ortsvektor U jedes Punktes 3, welcher
in der durch die drei Punkte aufgespannten Ebene liegt, lässt sich als eine Summ
parallel zu den Grundvektoren HL stehenden Vektoren darstellen:

. (5.39)

H,,

H,,,
H,

π 3⁄

i I II III, ,=

r r1 eI⋅ r2 eII⋅ r3 eIII⋅+ +=
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%LOG�������'HU�LQ�$EKlQJLJNHLW�GHU�*UXQGYHNWRUHQ�HL�GHILQLHUWH�9HNWRU�U�

Eine beliebige durch das Punkttripel $%& – jeweils durch die Ortsvektoren D,E und F
definiert – gegebene Ebene enthält die Kantenvektoren � �, � � und � �.
Falls der Ortsvektor U einen Punkt 3 der Ebene definiert, lässt sich diese Ebene als
geometrische Ort aller Vektoren � �, � � und � � andeuten. Das Skalarpro
dukt dieser Flächenvektoren mit dem normal zur Ebene stehenden Vektor Q, welcher sich
aus dem Vektorprodukt zweier dieser Kantenvektoren ergibt, 

, (5.40)

muss dann null ergeben:

. (5.41)

Jeder dem obigen Ausdruck genügende Ortsvektor U definiert einen Flächenpunkt 3��

Bei mehrfach unterteilten Dreiecken lassen sich die durch die Unterteilung gege
Schnittpunkte 3 in Abhängigkeit vom Frequenzgrad I bestimmen. Für die Koordinaten
DI, EI und FI des Punktes 3 gilt mit

, , (5.42)

die Beziehung 

,  wobei . (5.43)

%LOG��������SL�Q��:HUWH��

Für jeden durch die Ausdrücke (5.43) eindeutig definierten Frequenzpunkt mus
Summe der Skalare DLI�der Frequenz I gleich sein: 

,

,,

,,,

0

B

C

P

U

H,,
H,

H,,, A

Q

E D– F D– F E–

U D– U E– U F–

n b a–( ) c a–( )×=

r a–( ) n⋅ r b–( ) n⋅ r c–( ) n⋅ 0= = =

λi ni f⁄= n 1 2 3 … f, , , ,{ }= i a b c, ,{ }=

a
i
f a

i λi⋅= a
i

a b c, ,{ }=

I

A B

0

A,B

0II

III

C
1

2

3

1

2

3

I II,

1

2

3

B

C
III

I IIA

f 3=
1

2
3

P1 

P1 0 2 1, ,( )=
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Jeder aus Q Eckpunkten bestehende konvexe Polyeder definiert eine bestimmte Anzahl
linear unabhängiger Grundvektoren HL, ^ `. Bei den in eine Einheits-
umkugel einschreibbaren Platonischen und Archimedischen Körpern sind die Grun
toren sogar gleich den Ortsvektoren dieser Eckpunkte. Jeder innerhalb einer durc
Ortsvektoren definierten Ebene liegende Punkt 3 lässt sich vorteilhaft mit Hilfe der ent
sprechenden Grundvektoren nach der oben beschriebenen Systematik definieren.
sätzlich besteht jedoch der Bedarf, die somit bestimmte Punktanordnung übe
einziges orthogonales kartesisches Grundkoordinatensystem konzis zu erfassen
Folge wird daher die dazu nötige Koordinatentransformation dargelegt.

Für die Transformation der schiefwinkligen Koordinaten werden die Vektoren HL in
einem ursprungsgleichen rechtwinkligen Koordinatensystem derart eingelegt, das
der Grundvektoren, H,,,, mit der ]-Koordinatenachse zusammenfällt. Ferner soll einer 
zwei übrigen Grundvektoren in einer Koordinatenfläche liegen. Der Winkel zwisc
den die Ebene Σ aufspannenden Vektoren H, und H,, sei mit ϕ und derjenige zwischen
dieser Ebene und dem dritten Grundvektor H,,, mit ϑ bezeichnet. 

%LOG�������=XU�.RRUGLQDWHQWUDQVIRUPDWLRQ��

Das durch die Grundvektoren bestimmte schiefwinklige Koordinatensystem sei i
Folge als (ξ, η, ζ ) und die zugehörigen Einheitsvektoren mit Hξ , Hη und Hζ bezeichnet. In
diesem Koordinatensystem ist ein betrachteter Punkt 3 über die Koordinaten  (ξP,ηP,
ζP) bestimmt. Die weiteren Betrachtungen erfolgen über die Projektion des Punk3
und der Ebene Σ in die �[�\�-Grundriss- und in die �\�]�-Seitenrissebene. Bei der Projek
tion auf die Grundrissebene erfährt die durch die Vektoren Hξ und Hη aufgespannte Ebene

 eine Projektionsverzerrung , welche durch den Ausdruck 

(5.45)

gegeben ist. Die Abhängigkeiten der Koordinaten ξP und ηP des Punktes 3 zu den proji-
zierten Koordinaten  und  lassen sich demzufolge in folgender Form darlege

, (5.46)

. (5.47)

af bf cf+ + f=

i I II III … N, , , ,=

[

\

,

,,

] ,,, 

I’

I II,( )∠ ϕ=

I z,( )∠ II z,( )∠ ϑ= =

90° ϕ–
0

A

C

ϑ

Σ
B

Σ λ Σ Σ'⁄=

λ eξ eξ '⁄ eη eη '⁄ 1 ϑsin( )⁄= = =

ξP' ηP'

ξP' ξP ϑsin⋅=

ηP' ηP ϑsin⋅=
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Form
%LOG�������*UXQG��XQG�6HLWHQULVVH�GHV�YHNWRULHOOHQ�*UXQGV\VWHPV��

Die Koordinate [3 des Punktes 3[ ergibt sich mit

(5.48)

und unter Berücksichtigung des Ausdruckes (5.46) zu 

. (5.49)

Für die Koordinate \3 des Punktes 3\ gilt der Ausdruck 

. (5.50)

Unter der Verwendung von (5.47) und (5.49) lässt sich die obige Beziehung in die 

(5.51)

umschreiben. Mit

(5.52)

ergibt sich die Koordinate ]3 des Punktes 3] dementsprechend zu 

. (5.53)

Unter der Verwendung einer Transformationsmatrix 7 der Form

(5.54)

lassen sich die somit erhaltenen Ergebnisse über den Ausdruck 

, ,  (5.55)

ϕ

ξ’

[

A’

B’

0

P’

Ax

a

R’

ϑ

Px

Py

Pη’

Pξ’

B

By
0

y η’=

y η’=

π 2⁄ ϕ–

Py

Pη

Pη’

Σ’

] ζ 

Pz

P’’x y,

P’’ξ η,

C

Pζ

η

R

xP ξP' ϕsin⋅=

xP ξP ϑ ϕsin⋅sin⋅=

yP ηP ' xP ϕtan( )⁄+=

yP ηP ϑsin⋅ ξP ϑ ϕcos⋅sin⋅+=

zP ζP yP ϑtan( )⁄+=

zP ζP ηP ϑcos⋅ ξP ϑ ϕcos⋅cos⋅+ +=

T
ϑ ϕsin⋅sin( ) 0 0

ϑ ϕcos⋅sin( ) ϑsin 0

ϑcos ϕcos⋅( ) ϑcos 1

=

xp T ξp⋅= xp xp yp zp, ,{ } ξp ξp ηp ζp, ,{ }
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bestimmen. Wie ersichtlich ist, werden die orthogonalisierten schiefwinkligen Aus-
gangskoordinaten nur im Ausnahmefall denjenigen des Grundkoordinatensystems ent-
sprechen, da das betrachtete �[�\�]�-Koordinatensystem innerhalb eines � � � �-
Grundkoordinatensystems gedreht liegen kann. 

%LOG�������=XU�7UDQVIRUPDWLRQ�]ZHLHU�XUVSUXQJVJOHLFKHU�.RRUGLQDWHQV\VWHPH��

Jeder Einheitsvektor HD ist in einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem
durch seinen Richtungskosinus, das heisst den Kosinus der Winkel zwischen der zu
beschreibenden Richtung und den positiven Koordinatenachsen, definiert:

. (5.56)

Im � � � �-Grundkoordinatensystem sind dementsprechend die orthogonal zueinander
stehenden Einheitsvektoren H[, H\ und H] durch den folgenden Ausdruck gegeben: 

, . (5.57)

Unter Verwendung einer Drehmatrix ', 

, (5.58)

können die orthogonalisierten Koordinaten �[�\�]� über den Ausdruck

,  und   (5.59)

in Koordinaten des Grundsystems transformiert werden. Wie sich aus der Zusamm
zung beider Ausdrücke (5.55) und (5.59) ergibt, erfolgt die Transformation der 
gangskoordinaten (ξP, ηP, ζP) in das Grundkoordinatensystem unter Verwendung e
allgemeinen Transformationsmatrix , 

, (5.60)

über die Beziehung

. (5.61)

x y z

ea

x

y

z

γacos

x

y

z

x

y

z

αacos
βacos

ea αacos βacos γacos, ,{ }

x y z

ei αicos βicos γicos, ,{ } i x y z, ,{ }=

D

αxcos αycos αzcos

βxcos βycos βzcos

γxcos γycos γzcos

=

xp D xp⋅= xp xp yp zp, ,{ } xp xp yp zp, ,{ }

T

T T D⋅=

xp T ξp⋅=
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Die zentralprojektive Abbildung eines mehrfach unterteilten Polyeders erlaubt die
Erzeugung einer diskontinuierlichen sphärischen Punktgruppe. Diese Punktgrup
durch die Äquidistanz zu einem fixen geometrischen Zentralpunkt gekennzeichne
der Zentralprojektion wird ein durch den Ortsvektor  eindeutig bestimm
auf einer Polyederfläche liegender Punkt 3 auf die Kugeloberfläche abgebildet. Au
grund der zentralprojektiven Eigenschaften ist der Abbildungspunkt  durch den 
vektor

(5.62)

gegeben. Die zentralprojektive Abbildung  lässt sich über den Verknüpfungs
tor 

 (5.63)

erfassen. Für die Ortsvektoren beider Punkte 3 und  gilt somit die Beziehung

. (5.64)

%LOG�������=XU�]HQWUDOSURMHNWLYHQ�$EELOGXQJ�

Betragsmässig sind die Ortsvektoren   und  durch ein Dilatationsmass λ, 

, (5.65)

miteinander verknüpft. Der durch Umformung erhaltene Ausdruck 

(5.66)

lässt sich durch das Einsetzen der bekannten Grössen für  und  in die Form

(5.67)

umschreiben. Der gesuchte Vektor  des sphärischen Punktes  ist durch den Au

(5.68)

U U HU 

P

r r er=

P P→

u u er=

P

r r u+=

A

E

R

0

θ

[

]

C

P1

P2

P1

P2

[

]

\ r1

u1
r 2

O

U U

λ r r u+ r= =

λ r r⁄=

U U

λ R x
2

y
2

z
2

+ +[ ]1 2⁄⁄=

U P

r λ r=
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gegeben. Die gesuchten Koordinaten lassen sich somit über das Gleichungstrio 

, ,  (5.69)

bestimmen. Für den Abstand O  zweier auf der Kugeloberfläche liegender projiziert
Punkte  und  gilt 

. (5.70)

Der gesuchte Ortsvektor  lässt sich vorteilhaft unter Anwendung sphärischer Koo
ten bestimmen. Der betrachtete Punkt 3 des Polyeders ist durch die kartesischen Koor
naten �[�\�]� gegeben. Mit den Transformationsgleichungen 

, ,  (5.71)

lässt sich der Ortsvektor des Punktes 3 durch die Kugelkoordinaten  angebe
Der zentralprojektive Einheitsvektor des Punktes 3 und der gesuchte Ortsvektor  habe
die Koordinaten

 und  (5.72)

Der obige Ausdruck (5.70) für den Abstand O zwischen zwei benachbarten Punkten 
und  ergibt sich unter Berücksichtigung der Transformationsgleichungen (5.71) 

. (5.73)

%LOG�������6SKlULVFKH�$EELOGXQJ�HLQHV�2NWDHGHUV�]ZHL��XQG�GUHLIDFKHU�)UHTXHQ]��

Für die Veranschaulichung soll nun auf die zentralprojektive Abbildung des Oktae
dreifacher Frequenz quantitativ eingegangen werden. Die oktaedrische Punktg
weist den Vorteil auf, dass die Grundvektoren der Eckpunkte mit dem Grundkoor
tensystem zusammenfallen. Aus diesem Grund lässt sich der Ausdruck (5.61) in d
gende Form vereinfachen: 

. (5.74)

xi xi R x
2

y
2

z
2

+ +( )1 2⁄⁄= xi x y z, ,{ }= xi x y z, ,{ }=

P1 P2

P1P2 l x2 x1–( )2
y2 y1–( )2

z2 z1–( )2
+ +[ ]

1 2⁄
= =

U

r x
2

y
2

z
2

+ +( )1 2⁄
= ϕ y x⁄( )atan= θ x

2
y

2
+( )1 2⁄

z
2⁄atan=

U r ϕ θ, ,( )
U

er 1 ϕ θ, ,( ) r R ϕ θ, ,( )

P1

P2

l 2 R
2

2 R
2 θ1sin θ2 ϕ1 ϕ2+( ) θ1cos θ2cos⋅+cos⋅sin⋅( )–[ ]

1 2⁄
=

[ \

]

[ \

]

xp ξp=
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Die Koordinaten der in der oktaedrischen Fläche liegenden Frequenzpunkte 3 lassen
sich unter Berücksichtigung der obigen Gleichung (5.74) und unter Verwendung de
geleiteten Beziehung (5.43) bestimmen. Die Bedingung (5.44) – konstante Quers
für alle Punkte – ist hierbei stets erfüllt. 

%LOG��������[�\�]��3XQNWZHUWH�GHU�RNWDHGULVFKHQ�'UHLHFNVIOlFKH�GUHLIDFKHU�)UHTXHQ]�

Die gesuchten zentralprojizierten Punkte lassen sich über den Ausdruck (5.68) 
hungsweise (5.69) bestimmen. Für eine Einheitskugel lassen sich die gesuchten K
naten aus der nachstehenden Tabelle entnehmen. Die gesuchten Kantenlängen 
sich über die Beziehung (5.70). Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des äquilat
Dreiecks – vgl. Bild 5.3, pp. 80 – ist die Geometrie der aus 108 Stäben besteh
sphäroiden oktaedrischen Struktur dreifacher Frequenz mit nur vier Stablängen, w
zwei gleich sind, eindeutig bestimmt 11.

%LOG�������$XIJHNODSSWH�3DUNHWWLHUXQJ�HLQHV�.XJHORNWDQWHQ��

11. Vgl. Buckminster Fuller (1975), Kenner (1976), Migliari (1975). 

P x y z λ
003 0 0 3 0 0 1

030 0 3 0 0 1 0

300 3 0 0 1 0 0

102 1 0 2 0

201 2 0 1 0

012 0 1 2 0

021 0 2 1 0

210 2 1 0 0

120 1 2 0 0

111 1 1 1

Pi - Pj 003-102 102-201 102-111 102-012

l 0.4595 0.6325 0.6714 0.6325

0,0,3

0,3,0

1,0,2

1,2,02,1,0

2,0,1

3,0,0

0,1,2

0,2,1

[ \

]

1,1,1

x y z
1 3⁄
1 3⁄
1 3⁄

1 5⁄ 2 5⁄ 1 5⁄
2 5⁄ 1 5⁄ 1 5⁄

1 5⁄ 2 5⁄ 1 5⁄
2 5⁄ 1 5⁄ 1 5⁄

2 5⁄ 1 5⁄ 1 5⁄
1 5⁄ 2 5⁄ 1 5⁄
1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄ 1 3⁄

A

AA

A

A

A

B

B B
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Kartesische Sphärendilatation 

Jeder auf der Oberfläche einer Einheitskugel liegende Punkt 3 ist durch seinen Ortsvek
tor  bestimmt. Während des Dilatationprozesses wird der betrachtete Pu3
entlang einer durch den Ortsvektor HU definierten Trajektorienachse ex- oder implos
bewegt. Die durch den Betrag des Dilatationvektors Y bestimmte Endlage dieser Bewe
gung definiert einen Abbildungspunkt  im Raum, dessen Ortsvektor  durch den
druck 

 (5.75)

gegeben ist. Die Raumlage des Abbildungspunktes  lässt sich demzufolge in A
gigkeit einer einzigen Parametergrösse, dem Dilatationsmass λ, eindeutig bestimmen.
Der Transformationsprozess einer gesamten sphärischen Punktgruppe ist durch e
tationsfeld 9 bestimmt, über welches jedem Punkt 3L ein Dilatationsmass λL�eindeutig
zugeordnet wird:

. (5.76)

Über diese ganzheitliche Betrachtung lassen sich bei der Dilatation der sphär
Punktgruppe topologische Konfigurationen, Formen und Kräfte in einen eindeu
Zusammenhang bringen 12. Die Dilatation wird als orthogonal-regulär bezeichnet, fa
das neugebildete Punktsystem drei senkrecht aufeinanderstehende Symmetrie
aufweist, und falls die Dilatationsmasse für die auf den kartesischen Achsen lieg
Punkte Hauptwerte annehmen und somit dilatationscharakterisierende Eigensc
besitzen. Diese Dilatationseigenschaften lassen sich in diesem Fall formell übe
Ausdruck

(5.77)

herleiten. Für die Formbestimmung ist es sinnvoll, einen der Dilatationshauptwer
eine Einheitsdilatation anzunehmen:

. (5.78)

Alle sphärischen Punktgruppen, welche nach der Transformation auf eine anal
beschreibbare Oberfläche der Form

(5.79)

12. Diese Überlegungen knüpfen an die sphärischen Vektorfelder 9 der Physik an, bei denen die Länge d
an einem Punkt angreifenden Kraftvektors vom Betrag U des Ortsvektors U abhängt. Beispiele hierfür
liefern die über den Ausdruck  hergeleiteten Newtonschen und C
lombschen Kraftfelder. 

U HU 

P’ U’

0P’ r’ r v+ 1 v+( )er λ er= = = =

P’

r’ V er ,= V λi{ }=

V c r 3⁄( )r c r 2⁄( ) r r⁄( )= =

D λx λy λz, ,( )

D λx 1 λy λx λz λx⁄,⁄,=( ) D 1 λy λz, ,( )↔

x
k

a
k⁄( ) y

m
b

m⁄( ) z
n

c
n⁄( )+ + 1=
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zu liegen kommen, unterliegen einer orthogonal-regulären Dilatation. Unter Ver
dung der Dilatationscharakterisierung (5.78) lässt sich der obige Ausdruck in die F

(5.80)

umschreiben. Falls die drei Exponentenvariablen den Wert zwei annehmen, bild
dilatierte Punktmenge ein Ellipsoid mit den Hauptachsen . 

%LOG�������'LODWDWLRQ�HLQHV�VSKlULVFKHQ�2NWDHGHUV�GUHLJUDGLJHU�)UHTXHQ]��

Die Richtung des Ortsvektors  eines Abbildungspunktes  ist durch
bekannten Einheitsvektor  gegeben. Für die Bestimmung der unbeka
Parametergrösse  ist es zweckmässig, den Ortsvektor 

,  (5.81)

aller in der �[�\�-Ebene liegender Abbildungspunkte  erstmals zu bestimmen. Alle
aus der orthogonal-regulären Dilatation ergebenden Punkte  der �[�\�-Ebene müssen
der durch den Ausdruck

(5.82)

definierten ebenen Kurve genügen. Mit 

,  (5.83)

ergibt sich die Komponente  der Ortsvektoren  aller auf der Kurve (5.82)
gender Punkte über die Lösung der Exponentialgleichung 

. (5.84)

Falls die beiden Exponenten gleich sind, , so ergibt sich die gesuchte Gröss
den Ausdruck

x
k

y
m λy

m⁄( ) z
n λz

n⁄( )+ + 1=

1 λy λz, ,( )

[
\

]

λy

λz

1.0

U' U' HU P'
HU ϕ θ �� �( )

r'

r' r' er rϕ eϕ= = eϕ ϕ θ, π 2 1,⁄=( )

P'
P'

x
k

y
m λy

m⁄( )+ 1=

x rϕ ϕcos⋅= y rϕ ϕsin⋅=

r' rϕ= U'

rϕ
k ϕm
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m---------
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--------------–+ 0=
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%LOG�������=XU�HOOLSVRLGHQ�'LODWDWLRQ�GHU�6SKlUH��

Zusammen mit der ]-Achse spannt die durch die Winkelkoordinate ϕ definierte Achse εϕ
eine Ebene auf, welche eine Schnittkurve enthält, die durch die Gleichung

 (5.86)

definiert ist. Für die Koordinate εϕ gilt:

. (5.87)

Unter Verwendung der Ausdrücke für die Koordinatentransformationen

, (5.88)

ergibt sich die gesuchte sphärische Koordinate  über die Gleichung

. (5.89)

Bei Exponentengleichheit  lässt sich der obige Ausdruck in die Form

(5.90)

umschreiben. Bei gewissen geometrischen Gebilden können die zwei Exponente
meter P und Q den gleichen Wert annehmen. Mit  ergibt sich durch das Einse
des Ausdruckes (5.85) in (5.90): 

. (5.91)

rϕ
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m

λy
m ϕm
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---------------------------------------------------
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Lokale Dilatationen 

Über die dargelegten Ausdrücke lässt sich die sphärische Punktgruppe derart ab
dass alle Punkte ein regelmässiges Muster auf einer durch die Gleichung (5.80) de
baren Oberfläche bilden. Die Formgruppe dieser Oberfläche ist durch die drei Exp
tenvariablen N, P und Q gegeben. Bei gegebener Formgruppe ergibt sich die 
kartesischen Orthogonalität unterliegende Proportionsform des geometrischen Ge
aus den den beiden Achsenpunktpaaren zugeordneten Dilatationsmassen  und 
Dilatationsmasse 

(5.92)

des Dilatationfeldes 9 müssen jedoch keineswegs diesen aufgezeichneten differe
geometrischen Zwängen unterliegen. Sicherlich ist in diesem Zusammenhang von
esse, einem beliebigen sphärischen kardinalen Punkt . ein Dilatationsmass λ.
willkürlich zuzuordnen und gleichzeitig eine Störungsfläche $6 zu bestimmen, innerhalb
welcher die Punkte ein vom Wert eins verschiedenes Dilatationsmass annehmen:

 . (5.93)

Gleichzeitig soll aber die Funktion  für die innerhalb dieser Fläche liegen
Punkte den sich aus den praktischen Zweckmässigkeiten ergebenden Stetigkei
dernissen genügen. Bei einem automatisierten Dilatationsprozess liessen sich übe
Methode beliebige Dilatationen erzeugen. Insbesonders liessen sich mehrere ka
Punkte bestimmen und automatisch superponieren. Der hier vorgeschlagene Ansa
lediglich eine der vielen denkbaren Möglichkeiten dar. Es wird hier von einer sinusin
Dilatation ausgegangen. 

Der die Störung verursachende kardinale Punkt . der Einheitskugel sei durch die beide
Winkelkoordinaten  und ,

, (5.94)

eindeutig bestimmt. Die Richtung  des Ortvektors  definiert eine kardi
Achse ζ,

, (5.95)

entlang welcher der Punkt . eine Verschiebung erfahren soll. Die Abbildung des Punk
K ist durch den Ortsvektor

(5.96)

gegeben. Die sich aus der Einheitskugel und der durch die beiden Achsen ] und ζ aufge-
spannten Ebene ergebende Schnittkurve stellt einen Grosskeis J, das heisst einen Ein

λy λz

λ f ϕ θ,( )=

r' VS er= VS λ P A
S∈∀

1.0 P A
S∉∀


=

f ϕ θ,( )

ϕ K θ K

r
K

er
K ϕK θK,( )=

ϕK θK,( ) U K

eζ er
K

=

K': r K ϕK θK λK, ,( )=
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heitskreis, dar. Bei der Verschiebung erzeugt . eine in der durch �gegebenen
�]�ζ�-Ebene liegende Störungskurve, deren Anfangs- und Endpunkte 6� und 6�

�durch die
Störungswinkel 

 und  (5.97)

gegeben sind. Die Bogenlänge der auf der sphärischen geodätischen Kurve lieg
abzubildenden Punkte beträgt demzufolge . 

%LOG�������=XU�'HILQLWLRQ�GHV�3XQNWHV�.�XQG�GHU�6W|UXQJVOlQJH�GHV�*URVVNUHLVHV�J�

In der Folge wird mit dem gleichen Störungswinkel,

, (5.98)

operiert. Im hier angenommenen Fall soll die Störungskurve, um die Stetigkeitserfo
nisse zu gewährleisten, einen im rechtwinkligen kartesischen �[�]�-Koordinatensystem
durch den Ausdruck 

(5.99)

gegebenen sinusidalen Verlauf annehmen. 

%LOG�������'DUVWHOOXQJ�YRQ�U�I�U� �LQ�$EKlQJLJNHLW�GHV�:LQNHOV�θ �

Mit den Substitutionen
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S S
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 (5.100)

für die Dilatation des kardinalen Punktes ., respektive die Störungslänge und den S
rungsanfang, ergibt sich das Dilatationsmass  für die im Störungsbe
liegenden Punkte der geodätischen Linie zu 

 (5.101)

für alle

, . (5.102)

Für die Definition der die Störungsfläche $6 umrandenden Störungskurve V ist es sinn-
voll, die Störungskurve auf die definierte ζ-Achse zu beziehen. 

%LOG�������'DUVWHOOXQJ�YRQ�U�I�U� �LQ�$EKlQJLJNHLW�GHV�:LQNHOV� �

Bezieht man das über den obigen Ausdruck gegebene Dilatationsmass λ auf die durch
den Ortsvektor des Punktes . definierte ζ-Achse ( ), so gilt mit  der
umgeformte Ausdruck (5.101)

, 

. (5.103)

Die Störungskurve V, welche die Störungsfläche $V umrandet, lässt sich vorteilhaft übe
die Koordinaten  und  des rechtwinkligen ( , ,ζ)-Koordinatensystems herleiten. Di
Raumlage dieses Koordinatensystems bezüglich des ([�\�])-Grundkoordinatensystems
ergibt sich über eine Drehung um die ]-Achse um die Winkelgrösse  und eine Rota
onsbewegung um die -Achse um den Betrag . Die durch die beiden Koordin
achsen  und  aufgespannte Ebene Π schneidet somit die ([,\)-Ebene entlang der -
Achse. 

A λK
=

ω π 2θS⁄=

µ0 π 2⁄( ) 1 θK θS⁄–( )=

λ ϕ K( ) f θ( )=
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%LOG�������=XU�5DXPODJH�GHV�� � �ζ��.RRUGLQDWHQV\VWHPV�

Die Koordinaten ϕ und θ eines im ( , ,ζ)-Koordinatensystem definierten Punktes 3�las-
sen sich über die nachstehenden Transformationsgleichungen bestimmen: 

, 

. (5.104)

%LOG�������=XU�7UDQVIRUPDWLRQ�GHU�.RRUGLQDWHQ� �XQG� ��

Falls für alle -Werte die Koordinate  den konstanten Wert  annimmt, 

, (5.105)

stellt die Störungskurve V einen Kleinkreis der Einheitskugel dar, und die Ortsvekto
der die Kurve V bildenden Punkte 6 stellen die Mantelfläche eines Rotationskegels d
Der Rotationskegel lässt sich zum allgemeinsten Kegel umformen, falls die Koord

 keinen konstanten Wert  annimmt

. (5.106)
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In diesem Fall schneidet der unregelmässige Kegel eine nichtebene unreguläre ge
sene Kurve V auf der Einheitskugel. 

%LOG�������=XU�GXUFK�GHQ�NDUGLQDOHQ�3XQNW�.�HU]HXJWHQ�6W|UXQJVIOlFKH�$V�

Für den Rotationskegel stellt das auf die ζ-Achse bezogene Dilatationsmass innerha
der Störungsfläche einzig eine Funktion der Koordinate  dar, und der Ausdruck (5
ist für alle  gültig. In diesem Fall lässt sich (5.102) wie folgt umschreiben:

. (5.107)

Falls die Schnittkurve V eine Funktion der Winkelkoordinate  darstellt, so gilt 

, (5.108)

wobei, damit die Störungskurve V geschlossen ist, die Bedingung 

, (5.109)

erfüllt werden muss, und der Ausdruck (5.101) wird zu

. (5.110)

%LOG�������'LH�6W|UXQJVNXUYH�V�DOV�6FKQLWWNXUYH�GHU�.XJHOREHUIOlFKH�PLW�HLQHP�.HJHO��
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Zum Gradienten des Verzerrungsmasses

Bei der Dilatation wird jedem abzubildenden Punkt 3 über ein Dilatationsfeld 9 ein
Dilatationsmass λ zugeteilt. Dabei wird ein betrachtetes Grosskreissegment der Einh
sphäre mit der Bogenlänge α durch Deformation und Verzerrung als eine ebene Ku
mit der Bogenlänge  abgebildet. Die sich aus dieser Dilatation ergebende Läng
zerrung λO lässt sich differentialgeometrisch über den Ausdruck (5.23) bestimmen
der Gradient der Dilatationsmasse der auf einem Grosskreis liegenden Punkte 3�verhält-
nismässig hohe Werte annehmen kann, ergeben sich bei der Dilatation benac
Abbildungssegmente, deren Bogenlängen die entsprechende Disparität aufweisen

%LOG�������=XP�3UREOHP�GHU�XQWHUVFKLHGOLFKHQ�/lQJHQYHU]HUUXQJ�λ��

Dem zwei Punkte 3� und 3� verbindenden Grosskreisegment der Einheitskugel mit 
Bogenlänge α entspricht bei einer diskreten sphärischen Punktmenge die Sehne m
über den Ausdruck 

. (5.111)

gegebenen Länge O. Beim Dilatationsprozess erfährt die Sehne eine kombinierte La
und Längenänderung. Wird den beiden betrachteten Punkten 3� und 3� das gleiche Dila-
tationsmass λ1 zugeordnet, so erfährt die Verbindungsstrecke O eine translatorische
Bewegung, deren vektorieller Betrag  durch die Beziehung 

 (5.112)

gegeben ist. Die gleichzeitige Längenänderung  dieser Strecke beträgt 

. (5.113)

Die Ortsvektoren der Endpunkte der translatorisch abgebildeten Strecke sind dur
Einheitsvektoren , beziehungsweise  und das Dilatationsmass λ1 bestimmt.
Falls einem der beiden Punkte eine zusätzliche Dilatation  erteilt wird,
so erfährt die betrachtete Strecke eine Rotation ω um den festgehaltenen Punkt. De
Betrag dieser Rotation, welche die Kreissehne als Nullreferenz aufweist, ergibt sich
den nachstehenden Ausdruck

. (5.114)

Die sich aus der translatorischen und rotatorischen planaren Bewegung und der
zusammenhängenden Längenverzerrung ergebende Streckenlänge  beträgt

α

α
α

α1 α2

S

K

θS

l 2 α 2⁄( )sin⋅=

Z

w λ1 1–[ ] α 2⁄( )cos=

∆ l

∆ l 2 λ1 1–[ ] α 2⁄( )cos=

Hr P1( ) Hr P2( )
∆λ λ2 λ1–( )=

ωtan λ2 λ1–( ) λ2 λ1+( )⁄=

l
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. (5.115)

Der Längenunterschied  zweier benachbarter abgebildeter Strecken stellt bei ko
gehaltenem Öffnungswinkel α eine Funktion des Gradienten des Betrages der Rota
ω dar. 

%LOG�������=XU�$EELOGXQJ�HLQHU�]ZHL�VSKlULVFKH�3XQNWH�YHUELQGHQGHQ�6WUHFNH�O��

Sowohl aus statischen als auch aus konstruktiven Gründen empfiehlt es sich, d
den Ausdruck (5.70) beziehungsweise (5.73) gegebenen Abstände benachbarter a
deter Punkte  nur innerhalb festgelegter Grenzen zu variieren. Diese Forderun
sich erfüllen, indem der Frequenzgrad I eines betrachteteten sphärischen Polygons
Abhängigkeit des Betrages ω des Rotationvektors abgestuft verändert wird: 

. (5.116)

%LOG�������,Q�$EKlQJLJNHLW�GHV�5RWDWLRQVJUDGLHQWHQ�EHVWLPPWH�)UHTXHQ]�I��

Die den hier niedergelegten Überlegungen dienenden Berechnungen liessen sich 
haft mit Hilfe automatisierter Prozesse durchführen. Insbesondere würden grap
unterstützte Berechnungsvorgänge den Dilatationsprozess durch Visualisierung
erfassbar machen. Über lokale Dilatation liessen sich einzelne kardinale Punkte i
sicht auf deren Auswirkung verschieben. Durch die Visualisation könnten die di
Prozess zugrunde liegenden Parameter beliebig und zielgerichtet geändert werde
zig unter der Verwendung solcher Mittel könnten beliebige, eventuell sich gegen
beeinflussende kardinale Punkte verschoben werden. Aufgrund der gestellten 
keitserfordernisse lassen sich beliebige Störungsfelder überlappen, wobei die e
chenden Dilatationswerte superponiert werden können. Im automatisierten Prozes
sich eine obere und eine untere Schranke für die Verbindungsstrecke zweier mitei
verknüpfter Punkte festlegen. In Abhängigkeit dieser Angabe liesse sich die Fre
jedes sphärischen Polygons automatisch der hier aufgezeichneten Systematik f
generieren. 
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Die konzeptuelle Untersuchung struktureller Zusammenhänge bedarf des grund
chen Verständnisses der mechanischen Verhältnisse. 5LFKWLJHV�.RQVWUXLHUHQ – mit den
Worten Girkmanns – VHW]W�GLH�.HQQWQLV�GHV�6SLHOV�GHU� LQQHUHQ�.UlIWH�YRUDXV��XQG�GHU
.RQVWUXNWHXU�PXVV�]XJOHLFK�ZLVVHQ��GXUFK�ZHOFKH�0DVVQDKPHQ�HU�GDV�.UlIWHVSLHO�J�Q�
VWLJ�]X�EHHLQIOXVVHQ�YHUPDJ 1. Hierbei gilt es, die Intuition und das statische Gefühl 
Sinne einer vernünftigen Kombination von Einfachheit und Genauigkeit zu lenk2.
Dass das Bauwerk niemals der Berechnung entstammen sollte, müsste eigentlich
bereits Torroja und Nervi zum Ausdruck gebracht haben – weiterhin fester Besta
des ingenieurmässigen Denkens sein. 1XU�ZHQQ�PDQ�GDV�7UDJZHUN�³YRQ�+DQG´�DQDO\�
VLHUW�KDW��NDQQ�PDQ�GHQ�.UDIWIOXVV�YHUIROJHQ�XQG�GDQDFK�NRQVWUXLHUHQ 3. Es sollte somit
umgekehrt die Berechnung sein, die für die Überprüfung der Standsicherheit un
Festigkeit der Skizze des Tragwerks entspringt. 

Oft bildet die Plastizitätstheorie den geeigneten mechanischen Ansatz für die qual
und quantitative Erfassung des Tragverhaltens einer unter Lasteinwirkung steh
Struktur. Die plastizitätstheoretischen Untersuchungen sind durch eine Visualisier
macht und einen engen Bezug zu den phänomenologischen Ereignissen geprägt,
klassischen elastischen Theorie unerreichbar bleiben. Dass für die Ermittlung der
spruchungen gekrümmter Flächentragwerke dennoch die Elastizitätsgesetze hera
gen werden, dürfte primär mit dem mangelhaften räumlichen Überblick, den das
dium dem Ingenieur vermittelt, zusammenhängen. Darüberhinaus darf grundsä
postuliert werden, dass der Ausnützungsgrad der Materialien eines solchen Trag
eher gering ausfällt, womit sich die Annahmen des ungerissenen Zustandes, der 
genität, der Isotropie und der Linearelastizität grundsätzlich vertreten lassen. In 
tracht dieser Tatsachen empfiehlt es sich, die Untersuchung elementarer Zusa
hänge bei der Lastabtragung mit Hilfe der Elastizitätstheorie nachzuvollziehen 4. Der
qualitativen Untersuchung instabilitätsgefährdeter gekrümmter Flächen liegt hing
ein rein geometriebehaftetes Problem zugrunde, da das Tragverhalten von Schale
das überkritische Verhalten, das heisst durch die Last-Deformationsbeziehung
Erreichen der linearen kritischen Last, bestimmt ist. Im allgemeinen ist eine mar
Traglastabnahme im überkritischen Bereich zu verzeichnen, was für die Imperfek
sensibilität von Schalen verantwortlich ist 5. 

1. Girkmann (1963). 
2. Bereits einfache Überlegungen können statisch überzogene Konzepte verwerfen. In diesem Zus

hang seien die – trotz allem ästhetisch vollkommenen – punktgestützten Schalen des Sydne
House von Jørn Utzon erwähnt, die aufgrund realitätsfremder Vorstellungen über das Tragverhal
die Herstellung zu einem finanziellen und terminlichen Misserfolg wurden. 

3. Schlaich (1986). 
4. Vgl. Anhang A 2, pp. 161. 
5. Selbstverständlich bedarf die quantitave Erfassung des Beulens der Berücksichtigung aller mat

dingter Nichtlinearitäten. Vgl. hierzu Anhang A 3, pp. 163. 



113

tellung
elche

lche in
ächen
chnitt-
jedem
te und
nd –

lement

ei die

n über
sdrük-

tz der
tspre-

e: 

 wird
e Aus-
Membrantheorie 

Der Versuch, das Kräftespiel einer Fläche mechanisch zu erfassen, führt zur Vors
des zweidimensionalen Kontinuums, das heisst der materialisierten Fläche, w
Kräfte übertragen und Formänderungen erleiden kann. Um die Schnittgrössen, we
diesem Kontinuum wirken, dem Studium des mechanischen Verhaltens von Fl
zugänglich zu machen, bedarf es der Berücksichtigung der an jeder Einheit der S
längen wirkenden Spannungskomponenten. Innerhalb des Kontinuums werden 
Flächenelement einer imaginären Schnittfläche eine Normalspannungskomponen
zwei Schubspannungskomponenten – zur Mittelfläche parallel und normal wirke
übertragen. Bei einem im kartesischen Koordinatensystems definierten Flächene
sind diese Komponenten als σx, τyx und τzx in einem durch  festgelegten
Schnitt und dementsprechend als σy, τxy und τzy in einem Schnitt parallel zur \-Achse
definiert. Nach dem bekannten Satz der elementaren Festigkeitslehre gilt hierb
Gleichheit . 

%LOG������=XU�'HILQLWLRQ�GHU�6FKQLWWNUlIWH��

Die gesuchten Schnittkraftgrössen folgen aus der Integration dieser Komponente
die Stärke der Fläche. Die Membrankräfte ergeben sich in diesem Sinn aus den Au
ken 

,  und (6.1)

, . (6.2)

Aus den beiden letzten Formeln geht hervor, dass die beiden Schubkräfte tro
Gleichheit der Schubspannungen nur bei Nabelpunkten gleich sind. Aus der en
chenden Integration der dritten Schubspannungskomponente folgen die Querkräft

, . (6.3)

Zur Kennzeichnung der möglichen Ungleichmässigkeit der Spannungsverteilungen
der Begriff des Momentes herangezogen. Es ergeben sich daraus die durch di
drücke 

, (6.4)

x konst.=

τxy τyx=

[
\

]
U[ U\

K

nx σx 1 z ry⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫= ny σy 1 z rx⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫=

nyx τyx 1 z ry⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫= nxy τxy 1 z rx⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫=

vx τzx 1 z ry⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫= vy τzy 1 z rx⁄–( ) zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫=

mx σx z⋅ 1
z
ry
----– 

  zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫= my σy z⋅ 1
z
rx
----– 

  zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫=
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, . (6.5)

Bei gekrümmten dehnsteifen Flächenstrukturen ohne Biegesteifigkeit dürfen di
Mittelfläche parallel wirkenden Spannungen als gleichmässig über die FlächenstäK
verteilt angenommen werden 6. In diesem Fall werden die Biege- und Drillmomen
(6.4) und (6.5) sowie demzufolge die Querkräfte (6.3) zu null, 

, (6.6)

und die 10 unbekannten Grössen reduzieren sich auf nur drei Membrankräfte, die
die vereinfachten Ausdrücke 

,  und   (6.7)

bestimmt werden können 7. Die Membranfläche setzt demzufolge einer Verbiegung, 
heisst einer Änderung der Krümmungsverhältnisse der Mittelfläche, keinen elasti
Widerstand entgegen und ist umgekehrt imstande, bei geeigneten Randbeding
spannungslose Formänderungen auszuführen, die nicht einmal unendlich klein sei
sen. 

%LOG������'HILQLWLRQ�GHU�SRVLWLYHQ�0HPEUDQVFKQLWWNUlIWH��

Für die Aufstellung der Grundgleichung der Membrantheorie werden die Untersuc
gen der Einfacheit halber an einem ebenen Schalenelement durchgeführt und an

6. Damit der Spannungszustand in einer Fläche als biegefrei angesehen werden kann, müssen 
Voraussetzungen erfüllt sein: Die Mittelfläche muss stetig gekrümmt sein; die Flächenstärke da
nur stetig ändern; die Flächenlasten müssen stetig verteilt sein; die Randkräfte müssen tange
Mittelfläche gerichtet sein; bei den Auflagerungen darf die Formänderung der Fläche nur soweit 
dert werden, dass die dadurch erzeugten Zwangskräfte ebenfalls tangential zur Mittelfläche g
sind. Vgl. Girkmann (1963). 

7. Diese können somit im Fall einer statisch bestimmten Lagerung aus den Gleichgewichtsbedin
allein bestimmt werden, ohne dass dazu die elastischen Formänderungen herangezogen werd
sen. Vgl. Billington (1982), Flügge (1957), Kollár (1984). 

myx τyx z⋅ 1
z
ry
----– 

  zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫= mxy τxy z⋅ 1
z
rx
----– 

  zd
h– 2⁄

h 2⁄

∫=

mx my mxy myx vx vy 0= = = = = =
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men, dass es sich um gewöhnliche kartesische Koordinaten handelt. Aus
Ergebnissen in der �[�\�-Ebene können die realen Schnittkräfte ermittelt werden. 
Verknüpfungen zwischen den Membranschnittkräften und deren Projektionen au
horizontale Ebene sind durch die Beziehungen 

, ,  (6.8)

gegeben. Definitionsgemäss lässt sich eine Spannungsfunktion  einführen,
zweite Ableitungen den horizontalen Projektionen der Membranschnittkräfte gleich 

, 

, 

. (6.9)

Daraus lässt sich eine einzige partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
 aufstellen, 

, 

, (6.10)

die das Kraftprojektions-Gleichgewicht jedes Flächenelementes ausdrückt 8. Für den
wichtigen Fall, dass nur normale Lasten auftreten, gilt mit 

 und  (6.11)

die Membrangleichung 

. (6.12)

Die Randbedingung für diese Gleichung besteht in einer Vorschrift über den Wert
Schnittkraft am Rande, also in einer Vorschrift über die zweite Ableitung von 
Wie sie sich im Einzelfall auswirkt, hängt von der Funktion �ab. Strenge Lösun-
gen der Differentialgleichung sind nur für wenige Sonderfälle der Schalenform un
Belastungsverteilung bekannt, so dass daher die Integration zumeist auf numeri
Wege erfolgen muss 9. 

8. Vgl. Billington (1982), Flügge (1957), Girkmann (1963). 
9. Kollár (1984) untersucht die notwendigen und hinreichenden Randbedingungen, die zur einde

Lösung der Membrangleichung führen, in Abhängigkeit von der Gauss’schen Krümmung der Flä

nx nx αcos βcos⁄= ny ny βcos αcos⁄= nxy nxy=

F x y,( )

nx F
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2∂ x
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Bei biegesteifen Flächen – Schalen – darf nicht von einer konstanten Spannungs
lung über die Querschnittsfläche ausgegangen werden. Für das Erfassen der Be
chungen müssen demzufolge die Gleichungen (6.1) bis (6.5) herangezogen werde
ses Verhalten der Schale lässt sich auf die drei Ursachen statisch bedingte Bi
Biegung aus der Unverträglichkeit der Verformungen und starke Krümmungsänd
der Fläche zurückführen. Die statisch bedingte Biegung ist eine Folge von auf der 
steifen Fläche konzentriert oder linienförmig wirkenden Lasten, von Auflagerbedin
gen, die das Einleiten bestimmter Randkräfte, die zur Erhaltung des Membran
nungszustandes notwendig sind, nicht gewährleisten können, oder von Flächenbe
mit zu grossen Krümmungsradien. Bei Behinderung der dem Membranspannun
stand entsprechenden Verformungen entstehen zusätzliche Biegedeformationen a
Randstörungen – Biegung aus der Unverträglichkeit der Verformungen –, anhand
cher die Kontinuität hergestellt wird. Eine zu starke Krümmungsänderung der Fl
welche sich beispielsweise aus unbehinderter Deformation ergeben kann, kann l
oder globalen Charakter haben. Falls die Störung rasch abklingt, kann der Mem
spannungszustand, der allein das statische Gleichgewicht der Schale sichert, du
Biegebeanspruchungen überlagert werden. Haben diese Biegebeanspruchungen
einen globalen Charakter, so muss das aus Membrankräften und Biegung best
globale Kräftespiel untersucht werden. 

Strenge Lösungen für die Erfassung der Biegebeanspruchungen existieren ein
einige analytisch einfache Flächen wie die Rotations- und Zylinderflächen 10. Die Ursa-
che dafür besteht primär in dem grossen Aufwand, welcher mit der analytischen E
lung der Biegebeanspruchungen allgemein geformter Flächen verbunden ist 11. Einige
bedeutende Vereinfachungen sind jedoch möglich, falls die betrachtete Fläche als 
charakterisiert werden kann, das heisst wenn das Verhältnis der Stichhöhe zur 
weite etwa 1:5 nicht übersteigt. Unter dieser Annahme darf für den Neigungswinα
der Fläche 

 und   (6.13)

angenommen werden 12. Die Bestimmung der Beanspruchungen der biegesteifen Fl
erfolgt entweder direkt anhand der Verschiebungsfunktion oder über die Erstellun
Gleichgewichtes. Für die Lösung über die Verschiebungsfunktionen wird von den
unbekannten Verschiebungsfunktionen 

,  und   (6.14)

10. Vgl. Billington (1982), Flügge (1957), Girkmann (1963), Wlassow (1958). 
11. Andererseits erübrigt es sich aufgrund der heutzutage zur Verfügung stehenden Methode der

Elemente, eine allgemeine komplexe analytische Theorie aufzustellen. 
12. Wlassow (1958). Für eine parabelförmige Leitlinie entspricht die Bedingung  einer m

malen Randneigung von . 

αcos 1= αsin α=

f l⁄ 1 5⁄=
α 38°=

u u x y, z,( )= v v x y, z,( )= w w x y, z,( )=
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in kartesischen Koordinaten ausgegangen. Das Aufstellen der Gleichgewichtsbedingun-
gen an einem Flächenelement und die Substitution aller statischen Grössen du
obigen Funktionen und deren Ableitungen nach dem Elastizitätsgesetz führt zu 
Gleichungssystem, welches aus drei gekoppelten Differentialgleichungen besteht. 
Gleichungssystem weist als unbekannte Grössen neben den Last- und Formfunkti

 und  (6.15)

die unbekannten Verschiebungsfunktionen auf. Die Lösung der drei Gleichungen e
unter Einbezug der Randbedingungen für die Verschiebungsfunktionen. Aus den
schiebungen lassen sich dann auch die gesuchten Schnittgrössen ermitteln. 

Bei der Lösung über Gleichgewichtserstellung werden die unbekannten statischen
sen durch eine Spannungsfunktion �und die senkrecht zur Mittelfläche wirkend
Verschiebung durch die Verschiebungsfunktion  ausgedrückt. Für 

 und   (6.16)

führt dieser Ansatz zu dem Gleichungspaar 

, (6.17)

. (6.18)

Hierbei gilt für die verwendeten Operatoren 

, (6.19)

 . (6.20)

In physikalischer Hinsicht drücken die erste Gleichung die Gleichgewichtsbedingu
Richtung der Flächennormalen und die zweite Gleichung die Verträglichkeitsbedin
aus. Für schwach gekrümmte Flächen lässt sich also das mechanische Geschehe
System, welches aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen für zwei skalare Fu
nen besteht, zurückführen. Die Membranschnittkräfte der Fläche lassen sich üb
ermittelte Spannungsfunktion  mit Hilfe der Ausdrücke (6.8) bestimmen. Die
der Biegesteifigkeit herrührenden Momente und die Querkräfte lassen sich über di
schiebungsfunktion  anhand der folgenden Ausdrücke bestimmen: 

, 

p p x y, z,( )= z z x y, z,( )=

F x y,( )
w x y, z,( )
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LF E t
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 (6.21)

sowie 

 und  . (6.22)

Für die Biegesteifigkeit gilt 

. (6.23)

Die krümmungslose Fläche entspricht dem Speziallfall der Platte beziehungswei
Scheibe. Für diese wird der Pucher-Operator (6.19) zu null, so dass das Gleichun
(6.17) und (6.18) sich auf 

, (6.24)

 (6.25)

reduziert. Die Plattengleichung (6.24) gestattet es, die Verzerrungen, Moment
Querkräfte einer Platte über ihre Durchbiegung Z auszudrücken. Der in der Elastizität
theorie als Airysche Biharmonische Gleichung bezeichnete Ausdruck (6.25) dien
Beschreibung des ebenen Spannungszustandes einer Scheibe. Die im Pucher-O
enthaltenen Krümmungseigenschaften der Fläche üben einen wesentlichen Einflu
die Verteilung der Schnittgrössen der Fläche, das heisst auf den gegenseitigen E
der Kräftesysteme der Platte und der Scheibe, aus. Bei Flächen mit zu vernachl
Biegesteifigkeit, 

, (6.26)

entfallen die zweiten Glieder der Ausdrücke (6.17) und (6.18). Das Gleichungspaar
ziert sich dementsprechend auf 

, (6.27)

. (6.28)

Die Integration der Membrangleichungen kann durch die Bestimmung der Airys
Spannungsfunktion aus dem ersten Ausdruck – der Gleichung (6.12) entsprechend
die konsequente Ermittlung der Verschiebungsfunktion aus dem zweiten Aus
schrittweise erfolgen. In vollkommener Analogie zu der Balkentheorie ist die Mem
demzufolge ein innerlich statisch bestimmtes System. 
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Elastische Beultheorie

Das Beulen von auf Druck beanspruchten imperfektionsfreien, linear elastischen
chenstrukturen entspricht einer Gleichgewichtsverzweigung des Membranspannu
standes. Bei apriorischer Wirkung zusätzlicher Biegebeanspruchungen, die sich a
Belastungsanordnung oder aus geometrischen Imperfektionen ergeben, liegt ein
nungsproblem nach der Theorie zweiter Ordnung vor, welches allgemein und in A
gie zur Knick- und Kippbiegung als Beulbiegung bezeichnet wird. Bei der id
elastischen Fläche führen die auf kleine Deformationen begrenzten Differentialrec
gen aus Gleichgewicht und Verträglichkeit zu einem Eigenwertproblem. Der da
resultierende kleinste Wert entspricht der linearen kritischen Last der Fläche. 
Beullast wurde erstmals für den unter achsialer Belastung stehenden imperfek
freien, linear elastischen elastischen Zylinder bestimmt 13. Hierbei gilt der Ausdruck

 . (6.29)

Der analoge Ausdruck für den unter Aussendruck stehenden Kreiszylinder lautet 14

. (6.30)

Für die unter Aussendruck stehende ideale Kugel ist die lineare kritische Last dur
folgende Beziehung bestimmt 15:

. (6.31)

Allgemein lässt sich die linear kritische Beullast über den Ausdruck 

(6.32)

erfassen 16. Diese Proportionalitätsbeziehung lässt erkennen, dass die linear krit
Last direkt von dem Elastizitätmodul ( und dem Verhältnis der Flächenstärke K zum
Krümmungsradius 5 abhängt. Insbesondere verdeutlich dieser Ausdruck, welchen 
fluss die einfache und die doppelte Krümmung auf die Beullast ausüben. Im Extre
Zylinder/Kugel unterscheiden sich die Beullasten um eine ganze Potenz von 

13. Die kritische Beullast des unter achsialer Beanspruchung stehenden Zylinders wurde 1908 durch
Lorenz und 1910 durch Timoshenko hergeleitet. Lorenz und Southwell haben 1911 und 1914 die
Lösungen für die antimetrische Beulfigur verallgemeinert. Vgl. Lorenz (1908) und (1911) s
Timoshenko (1910). 

14. Herleitung durch Southwell und von Mises. Vgl. Mises (1914) und Southwell (1913/15). 
15. Die symmetrische kritische Beullast wurde von Zoelly 1915 hergeleitet. Wie 1932 van der Neut b

sen konnte, ist die symmetrische der antimetrischen Beullast gleich. Vgl. Neut (1932), Zoelly (1
16. Isler schlägt allgemein vor, für unter Manteldruck stehende Schalen für den Exponenten Q zwischen 2

und 3 liegende Werte anzunehmen: . Vgl. Isler (1982). 
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Bei der unter Aussendruck stehenden Kugelfläche kann neben dem erwähnten Ve
gungsproblem ebenfalls ein Divergenzproblem vorliegen. Divergenzprobleme 
durch das Durchschlagen der Fläche unter Einfluss einer bestimmten Last in eine
ebenfalls stabile Gleichgewichtslage gekennzeichnet 17. Die Art der Instabilitätserschei-
nung einer sphärischen Fläche – Verzweigung oder Durchschlag – ist von den geo
schen Verhältnissen und vom Belastungsbild abhängig 18. 

%LOG������'XUFKVFKODJXQJV��XQG�9HU]ZHLJXQJVSUREOHP��

Bei den elastischen Stabtragwerken ist im allgemeinen eine gute Übereinstimmun
schen den mit der linear elastischen Theorie erhaltenen theoretischen Knicklaste
den experimentellen Ergebnissen festzustellen. Bei der Platte liefert die linear elas
Beullast sogar konservative Werte, was auf die Kräfteumlagerung, welche auf der
vierung der Dehnsteifigkeit beruht, zurückzuführen ist. Bei den Schalen ist hingeg
allgemeinen eine Abnahme der Traglast im überkritischen Bereich zu beobachten
experimentelle Untersuchungen wiesen darauf hin, dass die Traglast der ze
gedrückten Kreiszylinderschale um 60% der ideal elastischen Beullast geringer au
kann 19. Diese abfallende Tendenz wurde durch alle weiteren experimentellen Tät
ten bestätigt. Die bis 1960 durchgeführten Versuche zeigten, dass die tatsächlich
last der zentrisch gedrückten Kreiszylinderschale beim 0.11- bis 0.83-fachen der
linearen kritischen Last liegen kann 20. Diese Ergebnisse lassen erkennen, dass das
ständnis und die korrekte Erfassung des Tragverhaltens gekrümmter Flächentrag
im überkritischen Bereich unentbehrlich ist. 

In analytischer Hinsicht lässt sich das überkritische Verhalten einiger gekrümmte
chen durch die Einführung nichtlinearer Glieder in die Differentialgleichung erfasse21.
Anhand dieses Ansatzes lässt sich die bedeutende Traglastabnahme, welche na
Erreichen des Verzweigungspunktes einsetzt, mit analytischen Mitteln nachvollzieh22.
Auf der Basis der nichtlinearen Theorie lässt sich zudem der bedeutende Einfluss g

17. Vgl. Huang (1964). Das Umschlagen einer Fläche in eine neue Gleichgewichtslage weist primä
theoretischen Wert auf. Im praktischen Fall impliziert die damit verbundene Querschnittsrotation
das Versagen der Tragstruktur. 

18. Vgl. Popov und Medwadowski (1981). 
19. Robertson (1928).
20. Vgl. Seide (1981).
21. v. Kármán und Tsien haben erstmals die Gleichungen hergeleitet, die das Erfassen des überk

Verhaltens der Zylinderschale unter achsialem Druck und der Kugelschale unter Aussendruck e
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chen. Vgl. v. Kármán und Tsien (1939) und (1941). 
22. Physikalisch gesehen bildet sich im Verzweigungsfall ein Beulmuster, welches im Vergleich zum

Grundradius aus grösseren und kleineren Krümmungsradien besteht. Die Traglast dieses Beulmusters
ist geringer als diejenige des planmässigen unterkritischen Zustandes. Vgl. Petersen (1982). 
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trischer Imperfektionen auf die Beullast berücksichtigen. Für den Fall der Zylinders
lässt sich dieser Einfluss aus dem nachstehenden Bild entnehmen. 

%LOG������hEHUNULWLVFKHV�9HUKDOWHQ�GHU�]\OLQGULVFKHQ�)OlFKH��

Grundsätzlich ist die Imperfektionssensibilität einer Fläche durch das überkritische
halten, das heisst durch die Last-Deformationsfunktion nach Erreichen des Ver
gungspunktes, definiert 23. In qualitativer Hinsicht und der Koiterschen Theorie zufol
lassen sich hierbei drei grundlegende überkritische Verhaltensweisen unterscheide24. In
die erste Kategorie entfallen solche Flächen, die – wie die Platten – durch eine sym
sche überkritische Laststeigerung gekennzeichnet sind (Bild 6.5a). Diese Flächen 
demgemäss keine besondere Empfindlichkeit hinsichtlich Imperfektionen auf. Die
sten Schalen sind hingegen durch eine Traglastabnahme im überkritischen B
geprägt und sind dadurch extrem imperfektionsempfindlich 25. Solche gekrümmten Flä-
chentragwerke können ein symmetrisches (Bild 6.5b) oder ein asymmetrisches
6.5c) postkritisches Last-Deformationsverhalten aufweisen. 

%LOG������&KDUDNWHULVWLVFKH�/DVW�'HIRUPDWLRQVGLDJUDPPH�QDFK�.RLWHU��

23. Vgl. Gioncu (1985) und Kollár und Dulácska (1984). 
24. Mit der Koiterschen Theorie konnten die anhand der zylindrischen Fläche und anhand weiterer p

lärer Fälle gesammelten Erkenntnisse verallgemeinert werden. Koiter stellte seine linearisierte T
1945 auf. Allerdings blieb seine in Holländisch verfasste Dissertation bis zur Übersetzung ins 
sche 1963 weitgehend unbekannt. Vgl. Koiter (1970). 

25. Neben den geometrischen Nichtlinearitäten sind eventuelle materialbedingte Nichtlinearitä
berücksichtigen. Für die qualitative Beurteilung von Instabilitätserscheinungen ist jedoch einz
Bestimmung des überkritischen Verhaltens von entscheidernder Bedeutung. Im allgemeinen ver
die Inelastizität “nur” eine zusätzliche Abnahme der Traglast. Vgl. Anhang A 2. 
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Die Formfindungsaufgabe 

Bedingt durch die historische Entwicklung und aus einer Gewohnheit, welche ihre Wur-
zeln in einer psychologischen Trägheit hat, wird unserem Anschauungsraum ein g
trischer Formenkanon apriorisch vorgeschrieben, welcher von der euklidis
Geometrie – dem logischen Monolith, der mit dem Bedürfnis entstand, einfache R
für Vermessungsaufgaben herzuleiten – und der kartesischen Orthogonalität ausg
analytischer Hinsicht lassen sich solche Formen durch eine analytische Funktion 

(6.33)

beschreiben und untersuchen. Im allgemeinen Fall monopolisiert dieses invariante
zept die räumliche Ordnungsfunktion unseres Anschauungsapparates vor jeder Wa
mung oder Vorstellung. Demzufolge besteht der klassische Ansatz bei der mechan
Untersuchung einer Fläche in der Bestimmung des Spannungszustandes eine
bekanntem Lasteinfluss stehenden analytisch beschreibbaren Fläche. Zu diesem
wurden die dargelegten analytischen Ausdrücke hergeleitet, die Geometrie, Bela
und Spannungszustand durch eindeutige Verknüpfungsvorschriften assoziieren. B
eigentlich naheliegenden Umkehrung dieses Ansatzes kann die Geometrie über d
legung von Spannungszuständen und Belastungsanordnung anhand der gleiche
dücke bestimmt werden. Aus statischen Überlegungen, das heisst um den Que
einer betrachteten Fläche homogen zu beanspruchen, wird in diesem Zusammenh
Membrangleichung 

(6.12)

herangezogen. In theoretischer Hinsicht beinhaltet die Membrangleichung den G
ken, dass jeder Kombination aus einer beliebigen Spannungsverteilung und einer b
gen Belastungsanordnung eine Membrangeometrie entspricht. Bezogen au
analytisch beschreibbaren Formenkanon stellt die Erkenntnis, dass der Anzahl mö
Kombinationen zufolge eine unendliche Anzahl Membranformen existieren, eine N
tion und eine Rebellion gegen das rigide Etablierte dar. Weil der praktischen an
schen Tätigkeit die gleichen Schranken wie der geometrischen Formenwelt gesetz
reduziert sich die Formbestimmung von Membranen anhand des Ausdruckes (6.1
nur wenige partikuläre Fälle, wie beispielsweise die Kuppel gleicher Festigkeit ode
Tropfenbehälter. Aus diesem Grund muss die Formfindung von Membranen die P
position, die Grenzen der mathematischen Analytik zu überspringen, beinhalten. G
sätzlich besteht die Lösung der Formfindungsaufgabe in der Auffindung sogena
freier Formen, die die anhand der Membrangleichung dargelegten logischen Zusam
hänge erfüllen, ohne jedoch dabei dem Zwang, einer analytischen Funktion genü
müssen, unterliegen. Neben der inhärenten praktischen Zweckmässigkeit stellen d
wicklung experimenteller und insbesondere mechanisch-mathematischer Verfahren
che die Erfassung der dargelegten Prinzipien ohne den Zuzug analytischer 
ermöglichen sollen, und die Abbildung über die zur Verfügung stehende Compute
nik eine der reizvollsten intelektuellen Herausforderungen im Bereich des konstruk
Ingenieurwesens dar. 
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Experimentelle Untersuchung mechanischer Zusammenhänge 

In ihrer Gesamtheit betrachtet lässt sich die VFLHQWLD� H[SULPHQWDOHV, wie zuerst Roger
Bacon die Naturforschung bezeichnet hatte, nicht von der mathematischen und p
phischen Logik trennen. Denn nur die theoretischen Kenntnisse der Naturgesetze
ben es, vom sinnlichen Eindruck auf den zugrunde liegenden Vorgang zu schliesse
Wahrnehmung natürlicher Ereignisse ist somit lediglich in Verbindung mit der pro
tiv-schöpferischen Funktion des menschlichen Bewusstseins erfassbar. In diesem
und anknüpfend an Karl Poppers Philosophie ist die Perzeption ein durch die T
gesteuertes Ereignis – nicht umgekehrt – und somit eine Hypothese 26. 

Die Quintessenz jedes Experimentes besteht grundsätzlich in der Verbindung bild
Vorstellungen und begrifflicher Erkenntnisse sowie in der praktischen Umsetzung
Ideen, die sich ihrerseits auf bereits vorhandenes Wissen stützen. Indem mittels d
sikalischen Modellierung bestimmte Erscheinungen unter bestimmten Bedingu
durch Analogien bewusst erzeugt werden, können die zwischen verschiedenen Th
bestehenden Zusammenhänge hergestellt werden. Die Synthesis der somit neu ge
nen Erkenntnisse erlaubt das Erkennen neuer Verfahren und die Gestaltung
Systemstrukturen. Mit der experimentellen Physik werden allgemeingültige Geset
sigkeiten aus speziellen Phänomenen abgeleitet. Im Bereich des Konstruktionsw
werden solche Gesetzmässigkeiten für die Lösung konkreter Probleme herangezo

Mit der experimentellen Formfindung von Flächentragwerken werden die zwische
Geometrie und der Belastung bestehenden Verknüpfungen anhand eines treuen M
untersucht. Diese Analogie ist absolut zulässig, da die formbildende Spannungs
lung in einer gegebenen Fläche – oder, im weitesten Sinn, in einer gegebenen Str
eine Funktion der geometrischen Verhältnisse sowie der Beanspruchungsart,
jedoch des Massstabes ist. Allgemein darf angenommen werden, dass das mech
Verhalten der Modellmembran in Analogie zu den Differentialgleichungen (6.27)
(6.28) durch das Gleichungspaar

,  (6.34)

eindeutig beschrieben ist. Zur Herstellung der zwischen Modell und Prototyp best
den Zusammenhänge wird ein geometrisches und physikalisches Verzerrungsmas λ her-
angezogen. In diesem Zusammenhang stellen die Ausdrücke 

, , , , , 

,  und  (6.35)

26. Vgl. Popper (1984). 

L' F ' pz '+ 0= ∆' F '∆ E' t '( ) L' w '+ 0=

F' λF F⋅= x' λl x⋅= y' λl y⋅= z' λl z⋅= p' λp p⋅=

w' λw w⋅= E' λE E⋅= t' λt t⋅=
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die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz einer massstäb
Anlogie dar 27. Somit lässt sich das obige Gleichungspaar in die Form

 und  (6.36)

umschreiben. Demzufolge darf die Konversion der am Modell erhaltenen Aussagen
erfolgen, wenn die Bedingungen 

 und  (6.37)

eingehalten werden. Falls das Verzerrungsmass λw der Verschiebungsfunktion und di
beiden geometrischen Verzerrungsmasse λO und λt zusammenfallen, 

, (6.38)

reduzieren sich die beiden Ausdrücke (6.37) auf die Identität 

. (6.39)

Unter Verwendung der Verzerrungsbeziehungen (6.35) ergibt sich diese Gleichheit

. (6.40)

Folglich gilt, dass die Verschiebungen zweier geometrisch vollständig ähnlicher M
brane ( ) durch das gleiche geometrische Verzerrungsmass miteinande
knüpft sind, falls die Flächenbelastungen und die Elastizitätsmodule beider Körp
gleichen Verhältnis zueinander stehen 28. Wie sich der Bedingung (6.37) entnehme
lässt, stellt die optimale Magnitude einer nach rein statischen Kriterien entworf
Tragstruktur mit vorgegebener Form – konstante Fallbeschleunigung vorausges
eine Funktion des Materials, aus welchem sie zusammengesetzt ist, und des ge
schen Massstabes dar. Das eigentliche Skalenphänomen lässt sich darauf red
dass einige physikalische Kräfte flächenproportional, andere aber – insbesonde
Gravitationskraft – massenproportional wirken. Wie bereits Archimedes anmerkte,
men die Oberflächen und die Volumina ähnlicher Figuren in der zweiten und d
Potenz der linearen Dimension zu. Beim aufgehängten Volumen nimmt bei jede
grösserung des Massstabs die Krafteinwirkung in der Schnur mit der dritten, de
cheninhalt jedoch nur in der zweiten Potenz zu. Demzufolge nehmen die massgeb
Spannungen linear zu. Die hier zugrunde liegenden Prinzipien, erstmals von Gal
17. Jahrhundert formuliert, fasst Goethe im anschaulichen Bild ³(V� LVW� GDI�U�JHVRUJW�
GDVV�GLH�%lXPH�QLFKW�LQ�GHQ�+LPPHO�ZDFKVHQ´�zusammen. 

27. Vgl. Hossdorf (1972). 
28. Des öfteren sind Abweichungen zwischen den durch Ähnlichkeitsgesetze aus den physika

Modellen abgeleiteten Erkenntnissen und den Beobachtungen am Prototyp feststellbar. Die U
für die Divergenzen, die sich aus solchen sogenannten Massstabseffekten ergeben, rührt dah
die Ähnlichkeitsgesetze, anhand welcher das Modell und der Prototyp miteinander verknüpft w
starke und unvollständige Vereinfachungen der physikalischen Prozesse der Natur darstellen. 
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Geschichtliche Entwicklung der Formfindung 

Der Versuch, empirisch gesammelte Konstruktionsregeln anhand geometrischer V
nisse zu fassen, geht auf die Ursprünge der abendländischen Zivilisation zurüc
Entwicklung dieser empirischen Bautechnik führte bis zu den gotischen Wölb- und
benkonstruktionen und kulminierte in der Renaissance mit den weit verbreiteten B
sungsregeln von Leon Battista Alberti, Carlo Fontana und François Blondel 29. Mit der
Entstehung der systematischen Naturbeobachtung und der Mechanik durch Leona
Vinci und Galileo Galilei wurden die exakten Wissenschaften für die Lösung praktis
Bauaufgaben durch die Aufstellung der zwischen Geometrie, Werkstoff und Lasta
gung bestehenden Zusammenhänge zunehmend herangezogen. 

%LOG������=XU�7KHRULH�GHU�:|OEXQJVVW�W]OLQLH�QDFK�3ROHQL

Gegen Ende des 17. Jahrhunderts forderte Philippe de la Hire erstmals, dass die F
bung eines Gewölbes nicht nach geometrischen, sondern nach physikalischen Pri
erfolgen sollte. Zusammen mit Antoine Parent stellte de la Hire ein mechani
Modell auf, nach welchem die Steine eines Gewölbes widerstandslos FRPPH�GHV�FRUSV
GH�VXUIDFH�LQILQLPHQW�SROLH�entlang den Fugen gegeneinander gleiten können. Nach
sem Modell müssen die Fugen derart angeordnet werden, dass die resultierende K
Eigengewicht und Gewölbeschub stets senkrecht zu ihnen wirkt 30. Wie David Gregory
kurz darauf explizit darlegen konnte, entspricht diese theoretische Bogenachse d
wenige Jahre zuvor analytisch hergeleiteten Kettenlinie 31. Gegen Mitte des 18. Jahrhun
derts konnte Giovanni Poleni das Prinzip der Umkehrung der Kettenlinie anhand
aus Kugeln zusammengesetzten Modells veranschaulichen. Für die mechanische
sung des sich im labilen Gleichgewicht befindenen strukturellen Systems hat P
bewusst den nach Isaac Newton im Hinblick auf die Dynamik formulierten Satz 
Kräfteparallelogramm auf die Verhältnisse der Statik übertragen. 

29. Leon Battista Alberti empfiehlt in seinem Werk 'H�UH�DHGLILFDWRULD��=HKQ�%�FKHU��EHU�GLH�%DXNXQVW�,
Florenz, 1485, einige geometrische Normen – Verhältnisse der Pfeilerstärke zur Brückenhö
Spannweite – für die Bemessung von steinernen Brücken. Carlo Fontana gibt in seinem ,O�7HPSLR�9DWL�
FDQR�H�VXD�RULJLQH, Rom, 1694, ähnliche geometrische Regeln – Verhältniss der Tambourstärke
lichten Durchmesser sowie zur Kämpferstärke – für die Formgebung und Bemessung einer ge
ten Kuppel. Die Blondelsche Regel für die Bemessung der Gewölbewiderlager wird noch von V
Le-Duc im 19. Jahrhundert zitiert. Nicolas François Blondel, 5pVROXWLRQ�GHV�TXDWUHV�SULQFLSDX[�SUR�
EOqPHV�G¶DUFKLWHFWXUH, Paris, 1673. Vgl. Benvenuto (1990) und Straub (1992). 

30. Philippe de la Hire, 7UDLWp�GH�0pFDQLTXH, 1695��Ibid. 
31. David Gregory, 3URSHUWLHV�RI�&DWHQDULD, 1697. Ibid. Vgl. Kap. 3.2. 
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Bei den Untersuchungen, die er im Auftrag von Papst Benedikt XIV. im Hinblick auf die
Aufklärung der Schäden und Risse, die an der Peterskuppel in Rom aufgetreten 
durchführte, bestimmte Poleni die Form, welche eine mit ungleichen, den einz
Abschnitten des Gewölbes proportionalen Gewichten belastete Kette annimmt. H
konnte er die Schlussfolgerung ziehen, dass die Standfestigkeit eines Bogen
Gewölbes dann gewährleistet ist, wenn die Drucklinie stets innerhalb des Mauerw
querschnittes verläuft 32. 

%LOG������3ROHQLV�+lQJHYHUVXFK�]XU�hEHUSU�IXQJ�GHV�:|OESURILOV��

Die theoretischen Erkenntnisse, zu welchen Poleni gelangt war, wurden erst 
Romantik unter Heinrich Hübsch in die Praxis umgesetzt. Hübsch bestimmte die 
schnittsform seiner Bauwerke, indem er an ein senkrecht stehendes Zeichenbrett a
Kopf stehende Schnittzeichnungen anheftete, über die er Schnüre hing, die in reg
sigen Abständen mit kleinen Schlingen versehen waren. In die Schlingen w
Gewichte gehängt, die dem Gewicht des jeweiligen Wölbungsabschnittes entspr
Anhand dieser Methode konnte Hübsch ein aus Wölbung, Pfeiler und Widerlager 
hendes Gebäudeprofil nach Polenis Prinzip der Umkehrung der Kettenlinie ite
bestimmen 33. Anhand seiner experimentellen Tätigkeit erkannte Hübsch beispielsw
dass gemauerte Auflasten am Wölbungsfuss die Stützlinie in die Senkrechte uml
wodurch sich Konstruktionen entwerfen lassen, welche ein schlankeres Profil
weisen34. 

32. Giovanni Poleni, 0HPRULH�LVWRULFKH�GHOOD�*UDQ�&XSROD�GHO�7HPSLR�9DWLFDQR�H�GH¶�GDQQL�GL�HVVD��H�GH¶
ULVWRUDPHQWL�ORUR, Padova, 1748. Ibid. 

33. ,FK�EHGLHQH�PLFK�GLHVHU�0HWKRGH��GHUHQ�PHLQHV�:LVVHQV�QRFK�QLUJHQGV�DQGHUZlUWV�HUZlKQW�LVW��PLW
JURVVHP�9RUWHLO�EHL�PHLQHQ�(QWZ�UIHQ�]X�JHZ|OEWHQ�*HElXGHQ��,FK�ILQGH�KLHULQ�HLQ�VLFKHUHV�0LWWHO��XP
LQ�JDQ]�NXU]HU�=HLW GDV�3URILO�HLQHV�*HElXGHV�VR�]X�JHVWDOWHQ��GDVV�PLW�GHP�0LQLPXP�YRQ�0DWHULDO�XQG
PLW�P|JOLFKVWHU� 6FKRQXQJ� GHU� 5lXPOLFKNHLW� GLH� $XIJDEH� JHO|VW� ZHUGHQ� NDQQ��Heinrich Hübsch, in
Graefe (1983). Die analytische Ermittlung der Kettenlinie hat Hübsch für die Baupraxis abgelehn
diese zu kompliziert und zeitraubend sei. Mit Hilfe der experimentellen Formfindung entwarf Hü
mehrere Kirchen, nämlich die Bischofskathedrale in Rottenburg, die Kirche in Bulach bei Karls
die katholische sowie die evangelische Kirche in Karlsruhe und die Kirche in Bietigheim. Fü
ersten Bau, die Kirche in Bulach, errichtete Hübsch einen Versuchsbau im Masstab 1:2 und nah
Reihe von Belastungsversuchen vor. Heinrich Hübsch veröffentlichte die von ihm verwendete Me
1838 unter dem Titel ³0HWKRGH�]XU�%HVWLPPXQJ�GHU�HUIRUGHUOLFKHQ�%RJHQ��XQG�:LGHUODJV�6WlUNHQ�EHL
MHGHU�*DWWXQJ�XQG�=XVDPPHQVWHOOXQJ�YRQ�*HZ|OEHQ�PLWWHOV�HLQHV�JUDSKLVFKHQ�9HUIDKUHQV´. 
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%LOG������8QWHUVXFKXQJHQ�YHUVFKLHGHQHU�:|OEIRUPHQ�QDFK�+�EVFK�

Im Gegensatz zu Hübsch, der die statisch günstige Tragform zugunsten einer zeit
sen architektonischen Sprache kaschierte, verwendete Antonio Gaudí das Prinz
Umkehrung als Grundlage für die architektonische Gestaltung. Bei Gaudí wurden d
räumlichen Hängemodell erzeugten Formen bewusst zur Ausführung gebracht, s
die geneigten Aussenwände und die schräggestellten verzweigten Stützen zu se
ständlichen Elementen seiner Bauten wurden. Auch wenn Gaudí für damalige Ve
nisse über solide mathematische Kenntnisse verfügte, bevorzugte er für die Formb
mung und die damit eng verknüpfte rechnerische Erfassung seiner Baute
graphischen und die experimentellen Methoden. Dieses Streben nach Visualisieru
Tragverhaltens einer Struktur und der direkten Vermessung am Modell stellt eine
schaft des durch Viollet-Le-Duc verkörperten Rationalismus des 19. Jahrhunder
und wurde zu einem wesentlichen Erbe späterer Tragwerksingenieure. 

%LOG������'UXFNOLQLH�LP�6W�W]JHZ|OEH�GHV�3DUN�*�HOO�QDFK�*DXGt��

Für das Projekt der nur teilweise ausgeführten Kirche der Colonia Güell konstr
Gaudí ein Hängemodell im Massstab 1:10 35. Das Modell bestand im wesentlichen a
einem textilen netzartigen Gebilde, das mit Ballastsäckchen belastet wurde 36. Die
Gewichte wurden den Gebäudeteilen entsprechend in minuziöser Weise im Ma

34. Viollet-Le-Duc weist darauf hin, dass dieses Prinzip bereits beim Bau gothischer Kathedralen ange-
wendet wurde. Vgl. Viollet-Le-Duc (1984). Im modernen Bauwesen können die durch zusät
Lasten erzeugten Umlenkungskräfte durch Vorspannkräfte elegant ersetzt werden. Diese T
wurde von Heinz Isler vielfach angewendet. 
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1:10 000 bestimmt. Die Versuchsdurchführung und die Messungen erfolgten nach
rigorosen Methodik. Nebst der Geometrie wurden auch die Hauptkräfte im Sinn
Modellstatik mit Hilfe von Dehnungsmessern bestimmt 37. Durch das Aufbringen von
zusätzlichen Auflasten oder durch Änderungen der Geometrie passte Gaudí die g
ten Formen seinen Vorstellungen an. Zur Darstellung und Gestaltung der Innen
Aussenseiten der Kirche Güell wurden die sukzessiven Etappen im Formfindung
zess am Hängemodell photographisch aufgenommen und mit farbiger Gouache
zeichnet. 

%LOG�������'DV�+lQJHPRGHOO�XQG�GLH�GDUDXI�HUVWHOOWH�6NL]]H�

In Gaudís Werk überwiegen die aus Stein und Backstein bestehenden Bauten, we
wesentlichen einer formbildenden Druckbeanspruchung ausgesetzt sind. Einige k
ausgeführte Details in Gusseisen wie die hängende Treppe des Palacio Güells, in
dere aber sein Vorschlag für einen zentralen Bahnhof für Barcelona, dessen Ü
chung durch eine weitgespannte Zugkonstruktion erfolgen sollte, deuten darauf hin
Gaudí die konstruktiven, statischen und materialtechnologischen Zusammenhän
weitesten Sinn beherrschte und seiner Zeit voraus war 38. .RPSRQLHUHQ, so Gaudí, KHLVVW
YHUHLQLJHQ��%H]LHKXQJHQ�]ZLVFKHQ�7HLOHQ�KHUVWHOOHQ�XQG�QLFKW�XQWHUWHLOHQ��'DV�=LHO� LVW
GLH�%LOGXQJ�HLQHV�KDUPRQLVFKHQ�*DQ]HQ�DXI�GHU�%DVLV�YHUVFKLHGHQHU�(OHPHQWH�XQG�PLW
GHP�.ULWHULXP�HLQHU�XPIDVVHQGHQ�(LQKHLW�39. 

35. Zwischen 1908 und 1914 kam ein Teil des Entwurfs der Kirche der Colonia Güell zur Ausfüh
nämlich das Untergeschoss der Kirche mit der Krypta und dem Portikus, über welchen eine 
zum Untergeschoss führt. Der Bau wurde aufgrund der durch den Krieg bedingten prekären wirt
lichen Lage im neutralen Spanien unterbrochen und nicht fortgesetzt. Die Krypta des ausge
Baus wurde 1915 als Kirche eröffnet. 

36. Die Möglichkeit, das Prinzip der Umkehrung räumlich anzuwenden, wurde bereits im 18. Jahrh
von Johann Silberschlag erkannt, der vorschlug, bei dem Entwurf von Kirchengewölben räum
Hängemodelle aus Netzen zu verwenden. Johann E. Silberschlag, $XVI�KUOLFKH� $EKDQGOXQJ� GHU
+\GURWHFKQLN�RGHU�GHV�:DVVHUEDXV, Leipzig, 1772. Vgl. Graefe (1983). 

37. Auf Antrag des Kunsthauses Zürich wurde 1982 am Institut für Leichte Flächentragwerke in St
eine Rekonstruktion von Gaudís Hängemodell im Masstab 1:15 gebaut. Das Modell wurde 19
Rahmen der Zürcher Ausstellung “Der Hang zum Gesamtkunstwerk” dem Publikum gezeigt
Tomlow (1989).

38. Gaudí hatte vorgeschlagen, die Decken durch hängende Seile aus Eisen tragen zu lassen u
eine Umhüllende mit über 200 m Spannweiten zu konstruieren. +DFLHQGR�WUDEDMDU�HO�KLHUUR�D�H[WHQ�
VLyQ�VH�REWHQGUtD�XQD�HVSHFLH�GH�³HQYHODW´�PRQVWUXRVR��FRQ�GLVWDQFLDV�GH�����P�HQWUH�VRSRUWHV�>���@�
5HVSHFWR� D� ODV� GLILFXOWDGHV� WpFQLFDV� GH� ODV� FXELHUWDV� VRVWHQLGDV� FRQ� WLUDQWHV� IXQLFXODUHV�� KDUtD� ORV
HQVD\RV�SUHYLRV�SHUWLQHQWHV�\�WRGR�VH�UHVROYHUtD. Gaudí nach Isidre Puig i Boada, in Tarragó (197
Vgl. auch Collins (1970) und Flores (1982). 

39. Tomlow (1987). 
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Formfindung von Bogenmauern mit der Membrananalogie 

Bis zum Ende des letzten Jahrhunderts wurde angenommen, dass bei den Bogenmauern
die horizontalen Wasserdrücke von den einzelnen Gewölberingen aufgenommen
den. Aus diesem Grund war die Form solcher Mauern durch die Geometrie des K
bestimmt. Die ersten Bogenmauern weisen eine zylindrische Innen- und eine keg
mige Aussenseite auf – das Ergebnis der Rotation eines dreieckförmigen Quersc
um eine feste Achse 40. Mit der Entstehung der wissenschaftlichen Technik entstan
die ersten Ansätze wie die “Trial Load Method of Analysis” für die analytische Er
sung des räumlichen Tragverhaltens dieser Strukturen 41. 

Der “Constant-Angle Arch Dam” entstand zu einer Zeit, in welcher die Baukosten 
solchen Struktur primär vom Materialaufwand abhängig waren. Diese Bauwerke w
die charakteristische Eigenschaft auf, dass sie aus Kreisegmenten mit variablen 
und Zentren, aber gleichen Öffnungswinkeln zusammengesetzt sind. Da der Kreis
indirekt proportional zu der hydrostatischen Belastung ist, führen gleiche Spannun
tensitäten zu konstanten Wandstärken, falls für den Krümmungsradius variable 
eingesetzt werden42. Lange Zeit wurde den in vertikaler Richtung auftretenden Zu
pannungen aus Eigengewicht keine Bedeutung beigemessen. Aus diesem Grund 
Profilform der Bogenmauer durch geringe Krümmungen gekennzeichnet. Durch e
mentelle Tätigkeit und mit dem Fortschritt der analytischen Mittel liess sich jedoch
gen, dass diese auftretenden Spannungen durchaus die Zugfestigkeit von 
übertreffen können 43. Demzufolge wurden Bogenmauern mit wahrer doppelter Krü
mung entwickelt, bei welchen die dreidimensionale Lastabtragung erstmals bewus
genützt wurde 44. Im Gegensatz zu älteren Bogenmauern bestehen die Quersc
dieser moderneren Tragwerke aus mehreren Kreissegmenten mit verschiedenen R

Diese schrittweise Annäherung an die statisch günstigste Form kulminierte in der 
rie der Membrananalogie und der damit verbundenen experimentellen Tätigkeit
primäre Schwierigkeit bei der Projektierung einer Bogenmauer besteht darin, da
der Talquerschnittsform angepasste Fläche die Übertragung der Lasten aus hyd

40. Es erscheint wahrscheinlich, dass schon die Römer das Bogenprinzip für Staumauern ver
haben. Unter den Byzantinern kam jedenfalls die Bogenmauer zur Anwendung.�Vgl. Thomas (1972). 

41. Ähnlich wie die Streifenmethode setzt die “Trial Load Method” voraus, dass die Tragwirkung
räumlichen Tragwerks als eine Interaktion aus Bogen- und Konsolenwirkung erfasst werden ka
der Erstellung des “Bear Valley Dam” in den Vereinigten Staaten 1884 war man sich bereits be
dass die Bogenmauer aufgrund der verhinderten Achsialverformung der Ringe als eine FRPELQHG
DFWLRQ�RI�DUFKHV�DQG�FDQWLOHYHUV�tragen muss. Ibid. Vereinzelt wurde versucht, das räumliche Trag
halten durch konstruktive Lösungen auf das Zweidimensionale zu reduzieren. Bei der 1921 er
Mauer des Rio Turia in Spanien wurden dafür Gleitfugen zwischen den einzelnen auf Rollen ge
ten Ringen angebracht. Die Ergebnisse konnten den Erwartungen nicht genügen. Vgl. Fialho (1

42. Mit  gilt für  und  der Ausdruck . 
43. Diese theoretische Erkenntnis wurde durch Schäden in der Praxis, insbesondere beim in den V

ten Staaten vom “Commitee on Arch Dam Investigation” 1927 errichteten “Stevenson Creek 
bestätigt. Ibid. 

44. Beispiele hierfür sind der 1928 in den Vereinigten Staaten erbaute Coolidge Dam sowie die St
ern von Marege in Frankreich und Osiglietta in Italien aus dem Jahr 1937 und 1939. 

σ p R⋅ t⁄= σ t⋅ konst.= p γ h⋅= R 1 h⁄∼
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schem Druck und Eigengewicht über Membrankräfte ermöglichen sollte. Das zug
liegende Problem lässt sich vorteilhaft anhand einer biegeweichen Membran m
Membrananalogie experimentell bestimmen. Zu diesem Zweck wird eine Gummim
bran dem Umriss des Tales entsprechend eingespannt. Durch die aufgebracht
stung – dem hydrostatischen Druck und die der Gravitation entgegengesetzt wir
Eigenlast – verformt sich die Membran und nimmt die dem Kräftegleichgewicht 
schen der Belastung und den Membrankräften äquivalente Form an 45. Nach dem Prin-
zip der Umkehrung entspricht diese reine Zugmembran der ideal druckbeanspru
Membranschale. Voraussetzung für diese Analogie ist allerdings, dass die defor
Zugmembran keine Falten aufweist und die Auflagerung der Schale keine Biege
spruchung aus Kompatibilität erzeugt 46. 

%LOG�������=XP�8PNHKUXQJVSULQ]LS�HLQHU�%RJHQPDXHUPHPEUDQ��

Für die Modellvermessung müssen photogrammetrische Mittel herangezogen werd
bei der mechanischen Messung Ungenauigkeiten entstehen, die auf die Berührun
schen dem Messinstrument und der Membran zurückzuführen sind. 

%LOG�������)RUPEHVWLPPXQJ�YRQ�0DXHUQ�QDFK�GHU�0HPEUDQDQDORJLH�

Die räumlichen Spannungsfelder, die zusammen mit der äusseren Lasteinwirkung
stabilen Gleichgewichtszustand bilden, lassen sich ebenfalls in einer ersten Näh
über die Messung der Membranverzerrungen experimentell bestimmen. Hierfür wi
Vergleich zwischen der undeformierten und der deformierten Membran angestellt
auf der undeformierten Membran entlang geometrischer Achsen eingezeichneten
sen mit gleichen Durchmessern '�� entsprechen nämlich Ellipsen mit den geneigt

45. Für die Versuchsdurchführung wird die Belastung aus Eigengewicht durch diskret wirkende E
kräfte, die dem jeweiligen Volumensegment entsprechen, ersetzt. 

46. Zu diesem Zweck muss die Schale auf einem Gleitlager aufgesetzt werden, so dass einzig ta
zur Fläche wirkende Kräfte eingeleitet werden können. 

γ h⋅

�S

S
γ h⋅
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Hauptachsen  und  bei der deformierten Fläche. Die Neigung α der Haupachsen
gibt die Richtung der Hauptspannungen an. Die gesuchten mittleren Verzerrung
ergeben sich über die gemessenen Verformungen dieser Achsen zu 

 und  . (6.41)

%LOG�������+DXSWVSDQQXQJHQ�XQG��ULFKWXQJHQ�DQ�GHU�GHIRUPLHUWHQ�0HPEUDQVFKDOH��

Die Hauptspannungen in der Membran lassen sich anschliessend – nachdem der E
tätsmodul und die Poissonsche Zahl erfasst worden sind – über die Ausdrücke 

 und (6.42)

(6.43)

bestimmen. Für eine bekannte mittlere Membranstärke HP werden die Hauptkräfte zu 

 und  . (6.44)

Die Hauptspannungen σ in der Bogenmauer lassen sich folglich nach dem Prinzip 
Umkehrung anhand des Ausdruckes 

(6.45)

bestimmen. Hierbei bezeichnen Q die Hauptzugkraft in der Membran,  den Massst
des Modells und W die Querschnittstärke der Mauer 47. Die anhand des Ausdruckes (6.4
ermittelten Spannungen dürfen allgemein nur als eine erste Näherung angesehen 
da die Umkehrung der Kräfte eine Deformation der nicht biegeweichen Fläche zur 
haben kann, die zu einer Spannungsumlagerung führt 48. 

47. Vgl. Fialho (1955) sowie Rocha und Serafim (1957). 
48. Im allgemeinen Fall weist die Wand jedoch eine genügende Stärke auf, womit die Spannung

somit die Dehnungen gering gehalten werden können. Die grössten Störungen des Spannung
des sind normalerweise auf die auflagerbedingten Inkompatibilitäten zurückzuführen. 

Dm DM

εm

εmax
ld

l
-----

D0

DM

∫ DM

D0
--------log= = εmin

ld
l

-----
D0

Dm

∫
Dm

D0
--------log= =

α

D0

Dm 

DM 

σM
E

1 ν2
–

-------------- εm max, ν εm min,⋅+( )=

σm
E

1 ν2
–

-------------- εm min, ν εm max,⋅+( )=

nM σM em⋅= nm σm em⋅=

σ n ζ 2⋅( ) t⁄–=

1 ζ⁄



132

ntrag-
s und
ami-
enge-

nnt ist,
Grund-
irekte

 Netz-
onie-
ge zu

– die
lreiche
 beru-
 direk-
hen
em-

mpel-
Der Kulminationspunkt: der Schalenbau 

Der Versuch, die analytischen Zwänge der Geometrie bei weitgespannten Fläche
werken durch experimentelle Tätigkeit zu umgehen, geht bis auf Horacio Camino
seine 1953 in Raleigh, North Carolina, entwickelte Formfindungsmethode zurück. C
nos Stempelformen lassen sich durch die Einwirkung normaler und jeweils entgeg
setzt gerichteter Einzellasten auf eine Membran, die in einem Rahmen eingespa
erzeugen. Die Stempelformen stellen eine Funktion verschiedener Parameter wie 
rissform sowie relative Grösse und Anzahl der aufgebrachten Lasten dar. Durch d
Transposition lassen sich somit Zugmembranen aus Textilien und Stahlfolien oder
konstruktionen entwerfen. Bei Versteifung der Membran durch Gefrierung oder Bet
rung wird die Fläche bei Umkehrung des Lastangriffes der Membrananalogie zufol
einer auf Druck beanspruchten Membran 49.

%LOG�������6WHPSHOIRUP�QDFK�&DPLQRV��

Noch in den fünfziger Jahren entwickelte Heinz Isler drei Formfindungsmethoden 
pneumatische sowie die Hänge- und Fliessmethoden –, anhand welcher er zah
Schalenkonstruktionen errichtet hat. Islers experimentelle Formfindungsmethoden
hen auf der Erkenntnis, dass die rein mathematisch begründete Ausbildung keine
ten Fähigkeiten für das Studium “neuer” Formen vermittelt. Mit der physikalisc
Modellierung wird der Experimentator hingegen zu einer unbegrenzten Anzahl M
branformen geführt, soweit dies ihm sein eigenes Vorstellungsvermögen erlaubt. 

%LOG�������*RHWKHV�6FKDOHQIRUPHQ�GHU�1DWXU�XQG�,VOHUV�³1HZ�6KDSHV�IRU�6KHOOV´��

49. Vgl. Caminos (1962), Joedicke (1962). Die Entwicklung von Flächentragwerken nach der Ste
form ist allerdings nie über die Modellversuche hinweggekommen. 
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Islers pneumatische Formfindungsmethode unterliegt dem gleichen physikalischen Vor-
gang wie die aufgeblasene Seifenmembran, weist jedoch insbesondere aufgrund der ein-
facheren Formerfassung einige Vorteile im Hinblick auf die praktische Anwendung
auf 50. Der Versuchsaufbau besteht aus einer mit der gewünschten Grundrissfor
eingespannten Gummimembran und gleicht somit im wesentlichen demjenigen, d
Hinblick auf die Formfindung von Bogenmauern entwickelt worden ist. Für die a
hernde Reproduktion der Last aus Eigengewicht wird die Membran durch die Erzeu
eines Druckunterschiedes auf die gewünschte Höhe aufgewölbt und für alle we
Modellarbeiten mit Kunstharz oder Gips festgehalten 51. Die Modellmembran weist
einen Spannungszustand auf, der durch den starren Rahmen bestimmt ist. Aus 
Grund muss die Membranschale für die Aufrechterhaltung des analogen Membran
nungszustandes auf starre Randträger aufgelagert werden. Ihrem Erscheinungsb
sprechend bezeichnet Isler diese druckbeanspruchten Membranen als Buckelscha52.

%LOG�������)RUPILQGXQJ�QDFK�GHU�SQHXPDWLVFKHQ�0HWKRGH��

Für die Erzeugung einer Hängeform wird ein Tuch oder Gewebe dem gewüns
Grundriss und der Auflagerung entsprechend aufhängt. In physikalischer Hinsicht 
sich eine solche Form aufgrund des Strebens der Natur, die potentielle Energie
Systems auf ein Minimum zu reduzieren:

(6.46)

In qualitativer Hinsicht hängt die Steifigkeit jedes Gewebes vom Beanspruchungsw
ab. Die Fadenrichtung, die die Membran in bezug auf die Auflager aufweist, stellt 
zufolge einen interessanten Parameter für die Formbildung dar. Bei Tränkung des 

50. Isler entwickelte diese Methode 1954, als er den Versuch unternahm, eine Schale mit abgerundeten
Ecken zu entwerfen. Die Antwort auf sein Problem fand Isler in der doppeltgekrümmten Form
rechteckförmigen Kopfkissens. Aus diesem Grund bezeichnet er diese Methode als die Kiss
thode. Vgl. Ramm und Schunk (1986). Angewendet im Masstab 1:1 lässt sich die aufgeblasene
bran als Schalung für Schalenbauten verwenden. Vgl. Isler (1979), Nichols (1986), Sobek (198
Vittore (1987). In der Praxis wird die aufgeblasene Membran zudem als Überdachung von 
angewendet. 

51. Der Neigungsunterschied, der zwischen den Vektoren der flächennormalen Belastung im Mod
der lotrechten Belastung aus Eigengewicht am ausgeführten Bauwerk besteht, kann auch für di
bereiche vernachlässigt werden. 

52. Buckelschalen eignen sich insbesonders für die Überdachung von Industriehallen. Isler ver
hierfür quadratische und rechteckige Grundrisse mit Abmessungen ab 15 m x 15 m. Die g
gebaute Buckelschale (Olten) weist einen Grundriss von 52 m x 56 m auf. Nach Isler (1992) 
Spannweiten von bis zu 100 m realisierbar. Beispiele ausgeführter Bauten sind das Autohaus M
Thun, 1959-60, und in Lyssach, 1964, die Kunststoffabrik Eschmann in Thun, 1958, und die L
und Verteilerhalle in Wangen bei Olten, 1960. Vgl. Ramm und Schunk (1986). 

y A min.→d∫
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bes in einer sich erhärtenden Flüssigkeit wie gefrierendes Wasser oder Kun
versteift die aufgehängte Form. Die analoge Druckmembran weist im Fall einer P
auflagerung freie Ränder auf, so dass die volle Leistungsfähigkeit der Membrans
auch visuell zum Ausdruck gebracht werden kann 53. 

%LOG�������)RUPILQGXQJ�QDFK�GHU�+lQJHPHWKRGH��

Islers Fliessformen unterscheiden sich von den pneumatischen und hängenden F
dadurch, dass sie nicht das Ergebnis einer direkten physikalischen Analogie sind. 
Erzeugung von Fliessformen wird nämlich ein quellender Kunststoffschaum – P
rethanschaum – beim Austreten eines Rohres mit gewünschter Querschnittsform
Erstarren gebracht. Es entsteht dabei eine Hügelform, die auf den Reibungswide
der sich zwischen dem Schaum und der Rohrwand aufbaut, und die damit verbu
Austrittsgeschwindigkeitsverteilung zurückzuführen ist. Obschon die entsprechend
che eine harmonische doppelte Krümmung aufweist, bedarf sie mehrerer Korrektu
Hinblick auf eine praktische Anwendung. Die grössten und wichtigsten Abweichu
sind im Bereich der Punktstützungen der Schale festzustellen. Hier werden weit 
gende Stützungen erfordert, die das Modell nicht liefern kann. Im Entwurf lassen
grosse Auflagerungsneigungen durch die Verwendung von durch vertikale Spanng
verursachten Umlenkungskräften dennoch erzielen 54. 

%LOG�������)RUPILQGXQJ�QDFK�GHU�)OLHVVPHWKRGH��

53. Islers Hängemethode entstand 1955, als er auf einer Baustelle ein vom nächtlichen Regen durc
Jutegewebe, das über einem quadratischen Bewehrungsnetz durchhängend lag, näher beobac
der Gravitationsmethode wurden zahlreiche Schalen erstellt, darunter die Autobahntankste
Deitingen, 1968, die Fabrikhalle Sicli in Genf, 1969-70, die Überdachung des Naturtheaters in
zingen bei Stuttgart,1977, das Hallenbad der Stadt Brugg beim Aare Freibad, 1981, das Sportz
Solothurn, 1982, die Tennishallen des Tenniszentrum Marin-La Thène bei Neuenburg, 1983, u
Tennishallen Düdingen, 1978, und Heimberg, 1979. Ibid. 

54. Isler entwickelte die Fliessform aufgrund einer Beobachtung, die er in einer Fabrik machte. Ob
der sich aus der Fliessmethode ergebenden Geometrie keine direkte physikalische Analogie z
liegt, wurden einige der gelungensten Schalen Islers wie diejenige von Camorino nach dieser M
projektiert. Beispiele ausgeführter Objekte sind die Fabrikhalle Kilcher in Recherswil, 1965, die
stellungs- und Verkaufsräume des Garten-Centers Bürgi in Camorino und des Garten-Centers 
tes Clause in Paris – insgesamt 10 zwischen 1969 und 1982 ausgeführte Objekte – und die Ta
in Chur. Ibid. 
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Im Hinblick darauf, dass die experimentell ermittelten Formen mit grösster Genau
für die Ausführung quantitativ erfasst werden müssen, führte Isler die Modelltechn
einem hohem Perfektionsgrad. Am Modell werden die Koordinaten beliebiger Sch
Punkte oder Kurven in vorher mit dem Bauunternehmer abgesprochenen Abständ
Teilungen in Parallel- oder Radialsystemen mit sehr empfindlichen und genauen m
nischen Instrumenten gemessen 55. Die Bögen der somit diskret erfassten Fläche, die 
Erstellung der Schalungselemente dienen, werden anschliessend in einem vergrö
Massstab gezeichnet. Aus der somit erhaltenen Schar von Kurven werden die
unvermeidbaren Fehler visuell erkannt und auf einfache und sichere Weise korr
Die experimentell erzeugten Formen werden mit Gips, Kunstharz, Beton, Kunststo
und sogar Lehm versteift. Der anfänglich flüssige oder zumindest viskose Zustand 
Materialien erlaubt es, sie beliebig zu gestalten. Durch die physikalisch oder che
bedingte Erhärtung entsteht ein monolitischer Körper, der Steifigkeit besitzt und 
Druckkräfte abtragen kann. 

%LOG�������$UEHLWVPRGHOO��

Theoretisch betrachtet liesse sich die experimentelle Formfindung wesentlich ver
chen, falls für die Modellierung ein Material mit steuerbar variabler Steifigkeit hera
zogen werden könnte. Dies stellt wahrscheinlich die Leitidee dar, welche
Entwicklung der selbstversteifenden Membran geführt hat. Mit der in Anlehnung an
logische Prozesse als “Homeostatic Model Technique” bezeichneten Methode 
Gravitationsformen anhand einfacher Modelle erzeugt werden 56. Die Grundlage für die
Versuchsdurchführung bildet ein dem gewünschten Grundriss entsprechend gef
Plastikelement, auf welches eine Flächenbelastung wirkt. Zu diesem Zeitpunkt i
Tragwirkung der Plastikfläche durch die allgemeine Gleichgewichtsgleichung 

 (6.17)

beschrieben, wobei der die Membranwirkung betreffende Term LF verschwi
Anschliessend wird das belastete Plastikelement einer erhöhten Lufttemperatur 
setzt. Durch die temperaturbedingte Abnahme des Elastizitätsmoduls der Platte u
entsprechenden Zunahme der Verformungen wird die Membranwirkung aktiviert. W
rend dieser homeostatischen Evolution ändert sich die Plattentragwirkung in einer 
proportionalen Beziehung zur Zunahme der Membranaktivierung. Der reine Mem
spannungszustand wäre für das Verschwinden des Elastizitätmoduls gegeben
Bedingung, die mit der erwähnten Modellierung nur annähernd erreichbar ist
Abkühlung der Lufttemperatur lässt sich die verformte Fläche umkehren und im id
Fall durch Membrandruckkräfte beanspruchen. 

55. Nach Isler (1992) sollte hierbei der Zehntelmillimeter erreicht werden. 
56. Andres und Ortega (1991). 

LF E t3 12 1 ν2–( )[ ]⁄{ } w∆ pz+∆– 0=
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Der Wendepunkt: Frei Ottos Seilnetzkonstruktionen 

Seit Beginn der fünfziger Jahre wurden unter der Leitung von Frei Otto verschie
Formfindungsmethoden entwickelt, die zu einer Erweiterung des Formenkanons w
spannter Flächentragwerke und zu einem neuen Verständnis des Prinzipes des 
baus geführt haben. Die vermutlich interessantesten und zugleich wichti
Erkenntnisse konnten anhand des Experimentierens mit Seifenhautflächen gesa
werden. Im Experiment werden die Minimalflächen für vorgegebene Umrisse mit 
von Flüssigkeitslamellen oder viskosen Flüssigkeiten erzeugt. Hierbei bildet das p
kalische Gesetz der Seifenhautanalogie die methodische Grundlage, mit welch
formbildende Prozess gesteuert wird. Im gleichen Rahmen wurden pneumatisch
chen wie Tropfen, Blasen, Schläuche oder Unterdruckpneus, Hängeflächen aus
oder Vinyl, Seilnetzflächen und Gitterflächen systematisch untersucht57. Aufgrund der
physikalischen Analogien und anknüpfend an Buckminster Fullers Diktum “QDWXUDO� LV
ZKDW� QDWXUH� SHUPLWV” bezeichnet Otto diese Modelle und die daraus abgeleiteten 
chentragwerke als natürliche Konstruktionen. 

%LOG�������)RUPILQGXQJ�PLW�GHP�6HLIHQKDXWPRGHOO��

Die meisten Entwürfe Ottos sind Studien, welche aus Forschungsarbeiten hervorg
Aus diesem Grund ist die erarbeitete experimentelle Grundlagenforschung durch
eminent wissenschaftlichen Charakter gekennzeichnet 58. Dadurch wurde der Zugang z
bis dahin kaum erschlossenen Bereichen des Konstruktionswesens eröffnet. M
natürlichen Konstruktionen werden die logische und konsequente Anwendung de
senschaftlichen Kenntnisse und der Technik mit dem ästhetischen Verständnis de
zu einer Einheit vereinigt. Den zugrunde liegenden Ansatz konzentriert Otto in dem
“'HU�0HLQXQJ� >IROJHQG@�� GDVV� PDQ� EHL� MHGHU�*HVWDOWXQJVDUEHLW� GLH� DUFKLWHNWRQLVFKHQ
3UREOHPH�PLW� JHULQJVWHP� WHFKQLVFKHP�$XIZDQG� O|VHQ� VROOWH�� >���@�ZXUGH� YHUVXFKW�� GDV
QDW�UOLFKH�7UDJZHUN�]X�ILQGHQ” �59. Anhand der Selbstbildungsprozesse wird somit v
sucht, die konstruktive und in weitem Sinn auch die architektonische Form von Le
bauten unter Berücksichtigung bestimmter Randbedingungen und primärer formb
mender Parameter zu optimieren. Mit dem Studium der nach den Gesetzen der
gebildeten Gestalten und der damit verbundenen Entstehungsprozesse konnte ein
vationsreiche Grundlage geschaffen werden, die das Verständnis eines der wesen
Merkmale des Leichtbaus, nämlich die interdependente Verknüpfung zwischen 
formbildender Belastung und Konstruktionsmethoden, ermöglicht hat. 

57. Vgl. Otto (1990) und Otto et al. (1985). 
58. Die Fachveröffentlichungen der Ergebnisse dieser Forschungsarbeiten erfolgen anhand der IL

reihe “Mitteilungen des Instituts für leichte Flächentragwerke, Universität Stuttgart”. 
59. Otto (1990). Vgl. auch Andres (1971). 
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Anhand Ottos Arbeit wurden zudem die entscheidenden Impulse für die Entwick
physikalisch-mathematischer Formfindungsmethoden ausgelöst. Der Grund hierfü
daher, dass an den Zuschnitt vorgespannter Zugkonstruktionen grosse Genauigk
sprüche, wie sie von keiner anderen Bautechnik her bekannt sind, gestellt werde
sen. Diese Erfordernisse – beispielsweise darf der Zuschnittsfehler bei vorgesp
Seilnetzkonstruktionen maximal 0.03 % betragen – lassen sich grösstenteils bei de
sikalischen Modellierung nicht erfüllen, da die experimentelle Tätigkeit mit Seif
Draht- oder Stoffmodellen stets mit Ungenauigkeiten behaftet ist 60. Die unvermeidbaren
Fehlerquellen entstehen bereits bei der Modellherstellung sowie bei der einde
Punktidentifikation und den photogrammetrischen Aufnahmen. 

%LOG�������)RUPILQGXQJ�PLW�JOHLFKPDVFKLJHP�*LWWHUJHZHEH��

Für die Bewältigung komplexer Aufgaben muss die Zuschnittsermittlung mit H
mathematischer Mittel erfolgen. Auch in diesem Zusammenhang hat sich die Math
tik – mit den phytagoräischen Worten Roger Bacons – als SRUWD�HW� FODYLV� VFLHQWDULXP
erwiesen. Der Aufstieg physikalisch-mathematischer Methoden beinhaltet jedoch
neswegs den Untergang der teilweise bereits als obselet deklarierten physikal
Modellierung. Für das Verständnis der essentiellen Verknüpfungen, die zwischen 
Steifigkeit und Krümmungseigenschaften bestehen, oder des Tragverhaltens einer
branfläche bei der Einwirkung nicht formbildender Lasten wie Wind oder Schnee
chen das rein logische Denken und die damit verbundenen Deduktionen nicht au
Partikularität der Leichtbauweise verlangt das Sammeln von Erfahrungen, um a
Formbildungsprozess involvierten Parameter zu erfassen, was einzig über die stet
setzbare physikalische Modellierung erfolgen kann. /D�VXSHULRULWj�GHO�PHWRGR�VSHULPHQ�
WDOH�SHU� OD� ULFHUFD�GHOO¶HIIHWWLYR� IXQ]LRQDPHQWR� VWDWLFR�GL�XQ� VLVWHPD� WHRULFR�� q�GL� XQD
HYLGHQ]D�FKH�QRQ�ULFKLHGL�XOWHULRUL�FKLDULPHQWL�61. In dem hier angesprochenen Zusam
menhang dürfte Nervis Schlussfolgerung kaum etwas an Bedeutsamkeit für die un
bare Gegenwart eingebüsst haben. 

60. Die Ermittlung des Zuschnittes, das heisst die Bestimmung aller Seillängen und die Darstellu
räumlich gekrümmten Netze in möglichst verzerrungsfreien Plänen, gilt als eine der entscheid
Voraussetzungen für die Verwirklichung einer Seilnetzkonstruktion. Im spannungslosen Zustand
das Netz nämlich exakt um das Mass seiner Dehnung infolge Vorspannung kleiner hergestellt w
Da Längenfehler sich als Dehnungsfehler und damit als Kräftefehler auswirken, können schon
Einzelabweichungen zu unkontrollierbaren Umlagerungen führen. Um die Kräfte mit wenig

% Genauigkeit erhalten zu können, muss der zulässige Längenfehler ε bei % angesetzt wer-
den. Aufgrund der gestellten Genauigkeitsansprüche an den Zuschnitt müssen in der Praxis ne
dehnungen ebenfalls die Verkürzungen allfälliger Masten und Fundamentbewegungen berück
werden. Vgl. Leonhardt und Schlaich (1973) sowie Linkwitz und Schek (1972). Dem heutigen
wicklungsstand der Technik zufolge liesse sich der Zuschnitt anhand einer numerisch geste
vollautomatischen Zuschneideanlage bewerkstelligen. 

61. Nervi (1965). 

15± 0.03±
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Zum Tragverhalten vorgespannter Seilnetze

Bei den zugbeanspruchten Strukturen wie Hängebrücken und -dächern sind die
Werkstoffestigkeiten optimal ausgenützt, was die Überbrückung grosser Spannw
bei geringem Werkstoffaufwand ermöglicht. Im allgemeinen bedürfen solche Seils
turen einer Versteifung, was auf die Erfordernisse, die an die Gebrauchstauglichke
die Schwingungsanfälligkeit gestellt sind, zurückzuführen ist. Des öfteren besteh
Tendenz, diese Tragwerke über eine auf die Wechsellasten bezogene schwere s
Auflast zu versteifen. Hierdurch lässt sich allerdings das mit Seilen erreichbare min
Konstruktionsgewicht nicht erreichen 62. Die bedeutend effizientere Möglichkeit, da
Steifigkeitsproblem einer Seilkonstruktion zu lösen, erfolgt über die Anwendung e
aussteifenden Vorspannung. In diesem Fall lässt sich das Tragwerk als ein gewich
Gleichgewichtszustand gegeneinander vorgespannter Trag- und Spannbauteile an
Bei Flächentragwerken ergibt sich durch die gegenseitig gekrümmten Seilschare
Trag- und der Spannseile die für diese Tragwerke charakteristische Form der Sa
che, da nur die antiklastische Krümmung, das heisst die negative Gauss’sche 
mung, in jedem Punkt des Netzes den nötigen Vorspannungszustand erzeugen ka63. 

%LOG�������$QWLNODVWLVFK�JHNU�PPWH�)OlFKH��

Aus dieser geometrischen Notwendigkeit lässt sich die einfache und übliche Be
tungsweise des Tragverhaltens von Seilnetzkonstruktionen ableiten. In dieser De
werden die Netzseile der Seilschar, bei denen die Wirkung der äusseren Laste
Krümmungsmittelpunkt zum Seil hin gerichtet sind, als Tragseile definiert. Demge
werden die Seile der quer zu diesen verlaufenden Seilschar als Spannseile bezeic
diesem Sinn hat eine Erhöhung der zu tragenden Last eine Zunahme der Kräfte
Tragseilen und eine Kräfteverminderung in den Spannseilen zur Folge 64. Ersichtlicher-
weise besteht bei den vorgespannten Seilnetzkonstruktionen eine vollkommene Un
barkeit zwischen der Geometrie und dem Vorspannungszustand. Zusammen und
teraktive Weise bestimmen diese beiden Parameter Geometrie und Vorspannungs
die Steifigkeit und somit das Tragverhalten jeder vorgespannten Seilnetzkonstrukti

62. Vgl. Peters (1980). Als Beispiel für die durch Eigengewicht stabilisierten Hängedächer sei hie
spielsweise auf Kenzo Tanges Sporthalle der olympischen Spiele in Tokyo hingewiesen. 

63. Bei ausgedehnten Konstruktionen, bei denen die einzelnen Seilscharen Änderungen in der
mungsrichtung aufweisen, entstehen notwendigerweise lokale Flachpunkte, denen in der Projek
grosse Aufmerksamkeit geschenkt werden muss.

64. Vgl. Bild 6.25, pp. 145.
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Nichtlineare Ausgleichungsrechnung vorgespannter Seilnetze

Das Gleichgewicht eines Seilnetzes ist dann gegeben, wenn die Netzknoten eine solche
räumliche Lage relativ zueinander annehmen, dass der Summe der vorhandene
kräfte ein geschlossenes räumliches Kräftepolygon entspricht. Dadurch, dass sow
Betrag als auch die Raumrichtungen dieser Kräfte geometriebehaftete Grössen
weist dieses System einen nichtlinearen Charakter auf. Aufgrund dieser zwische
Flächenform und den inneren Kräften bestehenden Interdependenzen müssen
Ermittlung der Gleichgewichtsfigur hohe Ansprüche gestellt werden, so dass den 
dernissen in bezug auf Gestaltung, Tragverhalten und geodätischen Zuschnitt 
werden kann. Entsprechend der zwischen der Ausgleichungsrechnung und der Ela
chanik bestehenden Analogie lässt sich die Berechnung vorgespannter Netze a
Ausgleichung eines räumlichen Bogenschnittes zurückführen 65. Weil der Ansatz über
den konventionellen Bogenschnitt zu keiner Lösung des Problems führt, muss hier
nichtkonventionelle nichtlineare Ausgleichungsrechnung herangezogen werden. Z
sem Zweck wird die Forderung nach der Minimierung der Summe der quadratis
Beobachtungsverbesserungen, 

, (6.47)

bereits in die nichtlineare Verbesserungsgleichung 

 (6.48)

eingesetzt. Mit (6.47) und (6.48) folgt der Ausdruck

(6.49)

Der Minimierungsforderung entspricht die notwendige Bedingung 

, das heisst  . (6.50)

Ausgehend von der Verbesserungsgleichung (6.48) und unter Berücksichtigung, d

, (6.51)

folgt – mit  – für die gesuchte nichtlineare Normalgleichung 

. (6.52)

Für die Lösung dieser nichtlinearen Gleichung werden Verfahren der numeris
Mathematik herangezogen, welche die Lösung durch einzelne lineare Iterationss

65. Vgl. Anhang A 5, pp. 168. 

vT P v⋅ ⋅ min.→

v f x( ) l–=

vT P v⋅ ⋅ f x( )T l T–[ ] P f x( ) l–[ ]⋅ ⋅= min.→

vT P v⋅ ⋅
x∂

-----------------------∂ 0= 2 vT P
v∂
x∂

-----⋅ ⋅ ⋅ 0=

v∂ x∂⁄ f∂ x∂⁄ A= =

aT b⋅ bT a⋅=

f∂
x∂

----- 
  T

P f x( ) l–[ ]⋅ ⋅ 0=
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ermöglichen. Hierbei ist die linearisierte Endgleichung für ein Inkrement ∆[ der Iteration
durch den Ausdruck 

(6.53)

gegeben. Für die Normalgleichungsmatrix gilt der Ausdruck 

. (6.54)

Hierbei bezeichnen &�die Kantenknotenmatrix, 4 die Hyperdiagonalmatrix – und nich
die übliche Gewichtsreziprokenmatrix –, ; die Matrix der Knotendifferenzen, : die
Matrix der Knotenverschiebungen und / die Matrix der gedehnten Stablängen. 

Die nichtlineare Ausgleichung des räumlichen Bogenschnittes lässt sich in die an
elastomechanische Berechnung des vorgespannten Netzes transformieren, falls d
Substitution 

 (6.55)

in der nichtlinearen Normalgleichung (6.52) vorgenommen wird. Unter Berücksi
gung des Hookeschen Gesetzes für die Stabkräfte V folgt somit der Ausdruck 

. (6.56)

Die Bestimmung der Normalgleichung sowie der Normalgleichungsmatrix erfolg
Analogie zu (6.53) und (6.54). Die Kofaktoren 4[�[ der Knotenpunktkoordinaten sind
durch den Ausdruck 

(6.57)

gegeben. Der erste Summand der Normalgleichungsmatrix,

, (6.58)

ist nahezu identisch mit den Normalgleichungen der linearen Ausgleichung und 
ausschliesslich von der geometrischen Konfiguration des Netzes ab. Übertragen 
Verhältnisse der Elastomechanik beschreibt dieser Ausdruck die Nachgiebigkeit
Knotens unter einer Einheitsbelastung aufgrund der geometrischen Konfiguratio
Netzes. Der zweite Term, 

, (6.59)

ist dagegen nur von der Grösse der Verbesserungen, oder, analog dazu, von der
der elastischen Längenänderungen, welche die Netzvorspannung verursachen, ab
Hiermit lässt sich die wichtige Schlussfolgerung ziehen, dass die Steifigkeit und 
das Tragverhalten einer Netzkonstruktion eine Funktion der geometrischen Fläche
figuration und des Vorspanngrades des Netzes darstellt. 

N x∆⋅ AT P l f x0( )–[ ]⋅ ⋅=

N CT Q C⋅ ⋅( ) XT P L W 3– X⋅ ⋅ ⋅ ⋅( )+=

P H L
1–⋅=

AT s⋅ 0=

Qx x, N
1–

A
T

P A⋅ ⋅( ) N
1–

=

C T Q C⋅ ⋅

X T P L W 3– X⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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Es ist naheliegend, dass sich die über geodätisch-mechanische Analogien herg
allgemeine Gleichgewichtsgleichung 

(6.60)

über die Aufstellung konventioneller Gleichgewichtsbedingungen bestimmen lässt
bei den Seilnetzen zugrunde liegende Problem lässt sich anhand der Gleichungen

,  und  , (6.61)

über welche die Koordinatendifferenzen X, Y und Z zweier durch ein Stabelement M ver-
bundener Knotenvariablen L und N�festgehalten werden, darlegen 66. 

%LOG�������5DXPODJH�GHV�6WDEHV�M�

Bei Zuzug der Kanten-Knoten-Matrix  gilt allgemein 

, , 

. (6.62)

Der räumliche Abstand zweier Knotenpunkte ist durch die Längen der Seilstück
gedehnten vorgespannten Zustand definiert. Falls den Vektoren X, Y, Z und O die Diago-
nalmatrizen 8, 9, : und / zugeordnet werden, lassen sich die gesuchten Knotenabs
über die Gleichung 

 (6.63)

bestimmen. Zur Erfassung der Richtung des Stabes M werden die Richtungscosinuswert
D[�M, D\�M und D]�M�herangezogen. Diese Koeffizienten sind durch die Ableitungen 

,  und   (6.64)

gegeben. Mit

,  und  (6.65)

66. Die im folgenden dargelegten Überlegungen stützen sich auf die Arbeiten von Gründig (1976)
witz (1977), Linkwitz, Schek und Gründig (1974), Linkwitz et. al (1984) und Schek (1974).

A
T

s⋅ 0=

uj xi xk–= vj yi yk–= wj zi zk–=

j

i

kX
Y

Z
]

[

\

Cs CCf[ ]=

u Cs x⋅ C x CI xf⋅+⋅= = v Cs y⋅ C y Cf yf⋅+⋅= =

w Cs z⋅ C z Cf zf⋅+⋅= =

L U 2 V 2 W 2+ +[ ] 1 2⁄=

ax j, l∂ j x∂ i⁄= ay j, l∂ j y∂ i⁄= az j, l∂ j z∂ i⁄=

l∂ j

x∂ i
-------

uj

lj
----=

l∂ j

y∂ i
-------

vj

lj
----=

l∂ j

z∂ i
-------

wj

lj
-----=



142

hge-
ng zu 

en
Bei

druck 

g 

gsauf-
n

utig
die
gs
 Geo-
folgt der Ausdruck 

. (6.66)

Dementsprechend ergeben sich die Matrizen der Stabrichtungen des Netzes zu 

, , . (6.67)

Mit dem Vektor V der Stabkräfte und den Jakobimatrizen (6.67) ergibt sich die Gleic
wichtsbedingung durch Gleichsetzung der inneren Kräfte und der äusseren Belastu

,  und  . (6.68)

Somit gilt, dass bei vorgegebener Belastung S die voneinander abhängigen gesucht
Stabkräfte V und Koordinaten [ diese Gleichgewichtsgleichungen zu erfüllen haben. 
unbelasteten vorgespannten Seilnetzen verschwindet der Belastungsterm S. In diesem
Fall nehmen die Gleichgewichtsbedingungen die Form

(6.60)

an. Falls KM die Zugsteifigkeit, O��M die Stablänge des ungespannten Zustandes und O den
unbekannten Knotenabstand bezeichnen, folgt für das Hookesche Gesetz der Aus

. (6.69)

Bei Zuzug der Diagonalmatrizen + und /� gilt für das Hookesche Gesetz die Beziehun

. (6.70)

Durch Substitution folgt für die Gleichgewichtsgleichungen 

, , 

. (6.71)

Dieses Gleichungssystem bildet den geeigneten Ansatz, mit dem die Formfindun
gabe gelöst werden kann. Die Kanten-Knoten-Matrix &, über welche die topologische
Netzeigenschaften festgehalten werden, die Stabzugsteifigkeitsmatrix +, die Matrix der
ungedehnten Stablängen /�, die die Form des Netzes im unbelasteten Zustand einde
bestimmt, und der äussere Belastungsvektor S stellen vorgegebene Grössen dar. Für 
Bestimmung der Raumkoordinaten [�der Netzknotenpunkte müssen hierbei allerdin
Rohwerte [�, das heisst Näherungswerte aus Modellmessungen, für die anfängliche
metrie herangezogen werden. In diesem Fall können die �Q gesuchten Koordinaten [�mit
Hilfe der insgesamt �Q vorliegenden Bestimmungsgleichungen ermittelt werden. 
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Falls Näherungswerte [� für die Geometrie vorliegen, lässt sich das zugrunde liege
nichtlineare Gleichungssystem (6.71) durch Linearisierung nach [�iterativ mit dem New-
tonverfahren� lösen. Die ebenfalls unbekannten Seilkraftgrössen lassen sich au
ermittelten Geometrie mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes (6.70) bestimmen. Grun
lich liefert dieser Ansatz die Möglichkeit, die genaue Geometrie eines experime
bestimmten Zuschnittes zu ermitteln. Die eigentliche Lösung der Formfindungsau
liegt jedoch nicht innerhalb der Reichweite dieser Methode. 

%LOG�������=XU�1HW]GHILQLWLRQ��

Für die praktische Behandlung von Seilnetzkonstruktionen ist es sinnvoll, die Gleic
(6.71) in zwei Terme zu spalten, so dass der regelmässige innere Bereich , und der hete-
rogene äussere Bereich des Zuschnittes 5 getrennt erfasst werden können. Diese Ope
tion beinhaltet die Unterteilung der insgesamt P Seilstücke des Netzes in P, Stücke des
regulären inneren Bereiches , und P5 Stücke des Zuschnittbereiches 5. Mit der allge-
mein gültigen Umformung  und unter Zuzug des Hookeschen Ges
folgt für die Gleichgewichtsgleichungen jeder vorgespannten Seilnetzkonstruktion 

, 

, 

. (6.72)

Dieses Gleichungssystem umfasst �Q Bedingungsgleichungen für die Bestimmung d
�Q unbekannten Koordinaten [�und der P5 unbekannten Komponenten der StabkräfteV5
und ist dadurch unterbestimmt. Sofern gute Näherungswerte aus Modellmessung
die Geometrie bekannt sind, lässt sich das Gleichungssystem durch die Eingabe
Berechnungsablauf konstant gehaltenen Grösse V5 mit Hilfe des Festansatzes exakt un
eindeutig lösen. Die Schätzung der unbekannten Seilkraft V5 erfolgt aus Modellmessun-
gen, Überschlagsrechnungen oder vorhandenen Erfahrungen entweder auf direkte
oder aber über die ungedehnte Seillänge� O�. Der Berechnungsablauf erfolgt mit Hilfe
eines Iterationsverfahrens der numerischen Mathematik durch die Eingabe 
Anfangsgeometrie [�. Die Suche nach einer Gleichgewichtsfigur, die zugleich d
gestalterischen und statischen Anforderungen genügen soll, ist bei diesem Vorga
einem langen und mühsamen Iterationsprozess verknüpft. 

M
i k

5���=XVFKQLWWVEHUHLFK�
,���UHJXOlUHU�LQQHUHU�%HUHLFK�

[I���)HVWSXQNWH�
[���YDULDEOH�.QRWHQSXQNWH�

L u⋅ U l⋅=

CI
T

H L0
1–

L
1–

–( ) uI CR
T

UR LR
1–

sR⋅ ⋅ ⋅+⋅ ⋅ ⋅ px=

CI
T

H L0
1–

L
1–

–( ) vI CR
T

VR LR
1–

sR⋅ ⋅ ⋅+⋅ ⋅ ⋅ py=

CI
T

H L0
1–

L
1–

–( ) wI⋅ CR
T

WR LR
1–

sR⋅ ⋅ ⋅+⋅ ⋅ pz=
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Um dieses Problem zu umgehen, müssen auch die Seilkräfte V5 des Zuschnittes als unbe
kannt angenommen werden. Diesem Ansatz entspricht jedoch ein unterbestimmte
blem. Beim Ausgleichungsansatz wird das Problem der Unterbestimmtheit gelöst, 
die Koordinaten [�und die Zuschnittskräfte V5 durch ein verträgliches System miteina
der verknüpft werden. Dadurch erübrigt sich die beim Festansatz unentbehrliche
gabe fester Zuschnittskräfte. Zu diesem Zweck wird gefordert, dass die Summ
quadratischen Abweichungen aus angenommener Ausgangsgeometrie [��und Gleichge-
wichtsgeometrie [�sowie aus den Näherungswerten V5�� und den Gleichgewichtskräften
V5 ein Minimum annimmt:

(6.73)

Mit den Gewichtungsmatrizen 3� und 3� lassen sich hierbei gestalterische beziehun
weise statische Aspekte des Entwurfs betonen. Eine Zunahme der Gewichtungsfa
3� der gewünschten Kräfte V5�� minimiert den Unterschied dieser Kräfte zu V5 und führt
zu einer Gleichgewichtsgeometrie, die derjenigen des Festansatzes näher kom
Extremfall gilt mit  die Gleichheit . Zusammen mit der Nebenbed
gung (6.73) lässt sich das nichtlineare Ausgleichungsproblem (6.72) durch die Li
sierung der Bedingungsgleichungen über eine Folge linearer Ersatzgleichungsau
und der hierfür gültigen Standardformeln lösen 67. 

Der Ausgleichungsansatz führt zu einer ersten Gleichgewichtsgeometrie aus 
ersten Berechnungslauf. Diese Geometrie lässt sich durch eine abgeänderte Vorg
Zuschnittkräfte V5�� und durch gezielt gewählte Bewertungszahlen 3� iterativ verbessern.
Allerdings sind hierbei die Zuschnittkräfte, die zur Erzielung eines erwünschten Kr
verlaufs im inneren Bereich erforderlich sind, nicht bekannt. Beim Entwurf we
jedoch der Berücksichtigung geometrischer und statischer Nebenbedingunge
Gleichmaschigkeit oder konstantem Kräfteverlauf grosse Bedeutung beigem
Gemäss der erweiterten Ausgleichungsrechnung können solche Nebenbedingung
Unbekannten des Problems auferlegt werden. In diesem Zusammenhang gilt es h
das um die Gleichung 

(6.74)

erweiterte System (6.72) mit der Nebenbedingung (6.73) zu lösen. Für die G
maschigkeit wird gefordert, dass die endgültigen Stablängen O] den gewünschten Knoten
abständen OY�] gleich sind. Für die praktische Lösung müssen die Gleichungen (6.72
(6.74) unter der Verwendung von Näherungskoordinaten und -kräften [� und V5�� lineari-
siert werden. Da der Kräfteverlauf des gesamten Netzes sich im Innern auswirkt, 
sich für die Kräfte im Zuschnittbereich grobe Vorgaben, die im Hinblick auf erwar
grosse Änderungen mit kleinen Gewichtszahlen versehen werden, wählen. W
Zusatzbedingungen beinhalten die Forderung nach knickfreien Zuschnittsbereiche68. 

67. Die Berechnung der Überdachungen des Olympiastadions sowie von Zwischenteilen des Olym
ländes in München erfolgte nach dem Ausgleichungsansatz. 

68. Bei der Formfindung entstehen üblicherweise beim Übergang vom Netzinnern zu den Endstäb
metrische und kraftmässige Inhomogenitäten – Knicke –, welche iterativ oder aber durch eine Z
bedingung beseitigt werden müssen.

x x0–( )T
P1 x x0–( ) sR sR 0,–( )T P2 sR sR 0,–( )⋅ ⋅+ min.→⋅ ⋅

P2 ∞= sR 0, sR=

g x l s, ,( ) 0=
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Grundsätzlich lassen sich wesentliche Vereinfachungen erzielen, falls die allge
Gleichgewichtsbedingung 

(6.75)

mit Hilfe einer als Quotient aus Stabkraft und Stablänge definierten Kraftdichte�T, 

, (6.76)

linearisiert wird. Durch Substitution folgt aus (6.75) das lineare Gleichungssystem 

, , . (6.77)

%LOG�������*UXQGHOHPHQW�HLQHV�YRUJHVSDQQWHQ�1HW]HV��

In ausführlicher Schreibweise nehmen die Ausdrücke (6.77) für das aus vier S
zusammengesetzte dargestellte Grundsystem die Form 

, , 

 (6.78)

an. Unter Berücksichtigung der Ausdrücke (6.61) und (6.76) entsprechen diese
chungen der elementaren Erstellung der Gleichgewichtsbedingung am Knoten� L. Mit

 lässt sich das Gleichungssystem (6.77) in die Form 

, ,  (6.79)

umschreiben. Mit der Spaltung der Kanten-Knoten-Matrix &V, , folgen mit 

, ,

 (6.80)

die Gleichungen 

A
T

s⋅ 0=

q s l⁄=

C
T

U q⋅ ⋅ px= C
T

V q⋅ ⋅ py= C
T

W q⋅ ⋅ pz=

]

[
\

1 2

3

4

IH

J

K

i

Pi

ue qe⋅ uf qf⋅ ug qg⋅ uh qh⋅+ + + px i,= ve qe⋅ vf qf⋅ vg qg⋅ vh qh⋅+ + + py i,=

we qe⋅ wf qf⋅ wg qg⋅ wh qh⋅+ + + pz i,=

Uq Qu=

C
T

Q u⋅ ⋅ px= C
T

Q v⋅ ⋅ py= C
T

Q w⋅ ⋅ pz=

Cs CCf[ ]=

u Cs x⋅ C x Cf xf⋅+⋅= = v Cs y⋅ C y Cf yf⋅+⋅= =

w Cs z⋅ C z Cf zf⋅+⋅= =
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Mit den Substitutionen 

 und  (6.82)

ergeben sich die vereinfachten Ausdrücke 

, , . (6.83)

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass die Kraftdichten und die Netzgeomet
vorgegebenen Knotenlasten und Auflagerknoten durch eine eindeutige Vorschrift m
ander verknüpft sind. Die gesuchten Koordinaten lassen sich somit anhand einer
nommenen Kraftdichte über die umgeformten Ausdrücke (6.83) bestimmen: 

, , . (6.84)

%LOG�������)RUPILQGXQJ�PLW�GHP�.UDIWGLFKWHDQVDW]��

Diese Gleichungen ermöglichen eine direkte Bestimmung der Gleichgewichtsgeom
über die Verknüpfungsvorschriften der Knoten, die Festpunktkoordinaten und
geschätzten Kraftdichten. Hierbei bildet die Kraftdichte den geeigneten Paramet
die Beschreibung der Netzform. Bei der praktischen Tätigkeit hat sich gezeigt,
bestimmte Schätzungen für das Netzinnere und für die Randbereiche eine brau
Ausgangsgleichgewichtsgeometrie liefern. Die unbekannten Stabkraftgrössen, die
berechneten Gleichgewichtsgeometrie entsprechen, ergeben sich aus dem Prod
zugehörigen Stablängen, 

, (6.85)

mit den angenommenen Kraftdichtewerten: 

. (6.86)

Dem erweiterten Ausgleichungsansatz entsprechend lassen sich nach Vorhand
einer ersten Gleichgewichtsform zusätzliche geometrische oder statische Forde
berücksichtigen. 

C
T

Q⋅ C x C
T

Q⋅ Cf xf⋅ ⋅( )+⋅ ⋅ px= C
T

Q⋅ C y C
T

Q⋅ Cf yf⋅ ⋅( )+⋅ ⋅ py=

C
T

Q⋅ C z C
T

Q⋅ Cf zf⋅ ⋅( )+⋅ ⋅ pz=

D C
T

Q C⋅ ⋅= Df C
T

Q Cf⋅ ⋅=

D x⋅ px Df– xf⋅= D y⋅ py Df– yf⋅= D z⋅ pz Df– zf⋅=

x D
1–

px Df xf⋅–( )= y D
1–

py Df yf⋅–( )= z D
1–

pz Df zf⋅–( )=

L xi xk–( )2 yi yk–( )2 zi zk–( )2+ +[ ]1 2⁄=

s L q⋅=
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Spezielle Anwendungen des Ausgleichungsansatzes 

*HRPHWULVFKH�0LQLPDOQHW]H

Die rechnerische Formfindung vorgespannter Seilnetze anhand der aufgezeichneten
Methoden erlaubt die Aufstellung einer interessanten Verbindung zu den geometrischen
Minimalnetzen. Geometrische Minimalnetze liegen dann vor, wenn die Abst
benachbarter Knotenpunkte das Prinzip der kleinsten Quadrate erfüllen. Diese For
ist durch den Ausduck 

(6.87)

gegeben. Für die Koordinatendifferenzen gelten die hergeleiteten Gleichungen 

, , . (6.62)

Hieraus folgt unmittelbar die Identität 

. (6.88)

Die Lösung der Minimalbedingung (6.87) erfolgt naturgemäss über Differentia
gemäss der Operation (6.50). Mit 

, , 

 (6.89)

und unter Berücksichtigung des Ausdruckes (6.88) folgt das lineare Gleichungssys

, , 

, (6.90)

anhand dessen die Koordinaten [ des Systems mit minimaler Raumverteilung bestim
werden können. Dieses Gleichungssystem lässt sich direkt aus dem Gleichungs
(6.81) herleiten, falls hierbei die äussere Belastung zu null und die Kraftdichten zu
heitskraftdichten – 4�repräsentiert in diesem Fall eine Einheitsmatrix – gesetzt wer
Diesem engen Zusammenhang zufolge lässt sich das Minimalnetz als ein vorgesp
Netz mit gleicher Kraft in allen Stäben betrachten. Diese Tatsache bedeutet zug
dass die Aufstellung einer einzigen geometrischen Minimalbedingung bereits zu 
Gleichgewichtszustand des unbelasteten vorgespannten Netzes führt. Die For
(6.87) lässt sich durch Zuzug einer Gewichtung erweitern. Mit

lT l⋅ uT u vT v w+ T w min.→⋅⋅+⋅=

u C x CI xf⋅+⋅= v C y Cf yf⋅+⋅= w C z Cf zf⋅+⋅=

u∂
x∂

----- v∂
y∂

----- w∂
z∂

------- C= = =

l
T

l⋅( )∂
x∂

------------------ u
T

u⋅( )∂
x∂

--------------------- 2 u
T u∂

x∂
-----⋅ ⋅= =

l
T

l⋅( )∂
y∂

------------------ v
T

v⋅( )∂
y∂

--------------------- 2 v
T v∂

y∂
-----⋅ ⋅= =

l
T

l⋅( )∂
z∂

------------------ w
T

w⋅( )∂
z∂

----------------------- 2 w
T w∂

z∂
-------⋅ ⋅= =

C
T

C x⋅ ⋅ C
T

Cf xf⋅ ⋅–= C
T

C y⋅ ⋅ C
T

Cf yf⋅ ⋅–=

C
T

C z⋅ ⋅ C
T

Cf zf⋅ ⋅–=
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ergibt sich das Gleichungssystem (6.90) zu 

, 

, 

. (6.92)

Es gilt somit, dass jede Gleichgewichtsgeometrie eines unbelasteten vorgespannten Net-
zes die obigen Gleichgewichtsbedingungen erfüllt. In formaler Hinsicht gleichen sic
Gleichungssysteme (6.81) und (6.90), da 3 wie 4 Diagonalmatrizen darstellen. Diese
Analogie zufolge lassen sich die Kraftdichten als Gewichtungsfaktoren des geom
schen Minimumproblems andeuten. Jeder Gleichgewichtszustand eines unbela
vorgespannten Netzes mit den Kraftdichten T ist demnach identisch mit demjenige
eines Netzes, dessen durch die Kraftdichten T gewichtete Summe der quadratischen Lä
gen ein Minimum ergibt 69. 

+lQJHQHW]H 

Dem Umkehrungsprinzip zufolge lassen sich Gitterschalen als analoge Gebild
Hängenetzen andeuten, die als ideale Stabwerke ausgebildet sind. Damit der Gl
wichtszustand von Hängenetzen erfüllt ist, müssen die Netzknoten eine solche räu
Lage relativ zueinander annehmen, dass die Summe der Raumrichtungen der zw
ihnen liegenden Stabstücke mit den vorhandenen Stabkraftgrössen und der äu
Knotenlast ein geschlossenes räumliches Kräftepolygon ergeben. Bei parallel od
chennormal wirkendem Lastangriff ist die sich einstellende Geometrie dementspre
durch ihre positive Gauss’sche Krümmung charakterisiert. 

%LOG�������*UXQGHOHPHQW�HLQHV�KlQJHQGHQ�1HW]HV��

Prinzipiell dürfen für die Formfindung hängender Netze die Methoden, die im Hinb
auf die antiklastischen vorgespannten Netze entwickelt worden sind, herangezoge
den. Allerdings ist der Lösungsprozess mit Konvergenzschwierigkeiten verknüpft

69. Vgl. Schek (1974). 

l
T

P l⋅ ⋅ u
T

P u⋅ v
T

P v w+
T

P w min.→⋅ ⋅⋅ ⋅+⋅=

C
T

P C⋅ ⋅( ) x⋅ C
T

P Cf⋅ ⋅( ) xf⋅–=

C
T

P C⋅ ⋅( ) y⋅ C
T

P Cf⋅ ⋅( ) yf⋅–=

C
T

P C⋅ ⋅( ) z⋅ C
T

P Cf⋅ ⋅( ) zf⋅–=
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Ursache hierfür ist auf die geringen Stabverformungen, die durch die verhältnism
niedrige Beanspruchung entstehen, zurückzuführen. Diese numerischen Schwierig
können durch die Erhöhung der effektiven Elastizitäten umgangen werden. 
Bestimmung einer Gleichgewichtsform – der sogenannten Gumminetzgeometrie
dem durch eine fiktive Elastizität gekennzeichneten Ersatznetz kann die gesuchte
metrie durch schrittweise Erhöhung des Elastizitätsmoduls bis hin zum effektiven
bestimmt werden.

%LOG�������*LWWHUVFKDOH��

Die mit dem Ansatz des Gumminetzes verbundenen Schwierigkeiten lassen sich b
gen, falls der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung 

(6.93)

eine zusätzliche Abstandsbedingung für die Koordinaten der ausgeglichenen P
jedes einzelnen Stabes aufgezwungen wird. Der Forderung 

(6.94)

entspricht ein aus absolut dehnungslosen Stabelementen zusammengesetztes Hä
Anhand dieses erweiterten Ausgleichungsansatzes kann die Formfindung hän
Netze auf direktem Weg erfolgen 70. Der somit bestimmten Geometrie entspricht na
dem Umkehrungsprinzip eine analoge druckbeanspruchte Gitterschale. Zusätzlich
sche Berechnungen am Gitternetz zur Erfassung der Beanspruchungen aus ungle
sig wirkenden Lasten wie Schnee oder Wind und Stabilitätsuntersuchungen lokale
globaler Art sind selbstverständlich unentbehrlich. Es ist ersichtlich, dass die Lösun
Formfindungsaufgabe anhand der um die Bedingung (6.94) erweiterten Ausgleich
rechnung den geeigneten Ansatz für die Rationalisierung des Bauablaufs von nac
schen Gesichtspunkten entwickelten Flächentragwerken liefert. Die Vereinheitlic
der Knotenabstände bei Gleichgewichtsformen setzt allerdings eine Topologie v
die die notwendigen Freiheitsgrade im Formbildungsprozess gewährleisten kann 71. 

70. Vgl. Gründig (1976), Linkwitz et al. (1984) und Nguyen-Tong (1980). Die Formfindung und die s
sche Berechnung von Frei Ottos Holzgitterschale für die Bundesgartenschau Mannheim 1975 
anhand dieses Ansatzes. 

71. Im allgemeinen werden Netze mit viereckigen Maschen bevorzugt. Bei der gleichschenkligen v
kigen Masche beschreibt der Ort der Maschenkanten des virtuellen Bewegungszustandes ein
zweier durch die gleiche Rotationsachse definierter spiegelsymmetrisch angeordneter Kegel, d
mit der gleichen Gewichtung durchdringen. Falls die Kantenlänge R beträgt, so ist die Kege
durch den Kegel mit der Höhe / und den halben Öffnungswinkel , 
definiert. 

A
T

s⋅ p=

lm lm 0,=

α 2⁄ arccos L R⁄( )= 0 L R≤ ≤
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Bei der mathematischen Modellierung der Membran nach der Methode der Finiten Ele-
mente werden Dreieckselemente mit ebener konstanter Spannung definiert. Infolge der
Flächenkontinuität und der Querkontraktionseigenschaften des Elements hängt di
nung und die damit zusammenhängende Kraft einer Kante vom Dehnungszusta
anderen Kanten des gleichen Elementes ab. Unter gewissen Bedingungen könne
Flächenelemente diskretisiert und durch Stabwerke ersetzt werden, wobei zwische
Knoten nun zwei Stäbe vorhanden sind, die von weiteren Stäben abhängen. In s
Fällen lässt sich die Formfindungsaufgabe bei Anwendung der gleichen Ansätze a
jenige der vorgespannten Seilnetze zurückführen. Die gesuchte Beziehung zw
Membranspannungen und Kraftdichte erfolgt durch die Formulierung der Beziehu
zwischen den Membranspannungen und den Kantenkräften sowie durch die Ausde
des Begriffes der Kraftdichte auf den Quotienten aus Kantenkraft durch Kantenlän

%LOG�������0HPEUDQVSDQQXQJHQ�XQG�.DQWHQNUlIWH�I�U�α�DP�'UHLHFNVHOHPHQW��

Für ein Dreieckselement mit der Fläche Ω, der Stärke W, der Querkontraktion ν und dem
Elastizitätsmodul ( sind die zwischen den Membranspannungen und den Kantenkr
bestehenden Abhängigkeiten durch die Gleichgewichtsgleichung 

(6.95)

gegeben. Äquivalent dazu gilt 

. (6.96)

Unter Zuzug des Ausdruckes (6.76) folgt für die Kraftdichte in Richtung D 

. (6.97)

Die Aufstellung der Kraftdichtematrix 4 erfolgt über die Bildung der Kraftdichten fü
die Richtungen α, β und γ. Die topologische Matrix & nimmt hierbei die Form einer Ele
ment-Knoten-Matrix an. Einem Dreieckselement entsprechen somit drei Stäbe. A
der Gleichungen (6.84) kann die Gleichgewichtsform einer Membran in linearer Ab
gigkeit der Kraftdichte bestimmt werden. Für die Berechnung werden mit Hilfe e
linearen Verschiebungsansatzes in einem ebenen Spannungszustand und unter 
sichtigung der Querkontraktion Gleichungen für das einzelne Element aufgestellt 72. 

72. Vgl. Nguyen-Tong (1980). 

hα

Lα1

3

2

SαSα

SαSα

σασα

β γ

α

2 Sα⋅ σα hα t⋅ ⋅=

Sα Ω t⋅ Lα⁄( ) σα⋅=

Qα Ω t⋅ Lα
2⁄( ) σα⋅=
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Dieser Arbeit liegt der Versuch zugrunde, die Logik des Raumes als Zusammenspiel geo-
metrischer Erfordernisse und physikalischer Tatbestände aufzudecken. Zur Verans
chung der Vereinbarkeit räumlicher und energetischer Zwänge wird hierbei
zweidimensionale geometrische Gebilde des Raumes herangezogen, da bei 
Raumeinschliessung und Struktur wie beim Ei oder beim Gehäuse des Nautilus k
dent sind. Die Betrachtung von Form als abstrakte Widerspiegelung räumlich-phys
scher Gesetzmässigkeiten bedingt die Überschreitung des hylemorphischen An
nach welchem jedes gegenständliche Etwas eine Synthese aus Form und Materie
pert, um sie im Sinne einer energetischen Erscheinung zum ontologischen Prinz
Natur zu erheben. Die Erkennung der anhand des morphologischen Studiums gew
nen kausalen Zusammenhänge erlaubt die Herleitung neuer Verfahren und die l
zwingende Gestaltung neuer Systemstrukturen. 

Es muss Absicht jeder ontologischen Analyse der Form sein, die universellen G
mässigkeiten, die ihre Omnipräsenz regeln, zu untersuchen und deren grundsä
Bedeutung und Reichweite aufzudecken. Dieser Ansatz setzt das Verständnis de
hältnisses der Form zum Raum und zur Zeit ebenso wie zur Natur und zum Geist v
Als logisches Prinzip der räumlichen Anordnung, das heisst als metaphysisches S
rierungsprinzip des Raumes, verleiht Form – wie in dieser Arbeit gezeigt werden k
– dem Partiellen eine Totalität und der Pluralität eine Einheitlichkeit. Dementsprec
ist der im weitesten Sinne aufgefasste morphologische Gedanke Goethes durch die
nach der Beständigkeit innerhalb des kontinuierlichen Wandels, das heisst dur
Suche nach der Wahrheit, charakterisiert. Morphologie ist daher eine Wissenscha
alle weiteren Disziplinen menschlicher Denktätigkeit umfasst, um zugleich die zwis
Natur- und Geisteswissenschaften bestehenden Verflechtungen wiederherzustelle

Nach Vitruvius muss die Baukunst in ihrem Wesen durch Kohärenz und Gan
gekennzeichnet sein. Wie bei allen geistigen Verrichtungen, müssten nach ihm a
der Baukunst die zwei wesentlichen Begriffe TXRG�VLJQLILFDWXU�und�TXRG�VLJQLILFDW, das
heisst die Wahl des Motives der Bauschöpfung und die entsprechende wissen
lich-künstlerische Vergegenwärtigung, herrschen. Dieser Ansatz setzt die kulturelle
heit intellektueller, emotioneller und politischer Umstände, wie es Athen unter Pe
und Rom unter Augustus bezeugt haben, voraus. Diese anzustrebende kulturelle 
ist durch die Affinität, die zwischen den Methoden des logischen Denkens und den
schen Empfindungen besteht, gegeben. Dementsprechend ist auch die Bildung je
Kultur durch den Wesensverwandschaftsgrad von Wissenschaft und Kunst bestim

Dadurch, dass sie das Unbekannte des menschlichen Geistes erforschen, sind 
schaft und Kunst bewusstseinserweiternd. Das Fortschreiten der Wissenschaft ber
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dem Versuch, das Verständnis des Geschehens der Natur auszubauen. Der Wisse
ler setzt eine Invarianz der Naturgesetze voraus, um somit Hypothesen herzuleiten
als Antworten zu den Fragen, die er der Natur gestellt hat, festsetzt. Die Standhaf
der wissenschaftlichen Hypothese ist durch ihren Bewährungswert im betrach
Anwendungsgebiet, dass heisst innerhalb eines bestimmten Referenzrahmens, g
Beim künstlerischen Prozess werden Ideen und Empfindungen als bildende, darste
literarische oder musikalische Kunstwerke zum Ausdruck gebracht. Wie der Wi
schaftler legt der Künstler seine Produktionen dem Publikum zur Bewährungspr
vor, ohne jedoch eine Invarianz im Urteil voraussetzen zu können. 

Wenn die Wissenschaft zu einer besseren Visualisierung des natürlichen Geschehe
trägt, so stellt die Kunst ein zeitgemässes Abbild der menschlichen Gesellscha
deren Problematik dar. Dementsprechend muss Kunst – dem Beispiel der Altgri
folgend – zur Regelung und Anpassung sozialer, moralischer und ethischer Prinz
die ihrerseits durch die wissenschaftliche Progression beeinflusst sind, herange
werden. Die Bedeutung der prozessualen Unterschiede und Analogien, die zwische
wissenschaftlichen und dem künstlerischen Ansatz bestehen, kann also kaum ge
hervorgehoben werden. Andererseits verdeutlicht diese Idee, welche zivilisatori
Gefahren ein Missverhältnis zwischen Wissenschaft und Kunst in sich bergen kann

Der soziale, politische und wissenschaftliche Wandel im Europa des 19. Jahrhunde
zu einer intellektuellen Spezialisierung des Massenmenschen geführt. Paralle
wurde eine Vernachlässigung der emotionellen Erziehung eingeleitet. Diese von R
lismus gekennzeichnete Entwicklung führte dazu, dass die faktischen Erkenntnis
Wissenschaft keine angemessene Humanisierung anhand einer äquivalenten em
len Entwicklung fanden. Dadurch entstand der widersprüchliche Mensch der pos
striellen Gesellschaft, der nach Ortega y Gasset Weisheit und Ignoranz zugleich v
pert. Mit ihm entstand auch das nach Karl Popper als Idol der Sicherheit bezeic
Missverständnis des Besitzes von wissenschaftlichem Wissen, welches heuzutag
der grössten Hemmnisse für eine harmonische Entfaltung unserer Zivilisation bilde
den Menschen ist Wahrheit kein Absolutum, sondern eine geistige Haltung. Demen
chend kann auch die wissenschaftlich-künstlerische Progression – das Ingenium
aus der rücksichtslos kritischen und unablässigen Suche nach Wahrheit in Wisse
und Kunst – dem erwähnten TXRG�VLJQLILFDWXU�und�TXRG�VLJQLILFDW – entspringen. 

Die Diskrepanz, die nun zwischen Intellekt und Emotionalität besteht, stellt einen m
gebenden Faktor dar, aufgrund dessen keine organische Entwicklung von Kultur fes
bar ist. Der euphorischen Illusion eines Triumphes des Menschen über die Natur, d
mit der industriellen Revolution bildete, muss heutzutage energisch entgegenge
werden. Die gewaltige Komplexität des Universums, in welche der Mensch eingefü
verlangt kohärente und ganzheitliche Ansätze zur Lösung der bevorstehenden Her
derungen. Zu diesem Zweck muss der Bewährungsgrad wissenschaftlicher Erken
auch innerhalb eines menschlichen Referenzrahmens andauernd überprüft werd
scheint, dass die allgemeine Akzeptanz dieses Ansatzes zur Beseitigung der im H
auf die weitere Entwicklung unserer Zivilisation im allgemeinen und der Baukultu
speziellen bestehenden Unsicherheiten entscheidend beitragen könnte. 
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Nach der pythagoräisch-platonischen Lehre unterliegt das natürliche Geschehen
ontologischen Synthese, auf welche die Kohärenz des Pluralismus der Natur zur
führen ist. Dieser von der deterministischen Chaostheorie verfolgte Ansatz beinhal
Vorstellung, dass jede reale oder potentielle Existenz ein Dasein in sich hat, das
Anlage mit dem Ganzen übereinstimmen muss. Konfrontiert mit der ausserordent
Variabilität dieser pluralistischen Einheit versucht der Mensch, durch Beobach
Anschauung und Nachdenken Begriffe zu bilden, anhand welcher die kosmische 
nachvollzogen werden soll. In erkenntnistheoretischer Sicht stellt aber das Weltbil
der Mensch sich schafft, eine ³:HOW�VHLQHU�(UIDKUXQJVZLUNOLFKNHLW´, das heisst eine unte
vermutlich unendlich vielen logisch möglichen Welten,�dar 1. Tatsächlich erfolgt die wis-
senschaftliche Progression anhand von Fakten, die aus isoliert gesammelten und d
sprechend isoliert gewerteten Erfahrungen abgeleitet werden, und die som
kategorischen Gegensatz zu Idee, in Raum und Zeit beschränkt sind. 

Die Gegensätzlichkeit, welche Begrenzung und Schrankenlosigkeit hervorrufen, fü
einer Inkongruenz zwischen Erfahrung und Idee. Dieses bereits von Goethe aufge
jedoch meist unbeachtet und unbewusst gebliebene Missverhältnis ruft im mensch
Verstand einen Widerstreit hervor, der sich bei der Naturforschung sehr hind
auswirkt2. Diese These führt unausweichlich zur Forderung, Erfahrungen in mögl
allen ihren Facetten und Modifikationen zu prüfen, zu erforschen und durchzuarb
und knüpft dadurch am Ansatz des hier verfolgten Formgedankens unmittelbar 
Anlehnung an Teilhard de Chardins Postulat ³5LHQ�TXH�OH�3KpQRPqQH��PDLV�DXVVL�WRXW�OH
3KpQRPqQH´�gilt es also, die Verbindung zwischen scheinbar abgesonderten Geg
heiten herzustellen, um somit der ontologischen Synthese der Natur nachzugehe3. Es
erscheint naheliegend, dass nicht die schlichte Anhäufung und Anordnung von Erfa
gen, sondern die Überbrückung der zwischen Erfahrung und Idee bestehenden K
einer wissenschaftlichen Annäherung an ein konsistentes Weltbild führen kann. I
sem Ansatz muss die Morphologie ihre “apologia pro vita sua” geradezu finden. 

Um ihre dargelegte Absicht zu verfolgen, bedarf die Morphologie einer Methodik
eines Gegenstandes. Hierbei gilt es, ganz im Sinne Francis Bacons, den betrachte
tikulären Gegenstand – im vorliegenden Fall die gekrümmten Flächentragwerk
Ingenieurbaukunst – abzusondern und hervorzuheben, um mit Hilfe von logisch-d
tiv abgeleiteten konkreten Folgerungen fachübergreifende Verflechtungsnetze wa
men zu können. Das Verständnis der kausalen Zusammenhänge, die jedes

1. Popper (1984). 
2. Vgl. Goethe (1954). 
3. Teilhard de Chardin (1955). 
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 Diese
Verknüpfungsschemas bestimmen, und die Prüfung des Bewährungswertes der a
teten Hypothesen setzen allerdings eine von Universalismus geprägte geistige H
voraus, die eine bereitwillige Mobilisierung aller Disziplinen menschlicher Denktä
keit erforderlich macht. 

Der Begriff Form wurde auf latente Weise zur unwiderruflichen Idee der europäis
Baukultur, als gegen Ende des 17. Jahrhunderts Philippe de la Hire und David G
erkannt hatten, dass die baulichen Ordnungszustände der Natur physikalisch-räum
Gesetzmässigkeiten unterliegen. Diesem tautologisch abgeleiteten Prinzip zufolge
in Anlehnung an Goethe und D’Arcy Thompson –, dass das Besondere als das 
meine, das unter verschiedenen Bedingungen zum Erscheinen gebracht wird, au
werden muss 4. In esoterischer Hinsicht müssen daher solche scheinbar abgeson
baukünstlerischen Werke, wie die nur teilweise ausgeführte Kirche der Colonia 
oder die Überdachung des Olympiastadions München, als mannigfache Ansichten
einzigen Prinzips gedeutet werden. Umgekehrt stellen die erwähnten Bauten sub
Nachprüfungen objektiver wissenschaftlicher Erkenntnisse dar. In diesem Zusam
hang ist die Subjektivität primär auf die Erlebnisse der entsprechenden Konstruk
die Objektivität hingegen auf die erkannte Zufalls- und Willkürunabhängigkeit zur
zuführen. Erlebnis und Erkenntnis rufen dementsprechend eine Polarität hervor, d
beiden jeweils zeitgebundenen und zeitlosen Weltbilder der Wirklichkeit, Gesch
und Natur, zum Gegenstand hat. 

Dem angesprochenen Sachverhalt lässt sich entnehmen, dass planmässiges Han
einem realitätsbezogenen Ausblick in zukünftige Entwicklungsmöglichkeiten ber
muss und des tiefen Verständnisses historischer Zusammenhänge bedarf. Hierbe
nicht, greifbare historische Tatsachen “per se” willkürlich zu untersuchen und ane
derzureihen, sondern die Bedeutung und die Andeutungen ihrer Erscheinungen
Form der Geschichte – zu eruieren und sie unter einem gegenwartsbezogenen u
versellen Gesichtspunkt darzulegen. Da sowohl das Ereignis als auch die histo
Analyse in Raum und Zeit stattfinden, weist die Geschichte einen metamorphi
Charakter auf, der ihr die Bedeutung einer Lehre des Werdenden – und nicht des G
denen – verleiht. Die Bildung neuer, bis anhin nicht wahrgenommener Ansichten
Ideen, die in der Vergangenheit dargelegt worden sind, setzt allerdings die tiefe A
andersetzung mit gegenwärtigen Begriffsvermögen ebenso wie die Berücksichtigu
täglicher Verhältnisse und Umstände, die zum betrachteten Zeitabschnitt gehe
haben, voraus. Dieser hier proklamierte Ansatz fordert, dass der übliche Perspektiv
zugunsten einer ganzheitlichen Betrachtung aufgegeben werden muss. 

Die Umformung von Form in eine Quantität erfolgt durch Zuzug des Begriffes Stru
Der strukturelle Ansatz erlaubt die Zurückführung erkannter komplexer Daten 
gegenständlichen oder phänomenologischen Form auf eine endliche Anzahl Komp
ten, die nach einem logischen Organisationsprinzip miteinander verknüpft sind. Da
scheidende Merkmal dieses Konstruktes besteht darin, dass die Betonung vielme
den Bezügen, das heisst auf dem logischen Aufbau, als auf den Einheiten liegt.

4. Vgl. Ibid., Thompson (1992). 
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charakterisierende Eigenschaft lässt erkennen, dass Struktur eine topologisch
dadurch mathematisch erfassbare Erscheinung ist, die sich dementsprechend mit
Geometrie – der Wissenschaft der Beschreibung von Strukturen – und der Physik
Wissenschaft des Strukturierungsprinzipes der Natur – untersuchen lässt. Dah
pythagoräische Ausspruch Galileis, nach welchem die Natur das Zählbare – VFULWWD�LQ�OLQ�
JXD�PDWHPDWLFD – sei 5. Anhand dieses atomistischen Ansatzes können relevante Zu
menhänge, die Gleichgewicht, Stabilität und Beständigkeit eines baulichen Orga
onsprinzips bestimmen, durch präzise Formulierung hervorgehoben und im Hinblic
die Konstruktion neuer Ordnungsgefüge miteinander kombiniert werden. 

Das in dieser Arbeit verfolgte formwissenschaftliche Studium beruht grundsätzlic
dem morphologischen Urtrieb des faustischen Bewusstseins, das wahrnehmbare Ä
– das “eidos” des Altgriechischen und die “forma” des Lateinischen – im vollständ
Zusammenhang zu erfassen und es als Andeutung einer immanenten, wesensbes
den Essenz aufzunehmen. Die Parallelität, die zwischen diesem wissenschaftliche
langen und dem künstlerischen Ausdruckstrieb des Menschen besteht, ist unverk
Ziel jeder künstlerischen Schöpfung ist nämlich – wie gezeigt werden konnte –, inn
verarbeitete Empfindungen als ontologisch kohärente Kunstwerke zum gegens
chen Ausdruck zu bringen. Die Subjektivität auszudrückender Gefühlseindrücke d
unmissverständlich an, dass Kunst ein historisches Abbild menschlicher Gesellsc
ordnungen ist und dementsprechend zur Regelung und Abstimmung sozialer, poli
und ethischer Normen herangezogen werden muss. 

Die Gegenüberstellung von Wissenschaft und Kunst offenbart den Dualismus, de
schen rationalem Intellekt und den Urempfindungen Emotionalität, Intuition und Ins
besteht. Die Hervorhebung dieses Dualismus lässt erkennen, dass jede organisc
dung und Entwicklung von Kultur – Ausdruck und Abbild des menschlichen Dase
das einstimmige Zusammenspiel beider Weltgefühle voraussetzt. Mit dem postind
ellen Zeitalter wurde jedoch ein Wandel eingeleitet, der die Ausbildung der Fähigk
denken ohne zu fühlen und umgekehrt zu fühlen ohne zu denken hervorgerufen ha
ser Verfall des ästhetischen Bildungsgrades fand einen warnenden Ausdruck im M
onsprozess, der die Entwicklung der Baukunst bestimmt hat. Das Verständnis 
unwiderlegbaren Tatsache beinhaltet das Desiderat, den Menschen erneut als S
punkt von Bezügen anzudeuten und die bereits von Vitruvius proklamierte Kohären
Ganzheit wiederherzustellen. Es gilt, den Bewährungsgrad wissenschaftlich erwor
technischen Wissens auch innerhalb eines vom Humanismus geprägten Refere
mens andauernd zu überprüfen. 

Die bevorzugte Methodik der Moderne, isolierte Erfahrungen durch entsprechend
sätzliche Wiederholung so oft hervorzubringen, dass sie zur uneingeschränkten G
heit werden, birgt Gefahren und Unumgänglichkeiten in sich, die nicht länger ign
werden können. Obschon die vorausgesetzte Invarianz der Naturvorgänge die Un
derlichkeit der experimentell unmittelbar überprüfbaren Regelmässigkeiten beinh
kann die blosse Bewährung von Erfassungswissen unmöglich zum Besitz von Wa

5. Galilei (1980). 
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der selbst die Ausgeburt eines Gefühls der Überheblichkeit ist, führen. Nach der qu
duktiven Methode Poppers können Theorien, die aus bewährtem Erfassungswisse
leitet werden, nicht absolut sein, da sie stets von allgemeineren Theorien üb
werden können, die ihrerseits die bereits früher bewährten enthalten 6. Dieses Fortschrei-
ten zu allgemeineren Theorien beruht nicht, wie allgemein angenommen wird, a
Sammlung neuer Erfahrungen oder auf der besseren Ordnung der bereits vorhan
sondern auf der Ausbildung der mannigfaltigsten Ansichten, die in einer Erfahrung
halten sind. Aus diesem Grund setzt das unablässige Suchen nach Wahrheit die vo
the proklamierte 9HUPDQQLFKIDOWLJXQJ�HLQHV�MHGHQ�HLQ]HOQHQ�9HUVXFKHV voraus�7. 

Selbst die strengste vorurteilslose Untersuchung unterliegt zwangsläufig der ged
chen Betrachtungsweise des Menschen. Aus diesem Grund ist jedes wissensch
Abbild des Kosmos durch die gleichen Wesenszüge geprägt, die die Struktur des
kens ausmachen. Diese verschmelzende Eingliederung von Objekt und Subjek
dazu, dass beide wechselseitig aufeinander einwirken und dadurch den evoluti
Akt der Selbsterkenntnis gemeinsam lenken. Als Verbindungspol zwischen allge
anerkannten und vertrauten Lehren verfolgt die Morphologie die Absicht, die struk
len Zusammenhänge, die zwischen allen Disziplinen menschlicher Denktätigkeit b
hen, aufzudecken, um somit die geforderte 9HUPDQQLFKIDOWLJXQJ einer jeden Erfahrung
zu erzielen. Morphologie ist daher die Wissenschaft des Strukturierungsprinzips, d
bewusste Existenz des Menschen – aufgefasst als eine YRORQWp�GH�YLYUH�XQLYHUVHOOH�TXL
FRQYHUJH�HW�V¶KRPLQLVH�HQ�OXL – innerhalb des natürlichen Geschehens bestimmt 8. Das
nachstehende Schema veranschaulicht den dargelegten Ansatz und lässt die Tr
und die Fruchtbarkeit dieser Methode erkennen. 

Für den Positivisten, der die Verselbständigung der rationalen Intelligenz gegenübe
sophistischen Gesamtsubjekt Mensch verkörpert, mögen die hier verfolgten Abs
und Methoden als ein dilettantischer Exkurs ausserhalb der eigentlichen Wissen
erscheinen. Diese Haltung verrät eine tief verwurzelte ptolemäische Weltanscha
nach welcher der Mensch als statisches Zentrum seines Universums auszulegen s
ser cäsarische Anthropozentrismus führt dazu, dass die vom Menschen betrieben
senschaft ihn selbst – aufgefasst als evolutionsbestimmendes Phänomen und n
isolierte körperliche Erscheinung – unberücksichtigt lässt. Wie aber die fortlauf
Dehumanisierung des menschlichen Lebensraumes mit unmissverständlicher De
keit erkennen lässt, bedarf jedes kohärente Abbild des Objektes der bewussten E
derung des Subjektes. Diesen allumfassenden Ansatz ist der Mensch dem en
entfesselten Prometheus schuldig. 

6. Ibid. 
7. Ibid. 
8. Teilhard de Chardin (1955). 
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Anzahl n-Gone Anzahl Elemente Netzeigenschaften

3 4 5 6 8 10 F E K n / p χ

R
eg

ul
ä
re

 P
o

ly
e
d

e
r

Tetraeder 4 4 4 6 3 3 1

Hexaeder 6 6 8 12 3 4 2

Oktaeder 8 8 6 12 4 3 2

Ikosaeder 20 20 12 30 5 3 3

Dodekaeder 12 12 20 30 3 5 3

Q
u
a

si
re

g
u
lä

re
 P

o
ly

e
d

e
r

Kuboktaeder 8 6 14 12 24 24/7 4 20/7

Ikosidodekaeder 20 12 32 30 60 15/4 4 14/4

Tetraeder-
stumpf

4 4 8 12 18 9/2 3 5/2

Hexaeder-
stumpf

8 6 14 24 36 36/7 3 22/7

Oktaeder-
stumpf

6 8 14 24 36 36/7 3 22/7

Ikosaeder-
stumpf

12 20 32 60 90 45/8 3 29/8

Dodekaeder-
stumpf

20 12 32 60 90 45/8 3 29/8

Rhomben-
kuboktaeder

8 12 26 24 48 48/13 4 44/13

Rhombenikosi-
dodektaeder

20 30 12 62 60 120 120/31 4 116/31

Kuboktaeder-
stumpf

12 8 6 26 48 72 72/13 3 46/13

Ikosidodeka-
ederstumpf

30 20 12 62 120 180 180/31 3 118/31

&XEXV�6LPXV 32 6 38 24 60 60/19 5 66/19

Dodecaedron
Simus

80 12 92 60 150 75/23 5 87/23

n
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Anzahl p Punktverknüpfungen Anzahl Elemente Netzeigenschaften

3 4 5 6 8 10 E F K n χ
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Rhomben-
dodekaeder

8 6 14 12 24 24/7 4 20/7

Tricontaeder-
rhombus

20 12 32 30 60 15/4 4 14/4

Triakis-

tetraeder

4 4 8 12 18 9/2 3 5/2

Triakis-
oktaeder

8 6 14 24 36 36/7 3 22/7

Tetrakis-
hexaeder

6 8 14 24 36 36/7 3 22/7

Pentakis-
dodekaeder

12 20 32 60 90 45/8 3 29/8

Triakis-
ikosaeder

20 12 32 60 90 45/8 3 29/8

Deltoidikosi-
tetraeder

8 12 26 24 48 48/13 4 44/13

Deltoid-
hexacontaeder

20 30 12 62 60 120 120/31 4 116/31

Hexakis-
oktaeder

12 8 6 26 48 72 72/13 3 46/13

Hexakis-
ikosaeder

30 20 12 62 120 180 180/31 3 118/31

Pentagon-
LNRVLWHWUDHGHU

32 6 38 24 60 60/19 5 66/19

Pentagon-
hexacontaeder

80 12 92 60 150 75/23 5 87/23

p
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Flächenwinkel Radien und Volumen

γ / γ (n1-n2) rUmkugel rKantenk. rInkugel V  
R

eg
ul

ä
re

 P
ol

ye
de

r

Tetraeder 70.53° 1.7321 1.00 0.5774 0.11785

Hexaeder 90.00° 1.2247 1.00 0.7071 1.00

Oktaeder 109.47° 1.4142 1.00 0.8165 0.47140

Ikosaeder 138.18° 1.1756 1.00 0.9342 2.18170

Dodekaeder 116.57° 1.0705 1.00 0.8507 7.66312

Q
ua

si
re

gu
lä

re
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o
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e
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r

Kuboktaeder 3-4 125°16’ 1.1547 1.00 0.8660 2.37 

Ikosidodekaeder 3-5 142°37’ 1.0515 1.00 0.9511 14.31 

Tetraeder-
stumpf

3-6
6-6

109°28’ 
70°32’ 

1.1055 1.00 0.9045 0.394 

Hexaeder-
stumpf

3-8
8-8

125°16’
90°00’

1.0420 1.00 0.9597 17.76

Oktaeder-
stumpf

4-6
6-6

125°16’
109°28’

1.0541 1.00 0.9487 12.71

Ikosaeder-
stumpf

5-6
6-6

142°37’
138°11’ 

1.0210 1.00 0.9794 57.56

Dodekaeder-
stumpf

3-10
10-10

142°37’
116°34’

1.0145 1.00 0.9857 97.45

Rhomben-
kuboktaeder

3-4
4-4

144°44’
135°00’

1.0707 1.00 0.9340 8.74

Rhombenikosi-
dodektaeder

3-4
4-5

159°06’
148°17’

1.0260 1.00 0.9747 42.01

Kuboktaeder-
stumpf

4-6
4-8
6-8

144°44’
135°00’
125°16’

1.0241 1.00 0.9765 45.63

Ikosidodeka-
ederstumpf

4-6
4-10
6-10

159°06’
148°17’
142°37’

1.0087 1.00 0.9914 21.79

&XEXV�6LPXV 3-3
3-4

153°14’ 
142°59’ 

1.0773 1.00 0.9282 7.68

Dodecaedron
Simus

3-3
3-5

164°11’
152°16’

1.0280 1.00 0.9727 37.72

l3[ ]
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Geometrie des Polygons Flächenaufbau γ 

Rhombisches
Dodekaeder

, 120°12’

Rhombisches
Tricontaeder

, 144°00’

Triakis
Tetraeder

tetragonaler Anschluss 
von 4 Pyramiden mit trian-
gulärer Basis

129°31’

Triakis
Oktaeder

oktaedrischer Anschluss 
von 8 Pyramiden mit trian-
gulärer Basis

147°21’

Tetrakis
Hexaeder

kubischer Anschluss von 6 
Pyramiden mit quadrati-
scher Basis

143°07’

Pentakis
Dodekaeder

dodekadischer Anschluss 
von 12 Pyramiden mit 
pentagonaler Basis

156°43’

Triakis
Ikosaeder

ikosadischer Anschluss 
von 20 Pyramiden mit tri-
angulärer Basis

160°37’

Trapeziodaler
Ikositetraeder

oktaedrischer Anschluss 
von 8 dreiecksähnlichen 
Figuren.

138°07’

Trapeziodaler
Hexecontaeder

ikosadischer Anschluss 
von 20 dreiecksähnlichen 
Figuren.

154°07’

Hexakis
Oktaeder

oktaedrischer Anschluss 
von 8 dreiecksähnlichen 
Figuren.

155°05’

Hexakis
Ikosaeder

oktaedrischer Anschluss 
von 8 dreiecksähnlichen 
Figuren.

164°53’

Pentagonales
Ikositetraeder

Anschluss von 6 vierblätt-
rigen Figuren 136°19’

Pentagonales
Hexecontaeder

Anschluss von 12 fünf-
blättrigen Figuren 153°11’

α
β β

α
l1 l1

l1l1

α 109°28′=
β 70°32′=

p
α

3= p
β

4=

α
β β

α

l1

l1

l1

l1

α 116°34′=
β 63°26′=

p
α

3= p
β

5=

α

β β

l1 l1

l2

α 112°53′=
β 33°33′=

α

β β

l1 l1

l2

α 117°12′=
β 31°24′=

α

β β

l1 l1

l2

α 83°37′=
β 48°11′=

α

β β

l1 l1

l2

α 68°37′=
β 55°41′=

α

β β

l1 l1

l2

α 119°02′=
β 30°29′=

α
β β

β

l1 l1

l2l2

α 115°16′=
β 81°35′=

αβ β

γ

l1 l1

l2l2

α 118°17′=
β 86°58′=
γ 67°46′=

α

β
γ

l1

l2

l3

α 55°01′=
β 37°46′=
γ 87°12′=

α

β
γ

l1

l2

l3

α 58°14′=
β 32°46′=
γ 88°59′=

α
β

β β
β

l1 l1

l2l2
l2

α 80°45′=
β 114°48′=

α
β β
β β

l1 l1

l2l2
l2

α 67°28′=
β 118°08′=
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Die mechanische Erfassung gekrümmter Flächen kann mit Hilfe der elastischen od
plastischen Theorien erster und zweiter Ordnung erfolgen 1. 

%LOG�$�����0HFKDQLVFKH�7KHRULHQ�GHU�JHNU�PPWHQ�)OlFKH��

Wie im Abschnitt 6.1 dieser Arbeit bereits erwähnt, erfolgt die rechnerische Erfas
gekrümmter Flächentragwerke im allgemeinen anhand der Elastizitätstheorie. Fo
stützen sich alle Untersuchungen auf die Annahmen, dass das beanspruchte M
ungerissen, homogen, isotrop und linear elastisch ist und das Tragwerk – Instabili
scheinungen ausgeschlossen – nur kleine Verschiebungen zu erleiden hat. Dieser
hat sich in vielen Fällen als befriedigend erwiesen. Andererseits aber kann die Un
chung des Tragverhaltens gekrümmter Flächentragwerke eine raffiniertere Method
alle spezifischen Materialeigenschaften berücksichtigt, erfordern. Im bedeutende
des Stahlbetonbaus sollte, da Beton bereits bei geringer Einwirkung von Zugspann
reisst, für allfällige Untersuchungen ein theoretisches Modell beigezogen werde
welchem die Druckkräfte durch Beton und Stahleinlagen gemeinsam und die Zug
im wesentlichen durch die Bewehrung aufgenommen werden. Die elastizitätsthe
sche Annahme, dass für die rechnerische Erfassung ungerissene Querschnitte
Homogenität und Isotropie beigezogen werden dürfen, sollte deshalb im Stahlbet
grundsätzlich nur nach einer kritischen Überprüfung aller materialbedingten Nichtl
ritäten als zulässig akzeptiert werden. 

Im allgemeinen liefert die Membrantheorie in Verbindung mit den Transformation
geln die Längs- und Schubkräfte in jedem Flächenpunkt und für jede beliebige Sc
richtung. Die Transformation erfolgt mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises
erlaubt anhand des Ausdruckes 

(A 1)

die Bestimmung der beiden orthogonalen Trajektorienscharen, die den Weg angeb
dem die Lasten durch reine Zug- und Druckkräfte zu den Auflagern abgeleitet we
Im Fall des Stahlbetonbaus stellt die Spannungsberechnung die Aufgabe, Sta
Beton die ihnen zukommenden Anteile dieser Schnittkräfte zuzuweisen. Das
zugrunde liegende Problem besteht darin, dass die Normalkrafttrajektorien un
Bewehrungsanordnung im Regelfall nicht koinzident sind. Eine streng trajekto
Bewehrungsanordnung wäre konstruktiv sehr aufwendig, ist praktisch aber gar
erforderlich. Meist wird eine orthogonale Bewehrung gewählt. Für die wirklichkeitsn

1. Marti, pers. Mitteilung. 

Elastizitätstheorie Plastizitätstheorie

Theorie erster Ordnung Membran- und Biegetheorie Fliessgelenklinientheorie 

Theorie zweiter Ordnung Elastische Beultheorie Inelastische Beultheorie 

nI II, 1 2⁄( ) nx ny+( ) 1 4⁄( ) nx ny–( )2
nx y,

2
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Erfassung der Tragwirkung orthogonal bewehrter Schalen sollte eine von der Elastizi-
tätstheorie differenzierte Betrachtungsweise herangezogen werden. In Anlehnung
Scheibentheorie kann hierbei zum Beispiel von Fachwerkmodellen ausgegange
den. Bei Vernachlässigung der Krümmung, das heisst bei Reduzierung der räum
auf die ebene Dimension, lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen, 

, ,  (A 2)

an einem ebenen Element mit Hilfe des Mohrschen Spannungskreises aufstellen
Bestimmung der Neigung der Rissrichtung θ nach der Baumannschen Formel können 
Spannungskomponenten σxc, σyc, τxyc der Betondiagonalen und σxs, σys, τxys der im
Scheibenelement unter den Winkeln βi geneigten Stahleinlagen ermittelt werden 2. 

%LOG�$�����*OHLFKJHZLFKW�DP�JHULVVHQHQ�6FKHLEHQHOHPHQW��

Im Fall der Schalen sind strenge plastizitätstheoretische Kollapsmechanismen noc
genügend erforscht worden. In der Literatur wird der obere Grenzwertsatz der Pl
tätstheorie hauptsächlich auf unter Manteldruck stehende Zylinder, Kegel und K
angewendet. Für diese Flächen existieren vollständige Lösungen, das heisst s
zulässige Spannungszustände samt den damit verträglichen Mechanismen 3. Obschon
die experimentelle Tätigkeit vereinzelte Untersuchungen theoretischer Art an zyl
schen und paraboloidförmigen Schalen bestätigt hat, ist die allgemeine Anwendb
plastizitätstheoretischer Lösungen nicht gegeben, da bei vielen weiteren Versuch
lokales Versagen aufgrund einer Betonstauchung oder eines Schubbruches zu be
ten war, bevor sich ein Mechanismus überhaupt einstellen konnte 4,5. Grundsätzliche
Aspekte der Fliessgelenklinienmethode wie die Rotationsfähigkeit von Fliessgele
unter erhöhter Druckeinwirkung oder der Einfluss grosser Rotationen vor der Bil
eines Mechanismus bedürfen sicherlich einer weiteren experimentellen Tätigke
entsprechenden theoretischen Untersuchungen. 

2. Vgl. Baumann (1972) und Marti (1991). 
3. Vgl. Olszak und Sawczuk (1980).
4. Vgl. Gioncu (1979).
5. Gestützt auf experimentelle Ergebnisse wurden die Versagensmechanismen von Faltwerken

Dykes (1964) und Enami (1964) – und von zylindrischen Stahlbetonschalen – vgl. Kavyrchine (
und Sawczuk (1961) – erforscht. Weitere Untersuchungen an paraboloidförmigen Stahlbetons
fanden eine gute Übereinstimmung mit ausgeführten Versuchen. Vgl. Kolleger und Mehlhorn (
und Gioncu (1979). 

σx σxc= σxs+ σy σyc= σys+ τxy τxyc= τxys+

θ

σ 2c

[

\

τxy

τxy

τxy

τxy

σxσx

σy

σy

βi

1

2
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In qualitativer Hinsicht lässt sich der Einfluss materialbedingter Nichtlinearitäten au
Beulen von Flächen anhand des Ausdruckes

(6.32)

untersuchen. Die Stoffgrösse des Elastizitätsmoduls ( umfasst alle kurz- und langzeitbe
zogenen materialbedingten Nichtlinearitäten. Die effektive geometrische Grösse K – die
Querschnittsstärke – ist durch die eventuelle Bildung von Rissen beeinflusst. Im Fall von
Stahl- und Spannbeton ist die Rissbildung wiederum von der Bewehrungsanordnung
abhängig. Auch können auftretende Langzeitdeformationen den Krümmungsradius5�der
Fläche�beträchtlich beinflussen. Für die quantitative Erfassung des inelastischen B
hänomens werden hauptsächlich empirisch hergeleitete Beziehungen herangezog
eine entsprechende Reduktion der Beullast zur Folge haben. Die damit verbun
Unsicherheiten werden über vergrösserte Sicherheitsfaktoren abgedeckt. 

Einflüsse plastischer Verformungen 

Mit der Annahme eines linearen Formänderungsgesetzes wird der Theorie ein in
lichkeit nicht existenter Idealwerkstoff zugrunde gelegt. Die meisten Werkstoffe fo
dem Hookeschen Gesetz nur innerhalb bestimmter Beanspruchungsgrenzen, die
praktischen Ausnutzung überschritten werden können – und sollten. Ersichtlicherweise
kann die Nichtlinearität der Spannungs-Dehnungsbeziehung einen bedeutenden E
auf die Instabilitätserscheinung ausüben. Bedingt durch die in anderen Bereiche
Ingenieurwesens durchgeführten Untersuchungen beziehen sich die meisten E
nisse über die Instabilitätserscheinungen im plastischen Bereich auf die metall
Werkstoffe. Das Ergebnis dieser Untersuchungen lässt sich allerdings nicht ohne 
res auf andere Baustoffe wie Stahlbeton übertragen. Nach Engesser wird in der Sta
rie das elastoplastische Verhalten von Stahlbeton dadurch berücksichtigt, dass
Fasern des Querschnittes ein Tangentenmodul (W�zugeschrieben wird. Diese Methode lie
fert einen unteren Grenzwert für die Traglast des zentrisch gedrückten elastoplas
Stabes. In Analogie zur Engesserschen Theorie wurde für den Elastizitätsmodul 
beanspruchter Flächentragwerke aus Stahlbeton der Ausdruck 

(A 3)

hergeleitet 6. Für zentrische und exzentrische Belastung wurden die Beziehungen 

 und  (A 4)

6. Griggs (1971). 
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vorgeschlagen 7. Ein weiterer Ansatz geht von der Ausnahme aus, dass die Traglast der
elastoplastischen Schale über die untere elastische und die obere plastische T
anhand des Ausdruckes 

(A 5)

bestimmbar ist 8. Hierbei bezeichnet S�S� die Last, die durch die Bildung eines starr-pl
stischen Mechanismus zum Kollaps der Schale führt. 

Kriechbeulung 

Bei Schalen kann die Zunahme des Krümmungsradius durch Kriechverformung
einer bedeutenden Reduktion der Beullast führen. Der kriechbedingte Kollaps a
führter Stahlbetonschalen weist auf die Bedeutung dieses Phänomens hin 9. Zur mathe-
matischen Erfassung der mechanischen Eigenschaften viskoelastischer Materiali
Metalle unter erhöhtem Temperatureinfluss, Beton, Holz oder Kunststoffe we
lineare oder nichtlineare konstitutive Gleichungen herangezogen. Nach der lineare
koelastischen Theorie werden keine Umlagerungen zwischen Membran- und Bieg
nungen berücksichtigt. Die Kriecheinwirkung drückt sich demzufolge in 
Zeitabhängigkeit der Spannungen und in der Amplitude der Deformationen, nicht a
der Spannungsverteilung aus. Der nichtlinearen viskoelastischen Theorie liegen 
gen nichtlineare Gleichungen zugrunde, anhand welcher die Biegemomente un
Membrankräfte mit den Deformationen verknüpft werden. Diese Spannungsumlag
ist umso bedeutender, je ausgeprägter die Nichtlinearität ist. Die nichtlineare Kriech
rie weist die Partikularität auf, dass bei erhöhter Spannungseinwirkung das Krie
nicht mehr konvergieren muss. Der kritische Zeitpunkt für die Divergenz des Kriec
lässt sich mit entsprechenden Beziehungen bestimmen und ist von besonderer 
tung für die Stabilitätsuntersuchungen von Bögen und Schalen 10.

Im allgemeinen werden die zeitabhängigen Stoffgesetze von Beton durch einen lin
Ansatz berücksichtigt. Die Linearitätsannahme der - - und der - -Beziehu
ermöglicht die Superposition von Verformungen infolge eines zeitlichen Spannung
laufs und dürfte bei konstantgehaltener niedriger Spannungseinwirkung recht gute 
tate liefern 11. Es darf jedoch angenommen werden, dass die Nichtlinearität bei 
veränderlich wirkenden Spannung besonders ausgeprägt ist 12. Mit der Einführung nume-
rischer Methoden, welche die Anwendung nichtlinearer Stoffgesetze bei einem ve
tigen Rechnenaufwand ermöglichen, sollte daher die Spannungsumlagerun

7. Dulácska (1978). 
8. Ibid. 
9. Vgl. Isler (1982) und Schnobrich (1991). 
10. Vgl. Olszak und Sawczuk (1980), Shen (1992).
11. Im allgemeinen ist es zulässig, Beton bei niedriger Spannungsintensität – 

Kabir und Scordelis (1978),  nach Kollegger (1988) – und konstanten hydrothermis
Bedingungen als ideal linear-viskoelastisch anzunehmen. 

12. Vgl. Bazant und Panula (1979).

p cr
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Gebrauchszustand berücksichtigt werden 13. Die physikalische Modellierung lineare
Stoffgesetze erfolgt dabei im allgemeinen anhand zweier verschiedener rheolog
Modelle, dem Maxwellschen Modell (für Metalle unter erhöhtem Temperatureinf
Kunststoffe und Eis) und dem “three-parameter-solid”-Modell (für Beton und Holz).
diesen Modellen erfolgt die Simulation des überkritischen Verhaltens über die Var
der Federsteifigkeit –  für konstantes,  für zunehmendes und 
für abnehmendes Tragvermögen im überkritischem Bereich. Für das “standard 
three-parameter solid”-Modell strebt das Kriechen stets gegen einen Endwert. Es 
daher unabhängig vom Tragverhalten im überkritischen Bereich, den Wert ϕF der Kriech-
funktion  für  zu kennen, um den reduzierten Elastizitätsmodul (F über den
Ausdruck 

(A 6)

zu bestimmen 14. Der Kriechwert  ist abhängig von der Schalenstärke, vom Was
Zement-Wert und von der Luftfeuchtigkeit, lässt sich jedoch unter durchschnittli
Bedingungen als Funktion der Würfeldruckfestigkeit darstellen 15. Die somit erhaltenen
theoretischen Werte fanden gute Übereinstimmung mit an Modellen aus Mikro
durchgeführten Versuchen 16. Weil es sich jedoch um eine starke Vereinfachung ei
sehr komplexen, noch nicht genügend erfassten Problems handelt, ist die rechn
Erfassung anhand dieser Modelle mit Unsicherheiten verbunden, die nur mit erh
Sicherheitsfaktoren abgedeckt werden können 17,18. 

Einfluss der Risse auf die Stabilität von Stahlbetonschalen 

Die Rissbildung bildet – nebst dem Fliessen der Bewehrung – die wesentliche Werk
nichtlinearität jedes Stahlbetontragwerkes. Bei Schalen aus Stahlbeton kann der 
dingte Steifigkeitsabfall die Beullast bedeutend verringern. Im Bericht der Unte
chungskommission, die das Versagen der Kühltürme in Ferrybridge 1965 untersuc
wird angenommen, dass die Abnahme der Biegesteifigkeit in Ringrichtung infolge 
kaler Rissbildung zur Instabilitätserscheinung beigetragen hat 19. Aus Vergleichsversu-
chen, die an zylindrischen Schalen aus bewehrtem Beton und Plexiglas durchg
worden sind, konnte entnommen werden, dass die Rissbildung die Beullast bis 50%

13. Zienkiewicz und Taylor (1991).
14. Vgl. Dulácska (1980), Popov und Medwadowski (1981).
15. Vgl. Medwadowski et al. (1979). Nach ACI gilt pauschal . Vgl. Tedesko et al. (1987). 
16. Vandepitte et al. (1979).
17. Allerdings wird hierbei von den am einachsigen Spannungszustand gesammelten Erfahrungen

gangen. In der Fläche herrschen jedoch zwei-, beziehungsweise sogar dreiachsige Spannungs
Nach Gopalakrishnan, Neville und Ghali (1969) ist dies zulässig, weil die multiachsiale Bean
chung das Kriechverhalten verbessert. 

18. Durch die Wahl geeigneter Massnahmen – Anwendung hoher Betonqualitäten bei nicht allzu g
Bewehrungsgehalten, Sicherstellung verhältnismässig niedriger Spannungen im Gebrauchs
und Ausschalung nach längerer Erhärtungsphase – lässt sich ein Einfluss auf das Kriechverhal
üben. Nach Tandon (1988) können die Langzeitdeformationen um 40% reduziert werden, fal
spielweise die Spannung in einer Schale 2.5 statt 5.0 Mpa beträgt, und falls nach 28 statt 14
ausgeschalt wird. 

E konst.= E w∼ E 1 w⁄∼

ϕ t( ) t ∞=

Ec Ec 0, 1 ϕc+( )⁄=
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ϕc 2.0≥
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zieren kann 20. Experimentelle Untersuchungen an Rotationshyperboloiden ergaben eine
Abnahme der kritischen Beullast von 20% und 25% aufgrund vertikaler respektive hori-
zontaler Rissbildung 21. Bei diesen Versuchen konnte kein Einfluss der Rissbildung auf
die Beulfigur beobachtet werden 22. Ergänzende Versuche, mit welchen die Rissbildu
gezielt simuliert wurde, zeigten eine Abnahme der kritischen Last gegenüber den
chen ungerissenen Modellen aufgrund vertikaler Rissbildung über die volle Schale
von 45% 23. Trotz genügender Evidenz wurde noch keine analytische Methode en
kelt, die den Einfluss der Rissbildung auf das Stabilitätsverhalten von Schalen aus
beton zufriedenstellend beschreiben könnte 24. Um die Risswirkung bei Kühltürmen ana
lytisch zu berücksichtigen, wurde vorgeschlagen, die Wandstärke zu halbieren 25. Diese
Annahme dürfte allerdings zu stark konservativen Werten führen, da keine Ver
bekannt sind, bei denen die Abnahme der linearen kritischen Last infolge Rissbi
mehr als 50% betragen würde 26. Weitere Ansätze erfolgen über eine Reduzierung 
Elastizitätsmoduls 27:

. (A 7)

Auf entsprechende Weise lässt sich eine reduzierte Schalensteifigkeit .,, bestimmen.
Das Quadrat der Schalensteifigkeit . ist hierbei als das Produkt aus Biegesteifigkeit%
und Dehnungsteifigkeit 7 der Schale definiert, und der Steifigkeitsreduktionsbeiwerψ
stellt eine Funktion der Überdeckungstärke und des Armierungsgehaltes dar 28: 

. (A 8)

Bei hyperbolischen Kühltürmen lässt sich bereits unter normalen thermischen B
zungsbedingungen eine vertikale Rissbildung beobachten 29. Zudem kann auch Schwin
den zu einem bedeutenden Störfaktor werden30. Diese erwähnten Einflüsse bleibe
jedoch normalerweise sowohl bei den experimentellen als auch bei den analytisch
bilitätsuntersuchungen unbeachtet. 

19. Nach Billington (1982). Es sei hier jedoch erwähnt, dass nach Abel und Gould (1981) das Ve
der Kühltürme in Ferrybridge, England, sowie Aerdeer, Schottland und Port Gibson, Mississipp
eindeutig auf eine Instabilitätserscheinung zurückzuführen ist. 

20. Griggs (1971). 
21. Der und Fidler (1968).
22. Gioncu (1979).
23. Hayman und Chilver (1971). 
24. Die IASS Richtlinien empfehlen pauschale Werte, ohne jedoch ein Modell für die Erfassung de

vorzuschlagen. Vgl. Medwadowski et al. (1979). Vgl. auch Abel et al. (1982). Bereits einfache Ü
gungen lassen beispielsweise erkennen, dass für das Deformationsverhalten die doppellagige
rungsanordnung gegenüber einer einzigen Bewehrungslage klar zu begünstigen ist. Vgl. Isler (

25. Buchert (1972). 
26. Nach Der und Fidler (1968) ist die kritische Last für Rotationshyperboloide durch den Aus

 gegeben. Hierbei bezeichnet & einen empirischen Koeffizienten. Der Halbie
rung der Wandstärke entspricht daher eine Reduktion der kritischen Last um 80%. 

27. Isler (1982). 
28. Vgl. Dulácska (1981), Cole, Abel und Billington (1975), Hayman und Chilver (1971). 
29. Larrabee, Billington und Abel (1974).
30. Kollegger (1988).
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Bedingt durch die Masstabsbegrenzung, die sich aus dem geringen Verhältnis der
schnittshöhe zu allen weiteren Bauwerksabmessungen ergibt, ist die Versuchsdur
rung für die experimentelle Analyse eines Flächentragwerkes mit erhebli
Schwierigkeiten verbunden. Die analytische Berechnung andererseits ist auf Spezi
beschränkt und im allgemeinen nicht anwendbar auf beliebige Geometrien, Las
unregelmässige Versteifungen und Lagerungsbedingungen, Ausschnitte und viele 
Aspekte des praktischen Entwurfs. Ebenfalls lassen sich auf analytischem Weg 
wichtige mechanische Eigenschaften kaum berücksichtigen. 

Die Einführung elektronischer Rechenmaschinen ermöglichte eine rasche Entwic
numerischer Methoden, anhand welcher viele dieser Schwierigkeiten umgangen w
konnten. Mit der Entwicklung nichtlinearer Finite-Elemente-Programme für Stahl- 
Spannbetonschalen entstanden auch spezielle Elemente für Randträger und Verste
sowie Materialmodelle für physikalisch wirklichkeitsnahe Berechnungen (Rissbildu
kriterien für Stahl und Beton, Schwinden und Kriechen des Betons, Temperatureinf
Zugversteifung,�Stahlrelaxation sowie Vorspannverluste aus Reibung und Klemmen
zug), so dass nun “alle” geometrischen, materialbedingten und zeitabhängigen N
nearitäten berücksichtigt werden können. 

Im Regelfall erfolgt die Erfassung der geometrischen Nichtlinearität bei den Schale
menten über eine totale Lagrangesche Formulierung, nach welcher sich die mome
Spannungen und das Green-Lagrange-Verzerrungsfeld auf den ursprünglichen ge
schen Zustand beziehen. Um das Verhalten von Materialien mit nichtlinearem Verh
insbesondere Stahlbeton, in der elastischen und in der inelastischen Phase zu ve
wurden zwei Modelle entwickelt. Bei dem modified-stiffness-Modell wird die Stei
keit nach einem empirischen Momenten-Krümmungs-Diagramm als eine Funktio
Beanspruchung erfasst. Beim geschichteten Modell wird das finite Element der
Schichten aufgeteilt, dass jeder Schicht einzelne materialspezifische Eigenschaften
teilt werden. Mit dem geschichteten Modell können alle materialbedingten Nichtlin
täten erfasst werden. Zudem lassen sich somit ebenfalls heterogene, anisotro
faserverstärkte Materialien sowie Sandwichstrukturen modellieren.

Insgesamt kann mit den heutigen nichtlinearen Finite-Elemente-Programmen a
unterschiedlichsten und verwickeltsten Probleme eingegangen werden. Erst die Au
der zugrunde liegenden Theorie und der entsprechenden Materialmodelle sowie z
riger Parameter bestimmt jedoch den Lösungsbereich des Verfahrens und die G
der Anwendung. Prinzipiell ermöglichen die nichtlinearen finiten Elemente die Ber
nung beliebiger Flächenformen aus beliebigen Materialien, unter beliebigem La
fluss und beliebiger Auflagerung. Zusammen mit den zur Verfügung stehenden C
Programmen erlaubt diese sehr leistungsfähige Berechnungsmethode, dass man 
konventionellen analytisch definierbaren Flächen Abstand nimmt und sich effizient
materialgerechten Formen annähert. Leider ist eine solche Entwicklung im Entwur
in der Forschung nicht feststellbar. 
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Die Ausgleichungsrechnung stellt ein Verfahren für die Auswertung geodätischer M
werte dar. Mit der Gauss’schen Methode der kleinsten Quadrate werden die Unve
lichkeiten, die sich aus den fehlerbehafteten Beobachtungen ergeben, über die For
nach der Minimierung der quadratischen Form

 (6.47)

beseitigt. Die Entwicklung der Minimalprinzipien entstand mit der theoretischen Ph
und führte zur Formulierung der Variationsaufgaben in der Mathematik. Neben
Prinzip der kleinsten Quadrate, aufgestellt am Anfang des 19. Jahrhunderts durc
Friedrich Gauss, bildet das Prinzip von Castigliano, nach welchem die potentielle 
gie der Formänderung eines beanspruchten elastischen Körpers bei stabilem Gl
wicht ein Minimum aufweist, ein typisches Beispiel für solche Extremumsprobleme
der konventionellen linearen Ausgleichung vermittelnder Messungen werden aQ
unabhängigen Messwerten Q nichtlineare Verbesserungsgleichungen 

 (6.48)

für die Bestimmung der X Unbekannten –  – herangezogen 40. Durch Zuzug von
Näherungswerten für die Unbekannten ergeben sich die linearen Fehlergleichunge

. (A 9)

%LOG�$�����(LQIDFK��EHUEHVWLPPWHU�%RJHQVFKQLWW�QDFK�GHU�$XVJOHLFKXQJ��

Für die Bestimmung der unbekannten Grössen wird nun die Forderung des Prinz
kleinsten Quadrate aufgestellt. Demzufolge müssen der Vektor Y der Verbesserungen un
die Gewichtsmatrix 3�der Messwerte der Minimalbedingung  genügen. Folglich gilt 
die Normalgleichungen der Ausdruck 

. (A 10)

40. Die in der Folge dargelegte Übersicht über die geodätische Ausgleichungsrechnung vermit
Messungen wurde aus Bahndorf (1991), Linkwitz (1977) und Reissmann (1980) entnommen. A
Ausgleichungsrechnung bedingter Beobachtungen wird hier nicht eingegangen.

vT P v⋅ ⋅ min.→

v f x( ) l–=

u n<

v A x l f x0( )–[ ]–∆⋅=

l1 v1+

l2 v2+

l3 v3+
x∆

y∆
P0

α1 α0 1,≈

α2 α0 2,≈

α3 α0 3,≈

F1

F2

F3

// [

// [

// [

AT P A⋅ ⋅( ) x∆ AT P l f x0( )–[ ]⋅=
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Anhand der Normalgleichungen können die gesuchten Grössen bestimmt werden
nitionsgemäss gilt für die Normalgleichungsmatrix 1 die Beziehung: 

. (A 11)

Aus der Fehlergleichung (A 9) und der Normalgleichung (A 10) folgt durch Gleich
zung der Ausdruck 

. (A 12)

Diese Gleichung eignet sich insbesondere dafür, als Rechenprobe für die Berechnu
Verbesserungen angewendet zu werden. Die Matrix der Gewichtskoeffizienten – K
toren – 4[�[ ergibt sich aus dem Gewichtsfortpflanzungsgesetz zu

. (A 13)

Aus (A 11) und (A 13) folgt die Identität 

. (A 14)

Folglich lässt sich der Ausdruck (A 10) wie folgt umschreiben:

. (A 15)

Um die Jahrhundertwende erkannte Sebastian Finsterwalder, dass die Begriff
Rechenverfahren der Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Qu
ebenfalls in mechanischer Hinsicht interpretierbar sind 41. Diese enge Beziehung zwi
schen der Ausgleichungsrechnung und der Elastostatik lässt sich am einfachsten 
eines überbestimmten ebenen Bogenschnittes und eines äquivalenten statisch 
unbestimmten ebenen Fachwerkes zeigen. 

%LOG�$�����(LQIDFK�VWDWLVFK�XQEHVWLPPWHV�)DFKZHUN�PLW�%HODVWXQJ�.�

41. Vgl. Linkwitz (1977). 

N AT P A⋅ ⋅=

AT P A⋅ ⋅ 0=

Qx x, AT P 1– A⋅ ⋅=

Qx x, N
1–
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x∆ Qx x, A⋅ T
P l f x0( )–[ ]⋅ ⋅=
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Das Gleichgewicht im Knoten 3�des im obigen Bild dargestellten Fachwerkes lässt s
über die Forderung, dass die Summe der an diesem Punkt wirkenden Kräfte null 
untersuchen und bestimmen. In matrizieller Schreibweise ist diese Bedingung dur
Ausdruck 

(A 16)

gegeben, falls hierbei $ die Richtungsmatrix, V den Stabkraftvektor und N den Vektor der
äusseren Last bezeichnen. Durch Zuziehen des Hookeschen Gesetzes 

(A 17)

– + bezeichnet hierbei die Zugsteifigkeit, das heisst das aus Querschnittsfläche un
stizitätmodul gebildete Produkt,  die ungedehnte Stablänge und Y die elastische Län-
genänderung – ergibt sich die obige Gleichgewichtsbedingung zu 

. (A 18)

Im deformierten Zustand beträgt die Länge der Stäbe . Die ensprechende 
mierte Lage  des Punktes 3 ist durch die Koordinaten  bestimmt. Demz
folge ist die Verträglichkeitsbedingung durch den Ausdruck 

(A 19)

gegeben. Durch Einsetzen der Verträglichkeitsbedingung in die Gleichgewicht
chung (A 18) lässt sich die Koordinatenänderung  in Abhängigkeit der Last N ermit-
teln: 

. (A 20)

Mit dem behandelten Problem wurde ein in sich widerspruchsfreies System betra
welches einer Belastung ausgesetzt wurde. Aus diesem Grund erscheinen in den
geodätischen Ausgleichungsrechnung analogen Gleichungen zusätzliche Term
welchen diese äussere Einwirkung berücksichtigt wird. Der vollständigen Analogie
spricht ein nicht belastetes Stabwerk, welches einer Zwangsbeanspruchung aus
ist. Hierbei, wie beim analogen geodätischen Problem, sollen innere Widersprüch
sich aus der geometrischen Überbestimmtheit ergeben, beseitigt werden. Dem Au
(A 16) entsprechend lässt sich die Gleichgewichtsbedingung für den Knoten 3 des
gezwängten Fachwerkes durch den Ausdruck 

 (A 21)

erfassen. Durch Zuzug der Hookeschen Gesetzmässigkeit folgt für die Gleichgew
gleichung 

. (A 22)

AT s⋅ k=

s H L0
1–

v⋅ ⋅=

L0

A
T

H L0
1–⋅( ) v⋅⋅ k=

l0 i, vi+( )
P P∆+ x x∆+

v A x∆⋅=

x∆

x∆ A
T

H L0
1–⋅( ) A⋅⋅[ ]
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A
T

s⋅ 0=

A
T

H L
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Wie ersichtlich ist, entspricht der soeben hergeleitete Ausdruck der Gleichung (A 12),
falls die Substitution  vorgenommen wird. Die Verträglichkeitsbeding
gen dieses Systems sind durch die Beziehung 

 (A 23)

gegeben. Sie lässt sich durch eine Entwicklung des Wurzelausdruckes nach Ta
Matrizenschreibweise ausdrücken: 

. (A 24)

%LOG�$�����8QWHU�=ZDQJ�VWHKHQGHV��HLQIDFK�VWDWLVFK�XQEHVWLPPWHV�)DFKZHUN�

Mit (A 22) und (A 24) folgt der zu (A 10) analoge Ausdruck

, (A 25)

über welchen die gesuchte Koordinatenänderung ∆[�bestimmt werden kann. 

Mit , wobei H den Einheitslastvektor bezeichnet, lässt sich der Ausdruck (A
ausgleichungstechnisch wie folgt formulieren: 

. (A 26)

Somit lässt sich die Gewichtsreziproke  4[�[ einer Koordinate�[ als die Verschiebung de
Knotens 3 unter der Wirkung einer Einheitsbelastung H deuten 42. Bei Vertiefung der
zwischen der geodätischen Ausgleichsrechnung und der Elastomechanik beste
Analogien lässt sich zeigen, dass die Ausgleichung nach vermittelnden Beobach
der Deformationsmethode und die Ausgleichung nach bedingten Beobachtunge
Kraftmethode entsprechen 43. 

42. Somit eröffnet sich beispielsweise die Möglichkeit, das Fehlerfortpflanzungsgesetz in die Elas
chanik zu übersetzen, um die Fehlerfortpflanzung in schematisch gebildeten Streckennetzen 
übersichtlicheren Mitteln der Elastomechanik untersuchen zu können. Vgl. Linkwitz (1977).

43. Bahndorf (1991) leitet die entsprechenden Grundgleichungen her und stellt die Analogien in ta
scher Form dar.

H L 1–⋅ P=

l0 i, li∆ vi+ + x0 xi x∆+–( )2 y0 yi y∆+–( )2+[ ]1 2⁄=

v A x∆ l∆–⋅=

l0 2, l2∆ v2+ +

P P0 P∆+=
l0 1, l1∆ v1+ +

l0 3, l3∆ v3+ +[

\

α1 α0 1,≈

α2 α0 2,≈

α3 α0 3,≈

F1

F2

F3

l0 i, FiP0=

∆O
L
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T
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In analytischer Hinsicht lässt sich die Membrangeometrie ]�[�\� anhand der partiellen
Differentialgleichung (6.12) bestimmen, falls für den formerzeugenden Lastfall S�[�\�
eine erwünschte Spannungsverteilung )�[�\� angenommen wird. Die Lösung des hi
zugrunde liegenden Problems erfolgt nach Einführung von Randbedingungen m
Methode der finiten Differenzen. Dieser direkten analytischen Methode sind Schra
gesetzt, die ihr eine nur bescheidene Reichweite verleihen. Aus diesem Grund kam
Methode nur bei partikulären Fällen zur Anwendung 44. Vereinzelt wurde versucht, die
Methode der linearen sowie der nichtlinearen finiten Elemente zur Auffindung 
Membran- und Schalengeometrien heranzuziehen. Hierbei wird von einer dem Gru
entsprechend geformten flachen Membran, die bei Belastung eine neue Gleichgew
lage annimmt, ausgegangen 45. Diese Methode erlaubt die Untersuchung beliebig
Grundrissformen, Materialeigenschaften und Randbedingungen bei variablen Bieg
Dehnsteifigkeitsverhältnissen. In diesem Zusammenhang sei jedoch darauf hingew
dass die auf der Methode der finiten Elemente beruhenden mathematischen Simu
modelle des öfteren mit physikalischen Inkompatibilitäten verknüpft sind, die sic
diesem Fall nur schwer überblicken lassen. 

In letzter Zeit wurde auch die mathematische Strukturoptimierung zur Auffindung
Schalengeometrien herangezogen. Hierbei werden verschiedene Komponenten w
metriebeschreibung mit CAGD (Computer Aided Geometric Design), mathemat
Optimierung, Sensibilitätsanalyse, Tragwerksberechnung nach der Methode der 
Elemente und interaktive graphische Kontrolle für die Visualisierung des Optimieru
fortschrittes zu einer funktionellen Einheit der Strukturoptimierung zusammengefas46.
Aus mathematischer Sicht besteht das Ziel eines Optimierungsverfahrens in der
mierung einer Zielfunktion I�[� unter Berücksichtigung von Gleichheits- und Ungleic
heitsnebenbedingungen – beispielsweise K�[� = 0 und J�[� < 0 – und bei der Setzung vo
Schranken für die Variablen. Als Optimierungsziele können neben der Minimierun
Volumens eine Homogenisierung der Spannungen oder eine Minimierung der Form
rungsenergie, 

, , , (A 27)

gesetzt werden. Die Optimierungsziele “minimale Formänderungsenergie” oder “S
nungsausgleich” bezwecken die Modellierung der Minimierung der Systemenergi
dem physikalischen Experiment zugrunde liegt. Anhand der Sensibilitätsanalyse k
allfällige Änderungen im Tragverhalten bei Variation eines Entwurfsparameters u
sucht werden, was die Definition einer Optimierungsstrategie ermöglicht. Es ist 
dings nicht eindeutig, ob sich die Vorteile, die anhand der Tragwerksoptimierung i
Bereichen der Luft- und Raumfahrttechnik sowie der Maschinen- und Automobiltec
erzielt werden konnten, auf die Verhältnisse des Bauwesens übertragen lassen. 

44. Vgl Alpa et. al (1978) und Csonka (1973). 
45. Vgl. Smith (1969) sowie Kolleger und Mehlhorn (1989). 
46. Vgl. Bletzinger (1990), Ramm, Bletzinger und Kimmich (1990). 

W ρ Vd∫= S σ σm–( ) Ad∫= E 1 2⁄( ) σ ε⋅( ) Vd∫=
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