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Numerische Berechnung von 2-dimensionalen stationdren Stromungen mit der Finite-Elemente-Methode

Vorwort

Das Hand-out konzentriert sich auf die Finite-Elemente-Methode, die wir bei der
numerischen Berechnung von 2-dim. stationdren Stromungen verwenden. Die Finite-
Elemente-Methode ist eine ziemlich junge Methode. Sie ist erst seit Mitte 1950er Jahren
existiert. Vor meiner Arbeit haben wir bei uns keine Spezialisten in dieser Methode.
Deswegen muf3 ich die meisten Probleme selbst 16sen. Das war eine groe Herausforderung
fiir mich. Auch darum mochte ich in diesem Hand-out die Methode ganz ausfiihrlich
erkldren, damit alle sie gut verstehen kdnnen.

Herzlichen Dank fiir die stdndigen Betreuung des Assistenz Andreas Lauchli und die grofle

Leistung meines Kollegen Jan Michael Kratochvil , der mir bei der
Rechtschreibungskorrektur geholfen hat .

Z.D.
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1 Einleitung

In diesem Hand-out beschiftigen wir uns flir die numerische Berechnung von 2-dim.
stationdren Stromungen mit der Finite-Elemente-Methode. Am Anfang schauen wir schnell
die Navier-Stokessche Gleichung und auch die Definition von der Reynolds-Zahl. Dann ist
eine Einfiihrung fiir die Finite-Elemente-Methode. Dann fangen wir an um die Navier-
Stokessche Gleichung mit der Finite-Elemente-Methode zu 16sen. Hier verwenden wir das
Taylor-Hood Element (P, — P;). Es ist dreieckig mit 6 Knotenpunkten fiir die Geschwindigkeit
(quadratisch) und 3 Knotenpunkten fiir den Druck (linear) . Um die Navier-Stokessche
Gleichung zu losen, beniitzen wir hier die Galerkin-Formulierung, das heilit die
Gewichtsfunktionen (weighting functions) sind gleich wie die Gestaltfunktionen (shape
functions). Fir das nicht-lineare Gleichungssystem beniitzen wir die Picard-
Iterationsmethode. Am Ende werden wir das Ergebnis kurz diskutieren.

2 Die Navier-Stokessche Gleichung
2.1 Die Navier-Stokessche Gleichung

Die Navier-Stokessche Gleichung lautet wie folgt:
v SV | = J - n -
P ¥+ (VV)Y |=—grad p+nAv + ({ + g)grad div v 2,1)

wobei die GroBlen n und { Zihigkeitskoeffizienten heifien ({ wird oft zweite Zéhigkeit
genannt ), p ist die Dichte, p ist der Druck und v ist die Geschwindigkeit. Die Gleichung (2,1)
vereinfacht sich wesentlich, wenn man die Fliissigkeit als inkompressibel annehmen kann.

Dann ist divv = 0 (aus der Kontinuititsgleichung aa—f + div(pv) =0, wobei hier p=Konstante),

und das letzte Glied auf der rechten Seite von (2,1) verschwindet. Wenn wir eine zdhe
Fliissigkeit betrachten, dann werden wir sie stets als inkompressibel annehmen und
dementsprechend die Bewegungsgleichung in der Form .

a—v+(\7V)\7:—Lgmd p+lA\7 (2,2)
dt P P

schreiben. Jetzt definieren wir v :=—, v heillt kinematische Zahigkeit ( selbst wird dann

RS

als dynamische Zihigkeit bezeichnet

e

2.2 Die Reynolds-Zahl Re

Beim Studium der Stromung von zdhen Fliissigkeiten kann man eine ganze Reihe
wesentlicher Ergebnisse aus einfachen Uberlegungen iiber die Dimensionen der
verschiedenen physikalischen GroBen erhalten.
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Von den Parametern, die die Fliissigkeit selbst charakterisieren, geht in die
hydrodynamischen Gleichungen (die Navier-Stokessche Gleichung ) nur die kinematische

Zahigkeit v :=Q ein. Die unbekannten Funktionen, die durch Losung der Gleichungen

bestimmt werden miissen, sind dabei die Geschwindigkeit v und das Verhiltnis p/p des
Druckes p zu der Konstanten p. AuBerdem hingt die Fliissigkeitsstromung iiber die
Randbedingungen von der Gestalt und den Abmessungen des sich in der Fliissigkeit
bewegenden Korpers und von dessen Geschwindigkeit ab. Da die Gestalt des Korpers als
vorgegeben angesehen wird, werden seine geometrischen Eigenschaften durch eine einzige,
beliebig gewdhlte lineare Abmessung bestimmt, die wir mit / bezeichnen wollen. Die
Geschwindigkeit der anstromenden Fliissigkeit sei U.

Jeder Stromungstyp wird auf diese Weise durch drei Parameter bestimmt: v ,U und /. Diese
GroBen haben die Einheiten

2

=" [=m und [U]=".
S S

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal man aus diesen Grofen gerade eine
dimensionslose Kombination bilden kann, ndmlich Ul/v . Diese Kombination heif3t Reynolds-
Zahl und wird mit Re bezeichnet:

_pul _U

n 1%
Dabei wird U als charakteristische Geschwindigkeit und / als charakteristische Lénge
bezeichnet. Jeder andere dimensionslose Parameter kann als Funktion von Re geschrieben
werden.

Re (2,3)

Wir konnen die Navier-Stokessche Gleichung (2,2) umschreiben als

—

v

’Oat

+ p(VVYW +grad p—nAv =0 (2,4)

Allgemein konnen wir schreiben:

—

0 e R -
pa—‘;+ pVV)V + grad p—nAv = pf (2,5)

wobei f: die AuBlenkraft pro MaBeinheit ( body force per unit of mass) repriasentiert. Jetzt

bemiihen wir uns, die Navier-Stokessche Gleichung in dimensionsloser Form zu schreiben. In
komponentenweiser Darstellung schreiben wir die Gleichung um zu:

v, 9°v,

AR d°v, 9%, v, v v, ap
P ot ox;  ox

. A% .
-+ —) + -+ -+ =)+ = P/,
> ox: )+ P ox, " ox, " axl) ox, 24

1

i=1,2,3 (2,6)
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Jetzt definieren wir

CX; Y . - f U
=2t §=X p=Lf_ fo { e 2,7)
[ U pU () l
Ersetzten wir (2,7) in (2,6), dann erhalten wir:
2 =' 2 2 2
pU_ N L PU” Gy + PY grad p -1 a7 =PY 7 (2,8)
[ ot [ / / /
Nun dividieren wir (2,8) durch pUz/ [, dann bekommen wir:
a‘_}" ! ! " ! >
—+OW V)W +grad p —LAV =f (2,9)
ot pUI
) ) pUl Ul . ) . N
Wir wissen, daBRe=——=—, und schreiben wir noch einmal schon um: Anstatt
n |4
V' verwenden wir ¥, usw. D.h. von jetzt an sind alle v, p , ]7 , ¢ dimensionslos. Wir erhalten
somit
v 1 . -
———AV+OV)W+grad p=f (2,10)
ot Re
und zusdétlich
divv =0. (2,11)

3 Die Finite-Elemente-Methode
3.1 Einfiihrung

Die Finite-Elemente-Methode ist eine Technik um die partielle differentialgleichungen zu
16sen. Der wesentliche Vorteil oder Charakter der Finite-Elemente-Methode ist: Die Elemente
brauchen nicht wie bei der Finite-Differential-Methode, dall die Masche Zeilen und Spalten
orthogonal bleiben miissen. D.h. ein Element in der Finite-Elemente-Methode kann beliebige
Form haben. z.B. dreieckig, (Eigentlich beniitzt die Finite-Elemente-Methode am Anfang eine
dreieckige Form.") .

Die Finite-Elemente-Methode ist erst seit Mitte der S50er Jahre dieses Jahrhunderts
aufgetaucht. Am Anfang versuchte man das kontinuierliche Problem in der Elastizitit mit
kleinen und diskreten "Elementen" zu 16sen. Argyris (1954) und Turner et al. (1956) haben
die Technik zuerst fiir die Flugzeugindustrie veroffentlicht. Der Name "finite element"
wurde erst von Clough (1960) gegeben.

! Siehe The Finite Element Method Basic: Concepts and Applications Darrell W. Pepper / Juan C. Heinrich
1992 Hemisphere Publishing Corporation ( S. 55)
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Am Anfang beniitzte man diese Technik fiir Struktur- zusammenhingende Probleme. Spéter
hat man wegen der Versalitit dieser Methode bemerkt, daB man sie auch auf strukturlose
Probleme anwenden kann.

Die Evolution der Finite-Elemente-Methode in der Hydrodynamik ist noch lange nicht
abgeschlossen. Es ist wahrscheinlich sicher zu sagen, da3 die einfachsten Probleme wie das
Potential-Problem, kompressibel und inkompressibel sowie inkompressibele Navier-
Stokessche Probleme fiir niedrige bis mittel-hohe Reynolds-Zahlen die Finite-Elemente-
Methode mehr oder weniger "ausgewachsen" ist. Hingegen ist die Entwicklung dieses
Verfahrens fiir Navier-Stokessche Probleme immer noch am Voranschreiten. Fiir komplexere
Probleme, wie z.B. kompressible Probleme von Euler oder diejenige der Navier-Stokesschen
Gleichungen ist das Spektrum dieser Methode noch lange nicht ausgeschopft. Dies ist
selbstverstidndlich, wenn wir daran denken, daB fiir solche Probleme auch die finite difference
und finite volume Methoden nicht vollstindig sind.”

3.2 Das gewichtet Residuum und die schwache Formulierung mit der Galerkin-
Methode

Nehmen wir zuerst ein Beispiel einer Differentialgleichung in einer Dimension:

d*u
—dezzf, 0<x<L 3.1

dabei ist K eine Konstante ; die Randbedingungen sind gegeben durch

u(0) =up (3,2)
du
_KE(L)_Q (3,3)

Dabei wird (3,2) oft als Dirichlet Randbedingungen bezeichnet, und (3,3) als Neumann
Randbedingung.

¢! | ¢ | | €n-1 | €n |

Abb. 3.1

Zuerst definieren wir ein Gitter im Intervall 0 < x < L, mit einer beschriankten Anzahl von
nicht liberlappenden Intervallen, die das ganze Gebiet iiberdecken, wie in Abb. (3.1). Hier ist
jedes Subintervall -Element genannt -

e, ={x:x_, <x<x} (3.4)

1 1

* Siche Computational Fluid Dynamics: An Introduction With Contributions by J.D. Anderson, G. Degrez, E.
Dick, and R. Grundmann 1992 Springer-Verlag (S. 224)
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x; hei3t ein "Knoten".

Jetzt suchen wir eine Losung von der Form

u=y+ i¢iui 3.5)
i=0

Dabei ist ¥ eine Funktion, die die Randbedingungen (3,2) und (3,3) erfiillt; die ¢ 's werden
Basisfunktionen oder Gestaltfunktionen (shape functions) genannt. Weil die Dimension der
Funktion @ ={¢ ;i =0,1,...,n } beschrinkt ist, ist (3,5) im allgemeinen nicht die Lésung von
(3,1) in jeden Punkt in dem Gebiet. Das heif3t die approximative Losung # ist normalerweise
nicht identisch mit der exakten Losung u. Natiirlich miissen wir den Raum der Funktion @
grof} genug wihlen, d.h. wir laen » anwachsen; damit kann (3,5) die exakte Losung besser
approximieren. Das heil3t, die approximative Losung # konvergiert gegen die exakte Losung
u. Das ist die sogenannte Vollstindigkeitsbedingung (completeness requirement) des Raums
der Funktion.

Weil die Funktion # von (3,5) nicht die Gleichung (3,1) erfiillen kann, wenn wir (3,5) in (3,1)
einsetzen, gibt es ein Residuum

d*i
dx’

7o =—K - f in€ (3,6)

Jetzt haben wir ein Weg gefunden um die approximative Losung # zu finden, ndmlich in dem
wir das Residuum so klein (gegen 0) wie mdglich machen. In der Finite-Elemente-Methode
wird dies erreicht durch Verlangen, dafl die (geeignete Anzahl von) gewichteten Integralen
des Residuums im Gebiet €2 verschwinden:

jw,rgdﬂz(); [=12,..n (3,7)
Q

dabei ist W ={ w;; [ = 1,2,... ,n } eine Reihe von Gewichtsfunktionen. Offensichtlich wird die
Konvergenz von den Vollstindigkeitsbedingungen des Raums der Gewichtsfunktionen
verlangt, d.h. in der Gleichung (3,7) sollte r, — 0 falls n — co.

Es gibt verschiedene mdgliche Wahlen der Gewichtsfunktionen; z.B. man kann sich die
Dirac-Delta Funktionen in n Punkte als Gewichtsfunktionen aussuchen. Ein weiteres
einfaches Beispiel ist

{w, =1 falls x,_,<x<x (3.8)

w, =0  sonst

Die in der Finite-Elemente-Methode meistens verwendeten Gewichtsfunktionen sind
dieselben wie die Gestaltfunktionen, namlich

w, =9 (3.9)

Diese Auswahl heif3t die Galerkin-Methode . Sie bedeutet, dall das Residuum orthogonal zum
Raum der Gestaltfunktionen sein muf3. In der Praxis ist sie von Vorteil in der nicht-reguléren
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Geometrie in grolen Dimensionen und bei nicht-linearen Problemen, weil man nicht eine
andere separate Gewichtsfunktion suchen muf3, usw.

In den meisten Féllen ist es nicht praktisch, eine Funktion wie in (3,5), die alle
Randbedingungen erfiillt, zu konstruieren.

Normalerweise kann eine approximative Losung so schreiben werden:
0=y du, (3,10)

Um dies zu veranschaulichen , setzten wir jetzt (3,6) in (3,7) mit der Galerkin-Methode ein.
Dann bekommen wir

' AL PR
f 90| = K “== f |dx = (3.11)
Weil
L d*i L de¢ di di |t
-K dx = K——dx—-K¢— 3,12
-[0 ¢(x){ dxz} g -[0 dx dx g ¢ dx o ( )
istdann (3,11) gleich
L d¢ du du |* L
K—/——dx -K¢—| — dx =0 3,13
J.O dx dx g ¢a’xo I°¢fx ( )

Das ist die sogenannte schwache Form (weak form) in 1 Dimension mit nur einem Element.
3.3 Die Gestaltfunktionen

Das Gebiet €2 kann in die nicht-iiberlappenden Untergebiete e; unterteilt werden, wobei e;
das sogenannt "Element" ist. In diesem Fall ist e; wie in der (3,4)

<x<x) (3,14)

a=Y du,. (3,15)

Dabei ist es hier

X, —X

Il <x<
b =i T ReErEX (3.16)

0 sonst
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X =X
E— falls  x,, <x<x,
_ Xin — il <y <
o, (x)= P falls x, <x<x,
i+1
0 sonst
X = n—1
6 (%) — falls x, , <x<x,
n x = n
0 sonst

dabei ist es:

hi =X Xy

Eine Bemerkung dazu: ¢,(x) ist im allgemeinen nicht ¢,

_7-

i=12 .. n-1 (3,17)
(3,18)
i=0,1,..,n (3,19)

(x) in Abb. (3.2).

¢el(1)
el ¢ L e
xo=0 X7 X2
L J
Y '
l’l[ //lZ l’ln-l hn
Abb. 3.2

Es gibt eine Methode, um die Gestaltfunktion zu rechnen: in einem Element e; gibt es hier
zwei Gestaltfunktionen, nédmlich ¢, und ¢;. Anstatt ¢ und ¢ schreiben wir ¢' und ¢°.

Weil ¢ hier linear ist, dann konnen wir definieren

U=0a, +0,x.

(3,20)

Dabei sind o, 0, zwei Konstanten. Wir wissen: #(x,) =u, und #(x,) = u, . Das heifit:

U, =, +o,x,
u, =0, +a,x,

Dann haben wir

(3,21)
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q =X "X
1 hl
(3.22)
u, —u
o, =
2 hl
1
e
>
X1 X2
%r_/
hi
Abb. 3.3
Dann ist :
() = HE Ly (3,23)
1 1
Nach der Umschreibung erhalten wir:
i(x) = [xzh_x}ul {x;xl }uz (3.24)
1 1
dabei sind
o' =2"" g g =0 (3,25)
hl hl

Es ist einfacher, dal wir zuerst in Lokal wie oben fiir jedes Element arbeiten, dann kdnnen
wir es wieder in Global zusammenbauen zu (3,15).

Teilen wir das Integral jetzt in kleine Intervalle auf

fo . )dQ:Zj( . )dQ (3,26)

Wir wissen, in einem kleinen Intervall kann man sehr einfach mit numerischen Methoden
integrieren. Nachdem wir alles in einer groen Matrix zusammengebaut haben, erhalten wir
das Resultat durch das Losen der linearen Gleichungen.

AuBerdem miissen wir noch das nicht-lineare Problem 16sen: zuerst linearisieren wir das
Gleichung-System. Man muf3 dann einen Anfangswert geben, der normalerweise die Losung
des linearen Problems ist. Durch das Iterieren finden wir das endgiiltige Resultat.
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Jetzt fangen wir an, sich mit dem Problem der 2-dimensionalen Navier-Stokesschen
Gleichung zu befassen.

3.4 Die Aufgabenstellung

Am Anfang haben wir eine ruhende inkompressible zdhe Fliissigkeit. Dann lassen wir eine
Stromung mit einer konstantischen Geschwindigkeit #) an den oberen Rand durchziehen .Alle
anderen Rande sind fest.

1220]

1 inkompressible zihe
Fliissigkeit

~—

[
Abb. 3.4

Was passiert nach einem gewissen langen Zeit? d.h. nachdem die Fliissigkeit zu einem
stabilen Zustand gelangen ist ,die mathematische Beschreibung wird als

v
—=0 3,27

Ey (3.27)
bezeichnet. Es gibt hier keine Aullenkraft f . Dann wird die Navier-Stokessche Gleichung wie
folgendes vereinfacht,

—LAT/ + (V)W +grad p=0 (3,28)
Re
div v =0 (3,29)

Den konvektiven Term (VV)V nennen wir nicht-linearen Term, weil es nicht-lineare

Gleichung bildet. Jetzt schreiben wir die Gleichung in integraler Form mit der
Gewichtsfunktion. Es wird komponentenweiser geschrieben. weil es sich hier um das 2-
dimensionale Problem handelt, ist i = 1,2.

[o ~ L+ vy, + P lia=o i=12 (3,30)
2 Re ox,

1

¢i i i ap
— i(—gm,.)dg+£¢ (vV)vidQ+_§[¢ gdQ:O (3,31)

1

Wir wissen
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P'Av, =div(¢'Vv,)—Vv, e Vo' (3,32)
und
;dp 0 ; Rl
L2 _p 3,33
¢ o ax,(p¢) P o (3,33)

Dann erhalten wir von (3,31)

1 s i ic= d i a¢i
—£R—e[dw(¢ Vv,)=Vv eVg ]dQ+£¢ (vV)v,,dQ+£[a—)Ci(p¢ )—pa—xl]dQ =0
_ i a(¢ivvi) a(¢ivvi)_ oV i ;s i N ail _
= i Re{ T am Vv, eVg }d£2+ i ¢ PV, dQ+ i L)x,- o)-ry }dQ—O
(3,34)

In Verbindung mit der Gaullschen Theorie (dabei ist T Rand und 7 ist das normierte nach
AuBen zeigende Vektor)

jdivadgz:jaoﬁdr (3,35)
Q T

und der Green’schen Form in 2-dim.

%) %)
[t 2 v, = [ (1 d, - ) (3.36)
Q Xy T
haben wir

1 ,. 1, i o - g
E[E(V‘)i Vg )dQ—_[E(gD Vv,dx, —¢'Vv.dx,) +E[¢ GV),dQ + _[p(b idr —El;pa—xidQ—O
ﬁ_/
=0  weilVv;=0 =0 )

Weil am Rand@' =0

1 i i a¢l
— IR—e(Vvi Vg )dQ+£¢) (vV)vidQ—ipng=0 (3,37)

Q i

AuBerdem ist immer noch

jz//divﬁdgz =0. (3,38)
Q

dabei ist ¥ eine andere Gewichtsfunktion.
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Vergessen wir momentan den Term '[ @' (¥V)v,dQ und untersuchen nur das lineare Problem.
Q
Dann bekommen wir das Gleichungssystem :

j—(vvow )dQ — jp 49 =0 i=1,2 (3,39)
Q 1

j wdiviidQ =0 (3,40)
Q

Wir wihlen ¢ = ¢ und schreiben es auf einfacher Weise als ¢. (Bitte beachten hier die

Unterschiede zwischen ¢’ in (3,39) und ¢’ , ¢’ in den folgenden Gleichungen.) .dann haben
wir

l

=
Il
.l\42

¢J ij

~
I
<
|
~
N

(3.41)
l/jkﬁk

S
[
M=

=
]

1

Setzen wir (3,41) in (3,39) und (3,40) ein und erhalten(Hier ist £2 ein Element, d.h. Lokal.)

Yool i N 9

[ (Vo' 0 Vo' )dQ - ——dQ = 3:42
25 [ (V9 V9 Z v (3.42)
= 2.iQRe P a - ’
N / /
ZI(%%LJWM 9 ta =0 i=lL.,N k=1..M (3:44)
= X o,

Jetzt haben wir eine Matrix:

uuy up
0 S, L |v,|=]0 (3,45)
L, L, 0| p 0

mit Untermatrizen:

S0 1) =8, 6. 1)= [ (V4 ¥ 9))d2,

Q

. oy
L, () =L, ()= [y S0 a2,
Q k
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Unbekannt sind :

V,Zz[vkl, ..... Vv ls pTz[pl, ..... »Puls

Das obengeschriebene Gleichungssystem ist ein vollstandiges Gleichungssystem mit einem
Element. Nach der Berechnung der einzelnen Gleichungen in einem lokalen System stellen
wir alle Gleichungen zusammen(The Assembly). Am Ende haben wir eine globale Matrix zu
berechnen, um das Resultat zu bekommen.

3.5 Das Taylor-Hood Element (P, - Py)

Theoretisch haben wir schon das Gleichungssystem gelost. Aber in der Realitidt miissen wir
die Gestaltfunktion manuell suchen, natiirlich, nachdem wir das Element bestimmt haben.
Dafiir verwenden wir das Taylor-Hood Element (P, — P;). Es gibt sehr viele Auswéhle fiir das
Element. Das Prinzip fiir die Auswihle der Elementen und der Funktionen ist: ¢ muB} stetig
differenzierbar in jedem Element und stetig in dem ganzen Gebiet sein .[siehe (3,42), (3,43)
und (3,44)]. Anders als ¢ sollte y nur stetig in jedem Element, aber nicht unbedingt in dem
ganzen Gebiet sein, d.h., sie sollte integralbel sein. Deswegen gibt es viele Methode, in denen
man einfach annimmt, daf3 p in jedem Element ein Konstant ist. Es erleichtert die

Arbeit zwar ein bilchen, ist aber hier nicht empfehlenswert, weil dann das Resultat weniger
prazise wird, besonders wenn man nicht nur die Geschwindigkeit, sondern auch den Druck
untersucht . AuBerdem miissen wir geniigend linear-unabhéngige Gleichungen haben, damit
wir ein eindeutiges Endresultat bekommen konnen. Erst jetzt bekommen wir die zuldssige
Elementen. In manchen Sinnen zu sagen ist die Auswihlen des Elementstyp mehr oder
weniger eine Kunst als eine rein wissenschaftliche Uberlegung. Erfahrungen und Geschmack
spielen hier eine groBle Rolle. Denjenigen an dieses Thema interessierten Leserlnen empfehle
ich die Referenzen [1], [6] und [7] im Literaturverzeichnis fiir die ausfiihrlicheren
Informationen.

Jetzt fangen wir mit dem Taylor-Hood Element (P, — P,) an.

Geschwindigkeit : quadratisch (6 Knoten) ,O(h3)

Druck : linear (3 Knoten® ), O(hz)

Abb. 3.5 Taylor-Hood Element (P2 — P1)

Bevor wir die Gestaltfunktion formulieren werden, fithren wir hier das lokale
Koordinatensystem mit den folgenden Definitionen der drei Variablen, L, L, L ein .
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Al
Ll = 7
A
L= (3.46)
A
L, = =
A

Dabei sind Aj;, A, A; die Teilflicheninhalte [siehe in Abb. (3,6)] und A der gesamte
Flacheninhalt. Dabei ist L; + L, + Ly = 1. Wir sehen, dal} egal wie der Dreieck aussieht, sind

L;, Ly, Ls immer giltig, und wir haben deshalb immer dieselbe Gestaltfunktion in dem
lokalen Koordinatensystem.

3

As

Abb. 3.6
Noch anschaulicher ist die Abb. (3.7) :

A

y

Abb. 3.7

Fiir den linearen Druck ist die Gestaltfunktion gleich wie diejenige der Variablen L, d.h.
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o :Ll
¢ =1L, (3,47)
¢3 = L3

Deswegen ist fiir irgendeinen Punkt mit den Koordinaten (x, y) innert des Dreiecks haben wir
die folgende Formel zu ausdriicken :

x=Lx +L,x, +L;x,
y=Liy+Ly,+ Ly, (3,48)
=L +L,+L,

Die quadratische Gestaltfunktion der Geschwindigkeit konnen wir mit der in dem Schnitt 3.3
(Seite 7) eingefiihrten Methode rechnen, und erhalten wir

¢1 =1L, (ZLI -1)
¢2 =L,(2L, -1)
¢3 =L,(2L, - 1)

(3,49)
¢4 =4L,L,
¢5 = 4L1L3
¢6 =4LL,

Die Rechnungen hier ist ein biBchen komplizierter als vorher. Zuerst betrachten wir die
Bedingung L; + L, + L3 = 1. In den praktischen Anwendungen nehmen wir immer an, daf3 L,
und L, linear unabhéngig sind, dann bekommen wir:

d¢' _d¢' dx N d¢' dy
dL, dx dL, dy dL,

: : : (3,50)
d¢' d¢' dx +a’¢’ dy
dL, dx dL, dy dL,
Nach der Umschreibung in Matrix Form ergibt es
d¢' | [dx  dy|d¢'| |do’
dL
. dL, dL, dx' _ 7 dx. (3.51)
dg' | | &y Ydg'| " dgt
dL, dL, dL, | dy dy

Dabei ist J Jacobi Matrix . Mit anderen Wort ist (3,51) wie folgendes:
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a¢" a¢"
dx' _ J_l dLl
a9 a9
dy dL,

Im allgemeinen ist fiir eine Funktion f,

df _ AL AL, L

dL, oL oL, OL, oL, oL, JL,

(3,52)

(3,53)

Nach unserer Annahme sind L; und L, linear unabhingig und L; + L, + L3 = 1, das heif}t
nichts anders als ;=1 — L; — L,. Dann erhalten wir

L, _9(-L —L)) d() 9L, oL

oL, oL, oL, oL,

und zum Schlul3:

d _Jd I
dL, oL, oL,
df _ o of
dL, oL, oL,

3.6 Die Berechnung

2 -0-1-0=-1 3,54
oL, (359

(3,55)

Im Schnitt 3.6 haben wir die Gestaltfunktion in einem lokalen Koordinatensystem definiert,
und auch gelernt, wie man sie in ein Globalsystem umwandelt. Wihlen wir jetzt die Element

wie folgendes:

Abb. 3.8

Fir die einzelnen Elemente haben wir das
Typ @ [siehe in Abb. (3,9)] .

lokale System mit 2 Elementstypen, Typ @ und
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Abb.3.9

Zuerst rechnen wir die Jacobi Matrix fiir Typ ®©. Wir wissen:

dx _ ox B ox

dL, L, oL,

dx ox  Ox

dL, JL, oL
2 2 3 (3,56)

dy _dy 9y _

dL, 9L, oL,

dy _dy oy __,

dL, OL, OL,

=1

Dabei sind x, y wie in (3, 48):

x=Lx +L,x,+L;x,

y=Liyy+Ly,+L;y, (3,57)
=L +L,+L,

Dann haben wir:
v dy
dL, dL, |_|-1 -1 -1 1
J=|" I = , J = , det(J)=1 3,58
o dy {o —J {o —J ) (339
dL, dL,

Und
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d¢" ¢’ 99" _ 99"
dx‘ _ dLl} _ aLlA aL%
| " o' | T |39’ a9’
dy dL, oL, OJL,

Fiir die Geschwindigkeit ist

¢' =L Q2L -1
¢* =L,(2L, —1)
¢’ =L,2L, -1)
@' =4L,L,
¢’ =4L L,
¢° =4LL,

Fiir den Druck haben wir:

L,

1
2

2
3

S S

L
L

3

Konkreterweise berechnen wir wie folgendes:

dg' 9994
dx | _ o oL, oLy | [-1 17T4L -1+0]_[1-4L,
d¢' 99" 9¢' 0 -1] 040 0
dy oL, JL,

0 S, L |v.[=]0
L, L, 0]p 0

10 1) = 5., (.) = [ -=(V4 8V 9/ )=, G )).

Q

(3,59)

(3,60)

3,61)

(3,62)

(3,63)

(3,64)
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dg' dg' | dg' dg'  dg'dg°  dg' do" |
R j):ji dx dx : dy dy . dx dx : dy dy :J'L{(A‘Ll_l)z }
uu b QRe d¢6 d¢1+d¢6 d¢1 d¢6 d¢6+d¢6 d¢6 QRe
dx dx dy dy dx dx dy dy
i,j=1,..,6 (3,65)

Bei dem numerischen Integral beniitzen wir die Form:
- Al - -
[ r@aa=TlrG)+ @)+ 1) (3.66)
Q

Dabei ist A der Flacheninhalt des Dreieck. Wir beniitzen hier die Einheit e=24 ( e ist der
Flacheninhalt des Vierecks) , dann ergibt es

Jr@aa=ZlrGH+ &)+ 1) (3.67)

Nach dem Integrieren bekommen wir:

L Ly o o -2
2 6 3
r - r 2 4 _2
6 6 3 3
Joop e
Su u (17 ]) = g 0 B % B 3 § B i 0 (3568)
3 3 3 3
o o o -2 2 _2%
3 3 3
22y . 48
L 3 3 3 3 4

Auf analoger Weise konnen wir auch die anderen Komponenten in der Matrix (3,63)
berechnen. Eine Nebenbemerkung: wir sollen den Typ @ separate rechnen. Hier kann man
eindeutig sehen: §,, im Typ @ ist identisch wie dasjenige im Typ @, hingegen ist L, im

Typ @ gleich -L,, im Typ @.

Nachdem wir alle einzelnen Elemente gerechnet haben, miissen wir jetzt sie zusammenbauen
(The Assembly), und bekommen damit ein vollstdndiges Gleichungssystem.

Fangen wir jetzt mit der Losung des Gleichungssystems an .Wir sehen , fast alle einzelnen
Punkte gleichzeitig bei der Berechnung der verschiedenen Elemente beigezogen werden , das
miissen wir beriicksichtigen, indem wir die Einzelresultate entsprechend zusammenaddieren,
wenn es sich um denselben Punkt handelt.

Bisher haben wir noch nicht iiber die Randbedingungen gesprochen. Wir sehen, es gibt einige
bekannte Werte am Rand. Es darf nicht als unbekannte in der Matrix bezeichnet werden, sonst
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kann der Computer nicht richtig rechnen. Um es zu vermeiden, verwenden wir die folgenden
Methode. Sei v; ein bekannter Wert in dem n X n lineare Gleichungssystem.

a, a,; a, ||V Ji
a4, | v =] S (3,69)
_an,l T an,i T an,n B _Vn n _fn _

Dann machen wir die folgende Operation:

a,; 4y a4y, V) fi— a,;v;
gy 0 A G Aicgn || Via | S — a;_,v; (3.70)
- )
Ay Aiviic1 D Qs || Vin S — A,V
L an,l an,i—l an,i+l T an,n L Vn B L fn - an,ivi _

Auf analoger Weise operieren wir alle bekannte Werte .

Wir haben ndmlich das lineare Gleichungssystem geldst. Aber das nicht-lineare Term
'[ @' (¥V)v.dQ in (3,37) bleibt bisher immer noch vernachlissigt. Einige Methode stehen dafiir
Q

zur Verfiigung wie z.B. Picard Iteration, Newton und Quasi-Newton usw. Ich wihle die
Picard Methode, die zwar langsammer als Newton'sche Verfahren ist, aber relativ stabiler
und robuster.

Die Grund Idee von Picard Methode lautet

_ L A 4V = e
Re 3,71

div(3") =0

Das bedeutet, in der n-te Iteration wird der nicht-lineare Term von dem Resultat der (n— 1)-
te Rechnungen ersetzt. An der ersten Iteration verwenden wir wie iiblich das Resultat des
linearen Gleichungssystem als Anfangswerte. Der Vorteil dieser Methode ist: man braucht die
link-hdndige Matrix bei der Rechnung nichts zu &ndern, sondern jedesmal nur den
rechtsseitigen Vektor. Es ist aber allzu langsam und bei groBer Reynolds-Zahl wird es sogar
divergieren. In der Praxis verwenden wir normalerweise eine andere alternative Methode:

1) wihlen wir v"~' und V¥ als unbekannt in der neuen Iteration, oder umgekehrt

.. . . —n—1 - . .
i1) wihlen wir Vv"" und v als unbekannt in der neuen Iteration.
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Hier bevorzugen wir die erste Variante. Um das Problem des nicht-linearen Terms
J ¢'(WV)v,dQ zu 16sen, schreiben wir ihn auf Komponentenweise wie folgendes (Alle

anderen Terme haben wir mal berechnet) :

J‘(Nn 1 dvl ~n -1 dvl )¢ dQ

(3,72)

I(Nn 1 de Nn -1 d\/'2 )¢ dQ

Weil v/ ~und v, ' aus der letzten Iteration stammen, ndmlich bekannt sind, ist (3,72) linear
geworden, d.h. wir haben das nicht-lineare Problem linearisiert. Dann kénnen wir (3,72) wie
vorher rechnen und in das von uns schon berechnete lineare Gleichungssystem einbauen.
Nach einigen Iterationen werden wir das Resultat bekommen. Fiir das Konvergenzskriterium
verwenden wir die folgenden Regeln:

Err = % falls  v'"' =0

l

Z (Err) <& wobeiist

! Err = T’ sonst

(3,73)

Betrachten wir, dal die v hier dimensionslos ist, und 1 die charakteristische Geschwindigkeit
ist. Deshalb diirfen wir hier 1 bei v/ =0 anwenden.

Damit ist die Navier-Stokessche Gleichung vollstindig gelost. Um noch bessere
Konvergenzsradius haben zu koénnen, verwenden wir zusdtzliche Iterationen um die
Reynolds-Zahl sukzessive zu erhohen.

3.7 Das Resultat

Schauen wir wieder die Navier-Stokessche Gleichung in unserem Fall an
1 - o
- R—Av +(WV)W+grad p=0 (3,74)
e

und sehen, auler dem konvektiven Term (VV)v ist die Gleichung linear. Deswegen nennen
wir immer (VV)V den nicht-linearen Term. Ohne diesen Term haben wir eine schone
symmetrische Losung wie in Abb. (3,10):
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Velocity (linear) Reynolds number: 30 Welocity (linear) Reynolds number: 30
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Vo e —- =\
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Abb. 3.11

Hingegen ist die Losung der ganzen Navier-Stokesschen Gleichung nicht symmetrisch [siehe
in Abb. (3.11)]. Wir sehen ganz deutlich, je groBer die Reynolds-Zahl ist, desto kleiner ist der
lineare Anteil in der Navier-Stokesschen Gleichung und desto mehr kommen nicht-
symmetrische Bewegungen vor. Es bedeutet in numerischen Rechnungen , daf} die
Wahrscheinlichkeit fiir das Divergieren immer groer ist und die Stabilitdt des Systems sich
verschlechtert .

Fiir den Druck sehen wir in Abb.(3.12) und Abb. (3.13).
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Pressure (linear) Reynolds number: 30

Abb. 3.12

Fressure {nonlinear)  Reynolds number: 30

Abb. 3.13

In der linearen Navier-Stokesschen Gleichung ist der Druck beinahe konstant aufler in den
zwei Ecken . Es ist auch klar, denn in einer Ecke geht die Fliissigkeit immer weg und der
Druck ist deshalb niedriger; hingegen haben wir in der anderen Ecke einen Hochdruck. In
der Losungsdarstellung der nicht-linearen vollstdndigen Navier-Stokesschen Gleichung sehen
wir noch dazu Anderungen in Zentrumsgebiet, dort sinkt der Druck sukzessive nach Innern
Fiir sehr grofle Reynolds-Zahl (z.B. Re = 10'000) sehen wir auch mehrere kleinen Wirbel in
den drei verschieden Ecken [siche Abb. (3.14)].
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