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Kurzfassung

Die vorliegende Promotionsarbeit befasst sich mit der globalen und lokalen Stabilitdt der zentrisch
und exzentrisch gedriickten Stiitzen, die nichtlineares Materialverhalten aufweisen. Das Tragver-
halten solcher Stiitzen sowie der Einfluss verschiedener Parameter wie Geometrie, Eigenspannun-
gen, Belastungsart oder Kriechen soll anhand einfacher Modellvorstellungen erliutert werden. Das
Augenmerk gilt besonders den zentrisch und exzentrisch gedriickten Stahlstiitzen im Brandfall.
Dennoch haben die erarbeiteten Berechnungsmodelle in der Regel allgemeine Giiltigkeit und gel-
ten somit auch fiir Stiitzen aus Aluminium oder hochlegierten Stihlen bei Raumtemperatur.

Die Beschreibung des Tragverhaltens von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten erfor-
dert ein Berechnungsmodell, welches die mechanischen Eigenschaften des Systems im wesentli-
chen abbildet. Dazu gehort nebst dem Stoffgesetz und dem Gleichgewicht mindestens eine Ver-
triglichkeitsbedingung. Das Gleichgewichtsmodell, welches das Zusammenspiel der treibenden
und der riickhaltenden Krifte entlang der Stiitze in Funktion deren Verformung beschreibt, eignet
sich besonders dafiir. Dieses Modell erméglicht es auf einfache Weise unterschiedliche Einfliisse
auf das Tragverhalten der Stiitze in einem Momenten-Kriimmungs-Diagramm zu veranschauli-
chen und ist eine grosse Hilfe zur Férderung des Verstindnisses dieser Stabilititsprobleme. Nebst
der Traglast erlaubt das Gleichgewichtsmodell eine Abschitzung der Verformungen und Schnitt-
kriften nach Theorie 2** Ordnung mit Beriicksichtigung des nichtlinearen Materialverhaltens.
Somit kann das Last-Verformungs-Verhalten der Stiitze vollstindig beschrieben werden, auch im
abfallenden Ast des Last-Verformungs-Pfades.

Erfille das Gleichgewichtsmodell sowohl das Stoffgesetz wie die Gleichgewichts- und Vertrig-
lichkeitsbedingungen an jedem Punkt entlang der Stiitzenachse, so wird das Tragverhalten der
gedriickten Stiitze mit nichtlinearem Materialverhalten sehr genau beschrieben. Dies erfordert eine
numerische Losung des Problems, ermdglicht jedoch nebst dem Last-Verformungs-Verhalten auch
die Berechnung der Verformungsfigur der Stiitze in Funktion deren Belastung. Zudem kann der
Einfluss von Eigenspannungen, thermischen Verzerrungen sowie Kriechen erfasst werden. Nebst
diesem Modell, welches versucht das mechanische Verhalten méglichst genau zu erfassen, werden
vereinfachte Berechnungsmodelle von diesen abgeleitet, die eine gute und schnelle Beurteilung der
globalen Stabilitit von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten erméglichen. Die Vereinfa-
chungen, die besonders die Berechnung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung der Stiitze betref-
fen sowie deren Verformungsfigur fithren zu einem neuen vereinfachten Gleichgewichtsmodell,
das ohne jegliches iterativen Vorgehen die Stabilitdt einer Stiitze mit nichtlinearem Materialverhal-
ten berpriifen kann und sich dementsprechend fiir die Bemessung eignet.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit dem Beulen von dreiseitig und vierseitig gelenkig
gelagerten Platten mit nichtlinearem Materialverhalten. Ein neues analytisches Modell zur Berech-
nung der Verzweigungslast dieser Platten mit kombinierter Belastung durch Druck und Biegung
wird erldutert. Zusammen mit der Methode der mitwirkenden Breiten ermdglicht dieses Modell
die einfache Beurteilung der Tragfihigkeit sowie des Verformungsverhaltens dreiseitig und viersei-
tig gelenkig gelagerten Platten mit nichtlinearem Materialverhalten. Verkniipft mit dem Gleichge-
wichtsmodell, welches unter anderem die Momenten-Kriimmungs-Beziehung des Stiitzenquer-
schnittes berechnet, gelingt es, die Querschnittstragfihigkeit einer mehraxial belasteten Stiitze
abzuschitzen. Dies ermdglicht die Einbeziehung der Querschnittsstabilitit bei der Beurteilung des
Tragverhaltens knickgefihrdeter Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten.



Absiract

The present work studies the global and local stability of centrically and eccentrically loaded
columns with nonlinear material behaviour. The load carrying behaviour of these columns as well
as the influence of different parameters like geometry, residual stresses, loading conditions or creep
is explained by the use of simply analytical models. The main interest concerns steel columns in
case of fire subjected to centric or eccentric load. However the presented models have a generic
validity and are therefore also suitable for columns in aluminium or stainless steel at ambient tem-
perature.

The description of the load carrying behaviour of columns with nonlinear material necessitates
a model which correctly considers the main mechanical properties of the static system. For this
purpose at least one compatibility condition, besides the constitutive laws of the material and the
equilibrium conditions, has to be considered. All these conditions can be fulfilled by the equilibri-
um model which describes the interaction between the drift and retention forces along the
columns axis in function of the column deformation. The model allows easily to illustrate the dif-
ferent influences on the load carrying behaviour of the column in a moment-curvature-diagram
and is therefore suitable to promote a better understanding of this kind of stability problems. Besi-
de the buckling load the equilibrium model allows to calculate the deformations and forces of
second order along the column axis considering the nonlinear material behaviour. This allows the
calculation of the full load deflection path of the column including the decreasing branch.

The equilibrium model describes the load carrying behaviour of the column with nonlinear
material very precisely if the constitutive laws, the equilibrium and the compatibility conditions
are fulfilled at every point along the column axis. This requires a numerical solution procedure but
allows, beside the load deflection path, to calculate the geometrical shape of the deflected column
in function of the loading as well. In addition, the influence of residual stresses, thermal strains and
creep can be analysed. Complementary to this model which tries to describe the mechanical beha-
viour the best possible other models including different simplifications are developed. These simp-
lified models allow a good and fast verification of the global stability of column considering nonli-
near material behaviour. The simplifications, mainly concerning the calculation of the moment
curvature relationship and the geometrical shape of the deflected column axis, leads to a new sim-
plified equilibrium model which checks the stability of the columns without an iterative process
and is therefore suitable for design.

The second part of the present work studies the buckling behaviour of plates with nonlinear
material behaviour which are simply supported along three or four edges. For these plates subjec-
ted to compression and bending, a new analytical model for the calculation of the bifurcation load
is presented. Combined with the effective width method this new analytical model allows the cal-
culation of the ultimate load and deformation of plates with nonlinear material behaviour simply
supported along three or four edges. Knowing the moment-curvature-relationship which is calcu-
lated by the equilibrium model and the load carrying behaviour of the single plate, the bearing
capacity of entire cross sections subjected to axial load and bending moments about both axes can
be calculated. This allows to include in the evaluation of the global column stability the local bea-
ring capacity of the cross section considering nonlinear material behaviour.



Riassunto

La presente dissertazione studia la stabilita globale e locale di colonne soggette a carichi centrici ed
eccentrici con caratteristiche di materiale non lineari. Il comportamento strutturale di queste
colonne e I‘influsso di diversi parametri come geometria della sezione, forze residue, genere di cari-
co oppure deformazioni viscose ¢ descritto con semplici modelli analitici. L'attenzione principale
di questo lavoro ¢ dedicata a colonne in acciaio in caso d‘incendio soggette a carichi centrici ed
eccentrici. Cio nonostante i modelli di calcolo presentati hanno di regola validita generale e quindi
adatti anche per la valutazione del carico di rottura di colonne in alluminio oppure in acciaio inos-
sidabile a temperatura ambiente.

La descrizione del comportamento strutturale di colonne con materiale non lineare e in parti-
colare la valutazione della loro stabilita esige un modello di calcolo in grado di considerare le prin-
cipali proprieta meccaniche del sistema. A queste appartengono insieme alle regole costitutive,
l‘equilibrio delle forze e almeno una relazione di compatibilitd cinematica tra deformazioni e spos-
tamenti. Queste proprietd meccaniche sono descritte in modo adeguato dal modello d‘equilibrio
capace di descrivere le forze d‘influenza e di ritenzione che agiscono lungo l‘asse della colonna in
funzione della deformazione della colonna stessa. Rappresentando la forza di flessione in funzione
della curvatura, questo modello permette di visualizzare molteplici influssi sul comportamento
strutturale delle colonne e quindi aiuta a comprendere meglio le caratteristiche meccaniche consi-
derando del materiale a caratteristiche non lineari. Il modello d‘equilibrio non solo permette di cal-
colare il carico di rottura di colonne con materiale non lineare, ma rende possibile anche la valuta-
zione delle deformazioni di secondo ordine della colonna stessa in funzione del carico applicato. Di
conseguenza il modello permette la descrizione del comportamento strutturale lungo tutto il per-
corso di carico.

Considerando le regole costitutive, lequilibrio delle forze e le relazioni di compatibilita cine-
matica in ogni punto della colonna, il modello d‘equilibrio riesce a descrivere il comportamento
strutturale della colonna in maniera molto precisa diventando perd un modello matematicamente
complesso che esige una soluzione numerica. D‘altro canto il modello permette di calcolare la for-
ma geometrica dellasse della colonna deformata in funzione del carico a cui ¢ soggetta e di descri-
vere |'influsso di forze residue, deformazioni termiche o deformazioni viscose. Basandosi su questo
modello di calcolo il cui scopo ¢ di descrivere il comportamento meccanico nel migliore dei modi,
vengono sviluppati dei modelli di calcolo pitt semplici che permettono una valutazione veloce ma
comunque precisa della stabilita globale di colonne con materiale a caratteristiche non lineari. Le
semplificazioni concernenti in particolar modo l‘approssimazione della relazione tra la forza di fles-
sione e la curvatura ma anche la geometria della colonna deformata, conducono ad un modello
d‘equilibrio semplificato capace di valutare la stabilita globale senza necessitare di nessuna procedu-
ra iterativa. Un tale modello d‘equilibrio semplificato ¢ adatto al dimensionamento della stabilita
di colonne con materiale non lineare.

La seconda parte della dissertazione tratta I'imbozzamento delle piastre con materiale non line-
are. In particolare viene presentato un nuovo modello analitico capace di calcolare il carico di
biforcazione della piastra sollecitata a pressione e flessione. Questa soluzione analitica integrata nel
modello delle larghezze efficaci sviluppata da Kdrmdn permette la valutazione del carico d‘imboz-
zamento di una piastra affetta da imperfezioni geometriche, diverse condizioni di supporto e mate-
riale non lineare. Cid permette inoltre I‘approssimazione del carico di rottura di colonne sollecitate
in pit direzioni includendo sia la stabilita globale che quella locale.
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1 EinfUhrung

1.1 Problemstellung

Ungeschiitzte Stahlprofile erwidrmen sich wihrend eines Brandereignisses in Folge ihres tiblicher-
weise grossen Flichen-Volumen-Verhiltnisses und der hohen Wirmeleitfihigkeit des Materials
sehr rasch auf. Beim Aufwirmen verliert Baustahl bereits ab Temperaturen tiber 100°C an Steifig-
keit und ab Temperaturen oberhalb 400°C an Festigkeit. Zudem wird die fiir Baustahl bei Raum-
temperatur annihernd linear elastische - ideal plastische Spannungs-Dehnungs-Beziehung bei
erhohten Temperaturen ausgeprigt nichtlinear, was zusammen mit der reduzierten Steifigkeit zu
einem weicheren Last-Verformungs-Verhalten von Stahlbauteilen fithrt. Besonders die globale,
sowie die lokale Stabilitit der zentrisch oder exzentrisch gedriickten Stiitzen wird massgeblich vom
verinderten Tragverhalten beeinflusst. Dies kann bei einem Brandereignis zu einem frithzeitigen
Versagen der gesamten Stahlkonstruktion fithren oder dessen Tragsicherheit vermindern. Dement-
sprechend ist es von grosser Bedeutung, das Tragverhalten stabilititsgefahrdeter Stiitzen mit nicht-
linearem Materialverhalten gut zu verstehen und Berechnungsmodelle zu entwickeln, die sowohl
die Traglast wie auch das Verformungsverhalten dieser Stiitzen zuverlissig abschitzen. Dies im
Hinblick einer sicheren und wirtschaftlichen Konstruktion von Stahlbauten, wobei die Brand-
schutzzielen sowie die Sicherheit der Menschen, der Umwelt und die Begrenzung von Sachschiden
beriicksichtigt werden.

Globale oder lokale Stabilititsversagen sind stets die Folge einer Abnahme der Steifigkeit des
belasteten Bauteils, wobei die Verminderung der Steifigkeit durch die Veformung des Bauteils
einerseits, aber auch durch das Materialverhalten und besonders dessen Nichtlinearitit verursacht
wird. Die heute zur Verfiigung stehenden Berechnungsmodelle zur Bemessung der Stabilitit von
Stahlstiitzen im Brandfall beruhen auf Berechnungsmodellen zur Beurteilung der Stabilitdt bei
Raumtemperatur und berticksichtigen das nichtlineare Materialverhalten nicht in expliziter Weise.
Dies fiihrt zu grossen Unsicherheiten bei der Bemessung stabilititsgefahrdeter Bauteile, da Berech-
nungsmodelle fehlen, die das mechanische Verhalten der gedriickten Stiitze und deren nichtlinea-
res Materialverhalten bei erhéhten Temperaturen explizit beriicksichtigen.

1.2 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in der Erarbeitung von Berechnungsmodellen zur
Beschreibung des Tragverhaltens zentrisch und exzentrisch gedriickter Stiitzen mit nichtlinearem
Materialverhalten. Ein besonderes Augenmerk gilt dem Beul- und Knickverhalten sowie deren
Interaktion bei Stahlstiitzen im Brandfall. Dennoch wurde darauf geachtet, moglichst allgemein
giiltige Berechnungsmodelle zu entwickeln, die auch fiir andere Materialien mit nichtlinearem
Verhalten wie zum Beispiel Aluminium oder hochlegierte Stihle bei Raumtemperatur ihre Giiltig-
keit behalten. Im Vordergrund stehen Berechnungsmodelle, die das mechanische Verhalten der
Stiitzen moglichst vollstindig erfassen, sowohl im linear elastischen wie auch im nichtlinear plasti-



1 Einfihrung

schen Bereich der Spannungs-Dehnungs-Beziechung des Materials. Die Berechnungsmodelle sollen
nebst der Bestimmung der Traglast auch den Verformungszustand der betrachteten Stiitze in
Funktion der Belastung beschreiben. Insbesonders sollen die Verzerrungen und die Schnittkrifte
2'" Ordnung im meist beanspruchten Stiitzenquerschnitt berechnet werden und damit die lokale
Querschnittsstabilitit tiberprift werden.

Des Weiteren soll das Tragverhalten dreiseitig und vierseitig gelenkig gelagerter Platten, die
den Stiitzenquerschnitt bilden, untersucht werden. Von Interesse sind besonders Platten mit nicht-
linearem Materialverhalten, die in ihrer Ebene durch Druck und Biegung belastet sind. Nebst der
Traglast soll die Aufmerksamkeit auch der Verzweigungslast solcher Platten gelten, da mit ihr ein
Verlust der Querschnittssteifigkeit verbunden ist, der wiederum das gesamte Tragverhalten der
Stiitze beeinflusst.

1.3 Ubersicht

Der erste Teil der Arbeit widmet sich dem eindimensionalen Stabilitdtsversagen, das heisst dem
Knicken und Biegeknicken von zentrisch und exzentrisch belasteten Stiitzen mit nichtlinearem
Materialverhalten. Dabei wird in einem ersten Schritt die Verzweigungslast des zentrisch gedriick-
ten Knickstabes untersucht, welche einem oberen Grenzwert der Stiitzentraglast entspricht. In
einem zweiten Schritt wird das mechanische Verhalten der geometrisch imperfekten Stiitzen
anhand numerischer Berechnungsmodelle untersucht und der Einfluss des nichtlinearen Material-
verhaltens erldutert. Ein besonderes Augenmerk gilt dem Zusammenspiel zwischen den treibenden
und riickhaltenden Kriften, die entlang der verformten Stiitze wirken, sowie der geometrischen
Form der Biegelinie der Stiitze und deren Verinderung wihrend der Belastung. Zusitzlich werden
unterschiedliche Einfliisse wie Eigenspannungen, Querschnittsgeometrie, Belastungsart oder Krie-
chen mit den numerischen Berechnungsmodellen untersucht und anhand von Momenten-Kriim-
mungs-Diagrammen veranschaulicht.

Im zweiten Teil der Arbeit werden vereinfachte Berechnungsmodelle zum Knicken und Biege-
knicken von Stahlstiitzen im Brandfall entwickelt. Diese bauen auf den im ersten Teil der Arbeit
gewonnen Erkenntnissen auf und griinden teilweise auf den gleichen mechanischen Grundprinzi-
pien wie die oben erwihnten numerischen Modelle. Besonders die einfache, aber dennoch mog-
lichst realititsnahe Abbildung der treibenden und riickhaltenden Krifte in Funktion der Stiitzen-
verformung ermoglicht mit dem erlduterten vereinfachten Gleichgewichtsmodell eine zuverlissige
und gute Abschitzung der Traglast und des Tragverhaltens zentrisch und exzentrisch gedriickter
Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten.

Der dritte Teil befasst sich ausschliesslich mit der Verzweigungslast von Platten mit nichtlinea-
rem Materialverhalten, die in ihrer Ebene durch Druck und Biegung belastet sind. Zur besseren
Untersuchung verschiedener Effekte wie Belastungskombination oder Lagerungsart werden zwei
numerische Modelle erldutert, die eine Losung des Verzweigungsproblems der Platte mit oder
ohne Beriicksichtigung der elastischen Entlastung ermdéglichen. Auf der Grundlage dieser Modelle
wird ein vereinfachtes Berechnungsverfahren zur Bestimmung des Beulfaktors von Platten entwi-
ckelt, die im plastischen Bereich des Materialverhaltens ausbeulen.

Aufbauend auf dem dritten Teil befasst sich der vierte Teil der Arbeit mit der Traglast und der
zugehorigen Stauchung der dreiseitig oder vierseitig gelenkig gelagerten Platte. Dank der Losung
des Verzweigungsproblems kann das Tragverhalten von ausgebeulten Platten mit nichtlinearem
Materialverhalten mit der Methode der wirksamen Breiten auf einfache Weise abgeschitzt werden.
Zusammen mit der Verkniipfung der Plattenstauchungen mit der Verformung des gesamten Stiit-
zenquerschnittes, welcher aus diesen Platten gebildet ist, kann die Querschnittstragfihigkeit der
Stiitze abgeschitzt werden. Dabei wird auf eine Einteilung der Querschnitte in Klassen und den
zugehorigen Nachweisverfahren plastisch-plastisch, elastisch-plastisch, elastisch-elastisch und elas-
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Stab Verzweigungslast Knicken und Biegeknicken
Analytische Modelle Numerische Modelle Analytische Modelle
Engesser-Shanley vereinfachtes Spannungsmodell

erweitertes Gleichgewichtsmodell
L reduziertes Gleichgewichtsmodell

Engesser-Karman l vereinfachtes Gleichgewichtsmodell
Energiemethode

Platte Verzweigungslast Traglast
Numerische Modelle Analytische Modelle Analytische Modelle
i:mit elastische Entlastung Bleich
ohne elastische Entlastung Iljuschin
Modell mit var. Plattensteifigkeit Methode der wirksamen Breiten

|—vereinfachtes Modell

Querschnittstragféhigkeit

Abb. 1-1: Schematische Einordnung der numerischen und analytischen Modelle zur Beurteilung der
Tragféhigkeit gedrlckter Stitzen mit nichtlinearem Materialverhalten.

tisch-elastisch-reduziert verzichtet. Zudem kann mit Verkniipfung der lokalen Stauchungen mit
der Querschnittsverformung tiberpriift werden, ob die Schnittkrifte 2*" Ordnung der zentrisch
oder exzentrisch gedriickten Stiitze zu einem lokalen Beulen des meist beanspruchten Querschnitt-
selements fithren. Ein solches lokales Stabilitdtsversagen fithrt zu einem grossen Steifigkeitsverlust
des gesamten Stiitzenquerschnittes, was in der Regel zum Versagen der Stiitze fithrt.

1.4 Abgrenzung

Simtlichen Untersuchungen zum Stabilititsverhalten der Stiitze und des Stiitzenquerschnitts sind
die Materialmodelle des Eurocodes zugrundegelegt worden. Zudem sind die Eigenspannungen im
Stiitzenquerschnitt bei Raumtemperatur vereinfachend angenommen und deren Entwicklung
wird wihrend der Brandeinwirkung nur grob abgeschitzt. Sowohl die Entstehung der Eigenspan-
nungen beim Herstellungsprozess wie auch deren Verinderung im Brandfall ist eine Folge sehr
komplexer physikalischer Phinomene, die schwer zu erfassen und stark von Materialeigenschaften,
Temperaturgradienten, Geometrie, Zeit und weiteren Patametern abhingig sind. In der vorliegen-
den Arbeit wird lediglich der Einfluss moglicher Eigenspannungen bei erhohten Temperaturen
aufgezeigt, ohne dass dieser genau quantifiziert wird.

Bei den Untersuchungen der globalen und lokalen Stabilitdt gedriickter Stiitzen im Brand wird
stets eine gleichmissige Erwirmung des Stiitzenquerschnitts angenommen. Einfliisse von Tempe-
raturgradienten entlang der Stiitze sowie im Stiitzenquerschnitt wurden nicht untersucht, da sie je
nach Brandentwicklung und Brandsituation unterschiedlich sind und nicht zur Verbesserung des
Verstindnisses vom Tragverhalten stabilititsgefdhrdeter Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhal-
ten beitragen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschliesslich zentrisches Knicken, Knicken mit zusitzlicher
Biegung in der gleiche Belastungsebene sowie Beulen untersucht.
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2 \Verzweigungslast des Knickstabes

Das Verzweigungsproblem der, imperfektionsfreien und zentrisch gedriickten Stiitze bildet die
Grundlage zur Behandlung des Knickstabes, sowohl fiir linear elastisches wie fiir nichtlineares
Materialverhalten. Dabei entspricht die Verzweigungslast der maximalen Last bei welcher das idea-
lisierte System gerade noch frei von Verformungen bleibt. Wird diese tiberschritten, kommt es
direkt zum Versagen, da bei gedriickten stabférmigen, statisch bestimmten Systemen im Gegensatz
zur Platte keine Umlagerung der Spannungen moglich ist. Somit entspricht die Verzweigungslast
der Stiitze einem oberen Grenzwert der Traglast und ist dementsprechend bei der Betrachtung von
Stabilititsproblemen von Stiitzen von zentraler Bedeutung.

Nach einem geschichtlichen Riickblick tiber die Entwicklung von Berechnungsmodellen zum
Verzweigungsproblem der gedriickten Stiitze, beschiftigt sich dieses Kapitel mit der Berechnung
von Verzweigungslasten bei nichtlinearem Materialverhalten. Das Verzweigungsproblem ist im
Kapitel 2.2 fiir linear elastisches Materialverhalten und im Kapitel 2.3 fiir nichtlineares Material-
verhalten erldutert. Die mathematische Behandlung des Stabilitdtsproblems erfolgt zuerst fiir ein
allgemein nichtlineares Materialverhalten, welches durch eine Proportionalititsgrenze (ep, fp),
einem E-Modul E fiir den elastischen Bereich, dem Tangentenmodul T im nichtlinearen Bereich
und einer Fliessgrenze (Sy, fy) gekennzeichnet ist. Anschliessend wird die Losung des Verzwei-
gungsproblems der gedriickten Stahlstiitze im Brandfall niher betrachtet, wobei die Temperatur 6,
als Parameter fiir die Nichtlinearitit des Materials betrachtet werden kann.

2.1 Geschichtlicher Ruckblick

Mit der Infinitesimalrechnung am elastischen Balken schaffte Jakob Bernoulli schon frith die
mathematischen Grundlagen zur Behandlung von Stabilititsproblemen von gedriickten Stiben.
Beruhend auf dieser Arbeit und der Erkenntnis von Daniel Bernoulli (1742), dass die Verfor-
mungsfigur des Balkens energetisch einem Minimum entsprechen muss, konnte Euler im Jahre
1744 nicht nur die elastische Biegelinie von J. Bernoulli mit Verwendung der Balkendifferential-
gleichung beweisen, sondern auch das Verzweigungsproblem des elastischen Knickstabes 16sen
[20][66]. Die noch heute sehr wichtige Euler'sche Formel zur Berechnung der Verzweigungslast
einer elastischen Stiitze basiert somit auf dem Satz vom Minimum der Forminderungsarbeit. Fast
100 Jahre spiter, im Jahre 1826, erkannte Navier [48] die Grenzen der elastischen Losung des Ver-
zweigungsproblems nach Euler. Er bemerkte, dass besonders bei gedrungenen Stiitzen die Traglast
nicht nur von der Verzweigungslast, sondern auch durch den plastischen Widerstand des Stiitzen-
querschnittes gegeben ist. Der von ihm in der Folge entwickelte Bemessungsansatz, welcher der
Tetmajer'schen Gerade (1893) sehr nahe kam, fand jedoch in der Fachwelt keine Beachtung, was
in den folgenden Jahren zu mehreren tragischen Unfillen fiihrte.

Die Euler‘sche Knicklast blieb somit die einzige Berechnungsgrundlage fiir Stabilititsprobleme
in einer Zeit, in der durch das Autkommen des Stahlbaus versucht wurde leichter, schlanker und
moglichst kostengiinstig zu bauen. Als Baumaterialien kamen Flusseisen, Gusseisen oder Schweiss-
eisen zur Anwendung, die nebst einem elastischen Bereich ein ausgeprigtes nichtlineares Material-
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verhalten aufweisen. Erst im Jahr der Fertigstellung des Eiffelturms (1889) erkannte Considére
[11] die Ungiiltigkeit der Euler‘schen Formel im nichtlinearen Bereich des Materialverhaltens. Er
stellte fest, dass in diesem Bereich des Spannungs-Dehnungs-Verhaltens des Materials der Elastizi-
titsmodul in der Euler'schen Formel durch einen Knickmodul ersetzt werden muss, der einen
Wert zwischen dem Tangentenmodul und dem Elastizititsmodul annimmt. Unabhingig davon
verdffentlichte Engesser [17] im gleichen Jahr eine Losung des Verzweigungsproblems fiir gedrun-
gene Stiitzen, die bei Spannungen oberhalb der Proportionalititsgrenze ausknicken. Engesser
ersetzte in seiner Losung den Elastizititsmodul in der Euler'schen Formel durch den Tangenten-
modul, der von der Normalspannung im Stiitzenquerschnitt abhingig ist.

Als Folge von mehreren Stabilitdtsversagen bei Baustrukturen und insbesondere in Folge des
Versagens der Birsbriicke bei Miinchenstein 1891 [55] wurde durch Tetmajer eine gross angelegte
experimentelle Untersuchung zum Stabilititsverhalten von Stiitzen veranlasst. Aus den Erkennt-
nissen dieser Versuche entstand 1893 die empirisch gefundene Tetmajer'sche Gerade, die in der
Schweizer Baunorm bis und mit der Ausgabe 1974 als einzige Berechnungsgrundlage fiir gedrun-
gene Stiitzen aufgefiihre war. Bei schlanken Stiitzen kam nach wie vor die Euler'sche Knicklast zur
Anwendung. Obwohl die Versuche von Tetmajer die neue Berechnungsmethode bestitigten und
diese auch mit der Losung von Engesser gut tibereinstimmte, fehlte nach wie vor eine begriindete
rationale Losung des Verzweigungsproblems fiir nichtlineares Materialverhalten, welche die Verun-
sicherung in der Fachwelt beantwortet hitte.

Kurz nach den Versuchen von Tetmajer entbrannte eine Diskussion zwischen Jasinski
[26][27] und Engesser [18][19] tiber die Richtigkeit der von Engesser vorgeschlagenen Berech-
nungsmethode der Verzweigungslast im nichtlinearen Materialbereich. Jasinski stiitzte sich auf die
Uberlegungen von Considére und wies im Jahre 1895 Engesser darauf hin, dass der Knickmodul
bei der Euler'schen Formel grosser als der Tangentenmodul aber kleiner als der Elastizititsmodul
sein soll. Dies beruht darauf, dass sich der durch das Ausknicken entlastende Querschnittsbereich
im Gegensatz zum restlichen Querschnitt elastisch verhilt. Noch im gleichen Jahr korrigierte
Engesser seinen Vorschlag, indem er zum ersten Mal einen Knickmodul einfiihrte. Es war jedoch
Kérmdn [34] der diesen im Jahre 1910 fiir einzelne doppelsymmetrische Querschnittsgeometrien
analytisch erarbeitete. Zusitzlich fithrte Kdrmdn Versuche durch, welche die verbesserte Berech-
nungsmethode nach Engesser bestitigten. Weitere Versuche, die von Templin [69] im Jahre 1938
durchgefiithrt wurden, zeigten jedoch eine bessere Ubereinstimmung mit dem ersten Berechnungs-
vorschlag nach Engesser. Erst im Jahre 1947 gelang es Shanley [63], in dieser Angelegenheit Klar-
heit zu schaffen, indem er zeigte, dass bei einer infinitesimal kleinen Auslenkung der Stiitze in der
Theorie keine elastische Entlastung stattfindet. Somit ist die Verzweigungslast mit Verwendung
des Tangentenmoduls die grosste mogliche Belastung, fiir welche eine perfekt gerade Stiitze ohne
Imperfektionen keine Verformungen aufweist. Erst bei einer finiten Auslenkung der Stiitze kommt
es zu einer elastischen Entlastung, welche eine Laststeigerung ermoglicht.

2.2 Verzweigungslast bei linear elastischem Materialverhalten

Fiir die Entwicklung seiner Theorie bediente sich Euler eines Hooke‘schen Idealwerkstoffes mit
unbegrenztem elastischem Verhalten und vernachlissigte die Einfliisse der Schubverzerrungen.
Diese sind bei vollen Querschnitten von untergeordneter Bedeutung, wihrend sie bei aufgelosten
Stiben einen wesentlichen Anteil an die Verformungen leisten und deswegen nicht vernachlissigt
werden diirfen. Mit der zusitzlichen Annahme, dass ein zur Stabachse normaler, ebener Quer-
schnitt auch in der verformten Lage eben und normal zur verformten Stabachse bleibt (Bernoulli-
Navier Hypothese), lisst sich die Verzweigungslast aus der elastischen Differentialgleichung des
Balkens berechnen (GI. 2.1). In dieser bezeichnet Mg das elastische innere Widerstandsmoment,
welches sich aus der Steifigkeit El und der Stabkriimmung ergibt, und Mg das von aussen einwir-
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kende Biegemoment, welches sich aus der einwirkenden Normalkraft Ng und der Stabverformung
W zusammensetzt.
3 2
Mg+ Mg = EI- S04 Ne-w = 0 (2.1)
oX

Dabei ist die Beziehung zwischen der Stabkriimmung ¢ und der Stabverformung W gemiss folgen-
der Gleichung linearisiert.

12w WY aw. 3w 2w
=5 = 87(”(37) ) - 87(1‘5(&) +“')z_2 (2.12)

Mit einem sinusférmigen Ansatz der geometrischen Form der ausgelenkten Stiitzenachse lisst sich
die Differentialgleichung 2.1 losen. Dabei ergibt sich die Verzweigungslast nach der bekannten
Euler‘schen Knickformel.

2
Ng = N, = T‘—E' (2.2)
L
Dieser obere Grenzwert der Traglast fiir die elastische Stiitze entspricht der maximalen Last, fiir
welche eine perfekt gerade und imperfektionsfreie Stiitze nicht von ihrer idealisierten Lage ausge-
lenkt wird. Eine Steigerung der Last wiirde zum Ausknicken und dementsprechend zum unmittel-
baren Versagen der Stiitze fiihren.

2.3 Verzweigungslast bei nichtlinearem Materialverhalten

Die Losung der Differentialgleichung 2.1 gilt nur, wenn das Material im elastischen Bereich, das
heisst unterhalb der Proportionalititsgrenze des Materials, beansprucht wird. Wahrend diese Gren-
ze fir Aluminium oder hochlegierte Stihle gemiss Eurocode bei 0.01% plastischer Dehnung fest-
gelegt ist [15], ist sie fiir Baustahl durch die temperaturabhingigen Materialkennwerte fp,e und
€p.0 gegeben (Abb. 2-1 links). Wird die Proportionalititsgrenze im Allgemeinen durch die Span-
nung f, charakeerisiert, so bleiben alle Stiitzen mit einer grosseren bezogenen Schlankheit Ay als
die Grenzschlankheit Ay gren; elastisch.

l<—h

7_\'K, grenz — - (2.3)
p

Fir diese schlanken Stiitzen ist die Verzweigungslast stets durch die Gleichung 2.2 gegeben. Bei
gedrungenen Stiitzen fithren die plastischen Spannungen im Stiitzenquerschnitt zu einem Steifig-
keitsverlust, der sich stark auf die Verzweigungslast auswirkt. Wie schon im Kapitel 2.1 erwihnt,
war dies Anlass fiir eine iiber ein halbes Jahrhundert andauernde Diskussion. Daraus entstanden
nebst der empirischen Losung von Tetmajer die zwei analytischen Losungen nach Engesser-Shan-
ley und Engesser-Kdrmdn. Wie in Abbildung 2-1 rechts dargestellt, entspricht die Verzweigungs-
last nach Engesser-Shanley der maximalen axiale Belastung, fiir welche die Stiitze gerade noch kei-
ne Verformungen aufweist, wihrend die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrmdn eine elastische
Entlastung der aussenliegenden Querschnittsbereiche beriicksichtigt und deshalb eine geringe
Laststeigerung fiir kleine Verformungen der Stiitze ermoglicht. Wihrend sich die Losung nach
Engesser-Shanley aus einem genauen analytischen Modell ergibt, baut die Berechnung der Ver-
zweigungslast nach Engesser-Kdrmdn auf gewisse Vereinfachungen auf. So wird der Steg des Stiit-



2 Verzweigungslast des Knickstabes
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Abb. 2-1: Links: Nichflineare Spannungs-Dehnungs-Beziechung von Stahl bei erhdhter Temperatur 6.
Rechts: Gegenuberstellung der Verzweigungslast Engesser-Shanley mit derjenige von Engesser-Karman.

zenquerschnitts bei der Berechnung des Knickmoduls oder Biegesteifigkeit vernachlissigt. Ander-
seits werden jedoch auch die infolge der verformten Stiitze auftretenden treibenden Krifte nicht

berticksichtigt.

2
N. = 7T,L_'2|'| Verzweigungslast nach Engesser-Shanley (2.4a)
Tyl
Ng = LZK Verzweigungslast nach Engesser-Kdrmdan (2.4b)

Aus der Betrachtung nach Shanley von infinitesimal kleinen Verformungen folgt, dass selbst fur
nichtlineares Materialverhalten die minimale Formanderungsarbeit stets durch eine sinusférmige
Verformungsfigur erreicht wird. Erst durch die Verformung kommt es zu unterschiedlichen Stei-
figkeiten entlang der Stiitze und somit zu einer Abweichung der Verformungsfigur von der Sinus-
funktion. Trotz der Betrachtung von infinitesimal kleinen Verformungen sei in der Folge der
Knickmodul nach Engesser-Kdrmdn niher erliutert, denn dieser entspricht einer Niherung des
oberen Grenzwertes fiir die Knicklast einer Stiitze. Des Weiteren kommt ihm eine wichtige Bedeu-
tung bei der Betrachtung von Stiitzen mit geometrischen Imperfektionen zu, da er fiir die Momen-
ten-Kriimmungs-Beziehung einer Stiitze die anfingliche Steifigkeit beschreibt (Abb. 4-8).

2.3.1 Knickmodul nach Engesser-Karman

Fir die Berechnung des Knickmoduls nach Engesser-Kdrmdn wird das Ebenbleiben des Quer-
schnittes (Bernoulli-Navier Hypothese) vorausgesetzt. Des Weiteren werden einfachheitshalber
nur die beiden Flanschen des I-Profils betrachtet, da diese den Hauptanteil am Biegewiderstandes
haben (Abb. 2-2). Die Stiitze sei frei von Eigenspannungen, anfinglich unverformt und durch eine
Normalkraft Ng belastet, die im Stiitzenquerschnitt eine Dehnung €, und eine Spannung G,
erzeugt. Verformt sich die Stiitze, so entsteht eine Kriimmung %, die zusitzliche Dehnungen Ag im
Stiitzenquerschnitt verursacht. In der Abbildung 2-2 sind nur die zusitzlichen Dehnungen A€ und
die sich daraus ergebenden Spannungen AG dargestellt. Im Querschnittsbereich, der ein Zuwachs
an Dehnungen verspiirt, konnen die Spannungen mit dem Tangentenmodul T beschrieben wer-
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Abb. 2-2: Statisches Modell zur Berechnung des Knickmoduls nach Engesser-Karman fur doppelsymme-
frische I-Querschnitte.

den, wihrend im restlichen Querschnitt eine elastische Entlastung stattfindet, die mit dem
E-Modul E beschrieben wird. Die resultierenden Krifte Z und D in Abbildung 2-2 miissen in der
Summe Null ergeben, da die Normalkraft Ng in der Stiitze unverindert bleibt. Mit dieser Bedin-
gung kann die Nulllinie der zusitzlichen Dehnungen Ag (strichpunktierte Linie) gefunden wer-
den. Ist diese bekannt, so ergibt sich der Knickmodul zu:

T = 4T—E2 [-Profil um die schwache Achse belastet (2.5a)
(JE+J/T)
_ 2TE )
Ty = Er T [-Profil um die starke Achse belastet (2.5b)

Der Ausdruck 2.5a gilt auch fiir volle Rechteckquerschnitte, wihrend der Ausdruck 2.5b auch fir

rechteckige Hohlquerschnitte verwendet werden darf.

2.3.2 \Verzweigungslast von Stahlistiitzen im Brandfall

Da die Berechnungsmethoden nach Engesser, Kirmdn und Shanley das nichtlineare Materialver-
halten beriicksichtigen, konnen sie fiir die Berechnung der Verzweigungslast fiir Stahlstiitzen im
Brandfall verwendet werden. Die Grenzschlankheit bei Raumtemperatur, welche die Trennung des
elastischen vom inelastischen Bereich beschreibt, kann wie folgt angegeben werden

_ k
Ak, grenz = /\/;E (2.6)
p

Dabei sind kg und k, Abminderungsfaktoren fiir den E-Modul Eg und fiir die Proportionalitits-
grenze f, g bei einer gegebenen Temperatur 8. Fiir Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit grosser

Tabelle 2-1: Grenzschlankheiten flr unterschiedliche Temperaturen [14]

0 [°C] 20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
XK,grenz 1.00 1.00 1.06 1.14 1.29 1.29 1.31 1.32 134 134 1.34
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Abb. 2-3: Links: Einfluss der Knickrichtung bei der Verzweigungslast nach Engesser-Karman. Rechts: Ein-
fluss der Stahlsorte, sowie Vergleich der Modelle nach Engesser-K&rmdan und Engesser-Shanley.

als die Grenzschlankheit nach Gleichung 2.6, erfolgt das Ausknicken im elastischen Bereich. Die
Verzweigungslast kann wie folgt angegeben werden

Ncr, 0~ fiir XK 2 }_VK, grenz (2.7a)

Bei Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenzschlankheit bleibt eine imperfek-
tionsfreie Stiitze perfekt gerade, solange die Belastung kleiner als folgende Verzweigungslast bleibt

N = fiir 7_\4( < XK’ grenz (2.7b)

Der obere Grenzwert fiir die maximale Belastung Ng, welche eine Stiitze aufnehmen kann, ist
jedoch mit der Verzweigungslast nach Engesser-Kdrman zu berechnen. In Abbildung 2-3 links ist
der Einfluss der Belastungsrichtung bei den Verzweigungslasten nach Engesser-Karman fiir unter-
schiedliche Stahltemperaturen dargestellt. Es ist ersichtlich, dass eine gedrungene Stiitze, welche
um die schwache Achse belastet wird, eine hohere Verzweigungslast aufweist als eine Stiitze glei-
cher bezogener Schlankheit, welche um die starke Achse belastet wird. Dies ergibt sich aus den
Gleichungen 2.5a und 2.5b und dem Stoffgesetz, nicht aber durch die Querschnittsgeometrie.
Knicke die Stiitze um die starke Achse, so bedarf es einer grosseren Verschiebung der Nulllinie um
die inneren Krifte D und Z in Abbildung 2-2 ins Gleichgewicht zu bringen, als wenn bei gleicher
Kriimmung % die Stiitze sich um die schwache Achse verformen wiirde. Dies hat eine kleinere Bie-
gesteifigkeit zur Folge, was sich in den Gleichungen 2.5a und 2.5b widerspiegelt. Des Weiteren
erkennt man in Abbildung 2-3 links, wie die Grenzschlankheit in Funktion der Temperatur
zunimmt. Betrigt sie bei Raumtemperatur noch 1.0, so erreicht sie fiir Materialkennwerte gemiss
Eurocode [14] bei 700°C schon den Wert 1.32, wihrend der Maximalwert von 1.34 bei Tempera-
turen von 800°C und hoher erreicht wird (Tab. 2-1).

In der Abbildung 2-3 rechts ist einerseits der Einfluss der Stahlsorte und anderseits der Unter-
schied zwischen den Berechnungsmodellen Engesser-Kdarman und Engesser-Shanley dargestellt.
Durch die Erhéhung der Materialfestigkeit verindert sich nach dem Materialmodell des Euro-
codes [14] die Kriimmung im nichtlinearen Bereich des Spannungs-Dehnungs-Diagramms, da
einerseits der E-Modul und anderseits die Dehnung bei Fliessbeginn (&y = 2%) gleich bleiben.
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2.4 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen
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Abb. 2-4: Vergleich zwischen der Verzweigungslast nach Engesser-Karman mit numerischen Ergebnisse
des reduzierten Gleichgewichtsmodell gemdss Kapitel 3.3.1

Diese Verinderung der nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung hat einen starken Einfluss
auf die Verzweigungslast iiber den gesamten Schlankheitsbereich gedrungener Stiitzen
(A < XK,grenz)- Ahnliches gilt fiir den Unterschied zwischen den zwei Berechnungsmodellen der
Verzweigungslasten.

Wie erwihnt ist die Losung des Verzweigungsproblems nach Engesser-Kdrmdn nur eine Nihe-
rung, da einerseits der Steifigkeitsbeitrag des Steges und anderseits die infolge der Verformung auf-
tretenden Ablenkkrifte nicht beriicksichtigt werden. Die Abbildung 2-4 zeigt ein Vergleich dieser
Losung mit Ergebnissen des reduzierten Gleichgewichtsmodells, welches in Kapitel 3.3.1 erldutert
ist. Bei diesem numerischen Modell wird die Steifigkeit des gesamten Stiitzenquerschnitts iterativ
berechnet. Zudem beriicksichtigt es geometrischen Imperfektionen wie auch Ablenkkrifte, die an
der verformten Stiitze einwirken. Wie in der Abbildung ersichtlich, nihern sich die Losungen der
beiden Modelle je kleiner die geometrischen Imperfektionen angenommen werden. Fiir unendlich
kleine Imperfektionen ist die Knicklast einzig von der Biegesteifigkeit der Stiitze abhingig. Wird
diese mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell fiir den gesamten Stiitzenquerschnitt berechnet,
konnen Traglasten erreicht werden, die ein wenig oberhalb der Verzweigungslast nach Enges-
ser-Kdrmdn liegen. Dieser sehr kleine Unterschied ist auf die Vereinfachungen in der Berechnung
des Knickmoduls nach Engesser-Kdrman zuriickzufiihren. Je dicker der Steg des Stiitzenquer-
schnittes, desto grosser wird der Unterschied der beiden Modelle. Dennoch kann der obere Grenz-
wert der Traglast mit dem Modell nach Engesser-Kdrman insbesondere fiir Stiitzen mit einer end-
lichen geometrischen Imperfektion gut angenihert werden.

2.4 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

* Das nichtineare Materialverhalten hat einen erheblichen Einfluss auf die Verzweigungslast
gedriickter Stiitzen mit bezogener Schlankheit kleiner als die Grenzschlankheit.

* Mit dem Berechnungsmodell von Engesser-Shanley ldsst sich die maximale Belastung
berechnen, fiir die eine idealisierte Stiitze mit nichtlinearem Materialverhalten ohne geomet-
rische und strukturelle Imperfektionen nicht von ihrer Lage ausgelenkt wird.

e Verformt sich die Stiitze, entlasten sich die dusseren Querschnittsbereiche elastisch. Die
dabei aktivierte zusitzliche Steifigkeit ermoglicht eine weitere Laststeigerung, die sich mit
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2 Verzweigungslast des Knickstabes

dem Knickmodul nach Engesser-Kdrman gut abschitzen lasst. Die maximale Traglast nach
Engesser-Kdrman der idealisierten Stiitze bildet eine Niherung des oberen Grenzwertes fiir
die Knicklast einer gedriickten Stiitze mit nichtlinearem Materialverhalten.

* Mit dem Berechnungsmodell nach Engesser-Kdrmdn kann die maximale Biegesteifigkeit
einer idealisierten Stiitze ohne geometrische und strukturelle Imperfektionen mit Beriick-
sichtigung der elastischen Entlastung und der einwirkenden Normalkraft angenihert wer-

den.



3 Tragverhalten gedruckter Stutzen mit Biegung

In diesem Kapitel soll der physikalische Hintergrund zum Knickvorgang von durch Normalkraft
und Biegung belasteten Stiitzen mit geometrischen und strukturellen Imperfektionen insbesondere
bei nichtlinearem Materialverhalten niher erliutert werden. Ein besonderes Augenmerk gilt der
Verinderung der Biegesteifigkeit in der Stiitze wihrend der Belastung, sowie dem Biegewiderstand
des Stiitzenquerschnitts in Funktion von dessen Verformung. Lokale Instabilititen, welche den
Tragwiderstand und das Knickverhalten der Stiitze beeinflussen, sowie das Kippen der Stiitze sind
in diesem Kapitel nicht behandelt.

Mit einem Riickblick tiber die geschichtliche Entwicklung der Forschung zum Tragverhalten
gedriickter Stiitzen der letzten 250 Jahre werden verschiedene Auffassungen des Knickproblems
und die daraus entstandenen Berechnungsmethoden vorgestellt. Der Schwerpunke liegt beim phy-
sikalischen Verstindnis des Tragverhaltens gedriickter Stiitzen mit nichtlinearem Material, welches
zu Berechnungsmodellen fiihre, die fir die heutige Problemstellung von Stahlstiitzen im Brandfall
oder fiir Stiitzen aus Aluminium oder hochlegiertem Stahl bei Raumtemperatur tibernommen
werden konnten. Das mechanische Verhalten der gedriickten Stiitze wird in der Folge in einem
ersten Schritt an einer Stiitze mit linear elastischem Material erldutert, bevor drei Berechnungsmo-
delle vorgestellt werden, welche das Tragverhalten von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhal-
ten beschreiben. Diese sind nicht fiir eine Bemessung baupraktischer Probleme gedacht, sondern
helfen dem besseren Verstindnis des Tragverhaltens von Stiitzen. Die ersten beiden Berechnungs-
modelle geben einen vertieften Einblick in das Zusammenspiel zwischen Einwirkung, Verformung
und Widerstand einer gedriickten Stiitze, wihrend das dritte Modell die Energiezustinde des
Gesamtsystems aufzeigt. Mit diesen Berechnungsmodellen kénnen unterschiedliche Einfliisse wie
geometrische und strukturelle Imperfektionen, Materialeigenschaften, geometrische Form der Bie-
gelinie und Belastungsart analysiert werden. Eine Ubersicht der Berechnungsmodelle und deren
Eigenschaften ist in Tabelle 3-1 enthalten.

3.1 Geschichtlicher Ruckblick

Schon frith bemerkte man die Grenzen der Anwendbarkeit der Euler'schen Knicklast zur Bemes-
sung von druckbelasteten Stiben. Deshalb wurde diese um die Wende des 19°" ins 20% Jahrhun-
dert kaum benutzt und hauptsichlich durch empirische Formeln, die sich besser an Versuchswerte
anpassen liessen, ersetzt (Abb. 3-1). Unter der Vielzahl empirischer Formeln ist sicher diejenige
von Hodgkinson zu erwihnen die als eine der ersten angewendet wurde, wihrend die meist
gebrauchte Formel vor der Jahrhundertwende diejenige nach Rankine [54] war (auch nach Gor-
don, Navier oder Schwarz benannt). Rankine betrachtete den Knickvorgang als Spannungsproblem,
wobei die maximale Kantenpressung des Stiitzenquerschnitts nach Theorie 2** Ordnung zu
berechnen und durch die Materialfestigkeit zu begrenzen ist. Diese in ihrer Natur eher empirische
Formel wurde 1887 durch die Versuche von Bauschinger [4] widerlegt. Es folgten dhnliche
Berechnungsansitze unter denen diejenigen von Ayrton und Perry [2], Johnson [31], Ostenfeld
[51] zu erwihnen sind, sowie die fiir lange Zeit in den Normen weitverbreitete Tetmajer‘sche
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3 Tragverhalten gedrickter Stitzen mit Biegung

Tabelle 3-1: Zusammenstellung und Uberblick der in der vorliegende Arbeit verwendeten Berechnungs-
modelle zur Beschreibung des Tragverhaltens von gedrlckten Statzen

Gleichgewichtsmodell

erweitertes Ggw-Modell
(Kapitel 3.3.2)

* Das Gleichgewicht wird tiberall entlang der Stiitzenachse erfiillt
* Die M-x-Beziehung wird numerisch berechnet

* Das Modell berechnet die Verformungsfigur der Stiitze in Funk-
tion der vorhandenen Belastung

* Grosser Berechnungsaufwand mit vielen Iterationsschritten not-

wendig

* Innerhalb der Modellannahmen wird die vollstindige Losung

numerisch angenihert

reduziertes Ggw-Modell
(Kapitel 3.3.1)

* Das Gleichgewicht wird an einem einzigen Kontrollpunkt erfiille
* Die M-x-Bezichung wird numerisch berechnet
* Die Verformungsfigur der Stiitze wird angenommen

* Mittleren Berechnungsaufwand mit iterativem Vorgehen

vereinfachtes Ggw-Modell
(Kapitel 4.2.2)

* Das Gleichgewicht wird an einem einzigen Kontrollpunke erfiille

* Die M-x-Beziehung wird mit einem analytischen Modell ange-
nihert

* Die Verformungsfigur der Stiitze wird angenommen
* Kleiner Berechnungsaufwand ohne iteratives Vorgehen

* Eignet sich fiir die Bemessung von zentrisch und exzentrisch

gedriickten Stiitzen und fiir Stiitzen mit zusitzlicher Biegebelas-

tungen 1%

Ordnung

Energiemethode

(Kapitel 3.3.3)

* Berechnet die am Gesamtsystem geleistete Arbeit infolge der
Belastung und der Stiitzenverformung

* Erlaubt die Berechnung derjenigen Verformungsfigur, welche die
potentielle Energie des Systems minimiert
* Grosser Berechnungsaufwand mit vielen Iterationsschritten not-

wendig

* Innerhalb der Modellannahmen wird die vollstindige Losung

numerisch angenihert

Vereinfachtes Spannungsmodell

(Kapitel 4.2.1)
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* Berechnet die Spannungsverteilung im Stiitzenquerschnitt nach

Theorie 2** Ordnung mit einem elastischen Modell

* Die Grenzspannung, welche das Knickkriterium des Systems
definiert, wird als Funktion der Stiitzenschlankheit bestimmt

* Dieses vereinfachte Modell eignet sich fiir die Bemessung zen-
trisch gedriickten Stiitzen



3.1 Geschichtlicher Rickblick

Gerade [72]. Ausser der Tetmajer'schen Gerade, die rein auf Versuchsergebnissen basiert, gehen
die vorgeschlagenen Berechnungsformeln stets von einer geometrischen Imperfektion aus und
berechnen die grosste Randspannung des Stiitzenquerschnittes infolge der Normalkraft und der
Stiitzenauslenkung. Schon Ostenfeld selbst bemerkte, dass deren Losungen und insbesondere die
damit verbundene Last-Verformungs-Bezichung nur solange Giiltigkeit hat, wie die maximalen
Randspannungen im Querschnitt die Proportionalititsgrenze nicht iiberschreiten.

Kédrmdn war im Jahre 1910 der erste, der das Knicken als ein Gleichgewichrsproblem behandelte
und somit die dazu exakte analytische Losung erarbeitete [34]. Fiir ihn ist allein das Gleichgewicht
zwischen dem Angriffsmoment der Druckkraft und dem resultierenden Biegemoment der auftre-
tenden Normalspannungen fur die Tragfihigkeit der Stiitze entscheidend. Mit zwei Gleichge-
wichtsbedingungen, die eine fiir die Normalkraft, die andere fiir das Biegemoment, und eine Ver-
triglichkeitsbedingung konnte Kdrmdn die Mechanik des Knickproblems vollstindig erfassen.
Diese drei Gleichungen bilden die Basis des von ihm entwickelten Integrationsverfahrens, welches
nebst der Knicklast den gesamten Last-Verformungs-Pfad der gedriickten Stiitze beschreibt. Die
Auftassung des Knickvorganges als Gleichgewichtsproblem fiihrte zu einem umfassenden Verstind-
nis des Knickproblems und erlaubte eine auf rationeller Basis gefiithrte Diskussion verschiedenster
Einfliisse. So war es auch Kdrman, der zeigen konnte, dass bei nichtlinearem Materialverhalten die
maximal zu erreichende Knicklast - im Gegensatz zur elastischen Losung - stark von der anfingli-
chen Stabauslenkung beeinflusst wird. In seiner Arbeit weist Kirmdn auf die Schwierigkeit hin, die
von ihm genannten unberechenbaren Einfliisse wie geometrische und strukturelle Imperfektionen
quantifizieren zu konnen. Dies und das aufwindige Integrationsverfahren bewogen ihn dazu, fiir
das Bemessen von Knickstiben die einfachere Losung der Verzweigungslast nach Engesser-Kdrman
(Kapitel 2.3) zu verwenden und die Einfliisse der Imperfektionen mit einem Sicherheitsfaktor
abzudecken. Zudem konnte Kdrmdn zeigen, dass die empirisch gefundene Tetmajer‘sche Gerade
[72] verglichen mit der genauen Losung des Gleichgewichtsproblems stets zu kleineren Knicklasten
fihrt und somit fiir eine Bemessung auf der sicheren Seite zu liegen kommt.

In den nachfolgenden Jahren befassten sich einige Wissenschaftler und Ingenieure mit dem
Gleichgewichtsproblem des Knickstabes. Darunter seien insbesondere Ros [58], Chwalla [7]-[10]
und Jezek [28]-[30] erwihnt, denen die Einfithrung der Begrifte Spannungsproblem und Gleichge-
wichtsproblem zu verdanken ist. Wihrend Kdrmdn sich bei seinen Untersuchungen auf kleine
Exzentrizititen beschrinkte, erweiterte Chwalla dessen Methode auf Stiitzen mit beliebig verin-
derlichen Querschnitten, beliebig grossen Exzentrizititen sowie unterschiedlichen Lagerungsbe-
dingungen. In seiner experimentelle Untersuchung [7] gelingt es Chwalla zudem, den bei Knick-
versuchen abfallende Ast der Last-Verformungs-Beziehung zu messen und er findet eine gute
Ubereinstimmung mit dem analytischen Berechnungsmodell des Gleichgewichtsproblems.

Bis anhin wurde die geometrische Form der Biegelinie von gedriickten Stiitzen durch aufwin-
dige Integrationsverfahren genau berechnet. Es waren Ros [58], Westergaard-Osgood [80], Jezek
[30] und weitere, die um 1934 anstatt die Biegelinie genau zu berechnen, deren geometrische
Form durch eine Sinusfunktion ersetzten. Somit beschrinkten sich die zwei Gleichgewichtsbedin-
gungen und die Vertriglichkeitsbedingung auf einen einzigen Kontrollpunkt in Stiitzenmitte, was
den Berechnungsaufwand erheblich reduzierte. Jezek vereinfachte das Gleichgewichtsproblem wei-
ter, indem er ein linear elastisches - ideal plastisches Stoffgesetz annahm und Niherungslosungen
fur unterschiedliche Querschnittsformen sowie unterschiedliche Belastungskonfigurationen entwi-
ckelte. Den Spezialfall eines exzentrisch gedriickten Stabes mit rechteckigem Vollquerschnitt
konnte er analytisch geschlossen 16sen (Anhang D).

Obwohl die Auffassung des Knickvorganges als Gleichgewichtsproblem mehrmals durch Versu-
che bestitigt [24] und als einzig rationelle Losung angesehen wurde, konnte sie sich in der Baupra-
xis hauptsichlich wegen dem grossen Rechenaufwand nicht durchsetzten. Wie schon Kdrmdn fand
auch Chwalla, dass fiir planmissig zentrisch belastete Stiitzen eine Knicklast mit der Verzweigungs-
last nach Engesser-Kdrmdn zu berechnen sei. Die Fehler der idealisierten Voraussetzungen des
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Abb. 3-1: Uberblick zur historischen Entwicklung der experimentellen und analytischen Forschung zur
Knicklast.

Berechnungsmodells seien mit der Knicksicherheitszahl zu decken. Nur bei planmissig exzentrisch
belasteten Stiitzen miisse die Ausmittigkeit der Last beriicksichtig werden, da diese das Tragvermo-
gen stark reduzieren [7]. Insbesondere fiir diese exzentrisch belasteten Stiitzen entwickelte Chwalla
ein vereinfachtes Verfahren mit sogenannten [-Faktoren, welche aus von ihm erstellten Tafelwer-
ken zu entnehmen waren [9].

In den folgenden Jahren konzentrierten sich die Forschungsarbeiten mehr auf den Knickvor-
gang aufgefasst als Spannungsproblem, da dieser im Vergleich zur ganzheitlichen Losung des Gleich-
gewichtsproblems wesentlich einfacher anzuwenden war. Anderseits wurde durch die Verbesserung
der Produktion von Baustahl, der ein annihernd linear elastischen - ideal plastischen Materialver-
halten aufzeigte, die Auffassung des Knickvorganges als Spannungsproblem zusitzlich begiinstigt.
Im Rahmen eines umfangreichen Forschungsprogramms in den Jahren 1955 bis 1970 wurden eine
Grosszahl von Knickversuchen und zusitzliche numerische Traglastberechnungen mit geometri-
schen und strukturellen Imperfektionen durchgefithrt [5]. Aus diesem Forschungsprogramm ent-
standen die noch heute verwendeten europiischen Knickspannungslinien nach Maquoi und Ron-
dal [46] fur planmissig zentrisch belastete Stiitzen.

Wie in Abbildung 3-1 ersichtlich, verschwand in den folgenden Jahren die vollstindige Losun-
gen des Gleichgewichtsproblems zur Berechnung der Knicklasten aus der Stahlbauforschung. Dies
obwohl das Vorhandensein von Eigenspannungen in den Walzprofilen und deren Einfluss auf die
Stabilititsprobleme mehr und mehr in den Vordergrund riickte und immer hiufiger hochlegierte
Stihle und Aluminium, die ein ausgeprigtes nichtlineares Materialverhalten aufweisen, im Bau
verwendet wurden. Die Losungen, welche das Knickproblem als Gleichgewichtsproblem auffassen,
wurden jedoch fiir die Berechnung von Stiitzen aus anderen Werkstoffen wie zum Beispiel Stahlbe-
ton verwendet und sind noch heute in den entsprechenden Normen in einer abgeschwichten
Form enthalten.

Ahnlich wie die Forschung an Aluminiumstiitzen oder an hochlegierten Stahlstiitzen, konzen-
trierten sich die Forschungsarbeiten fiir Stahlstiitzen im Brandfall auf die Losung des Spannungs-



3.2 Linear elastisches Materialverhalten

problems, obwohl auch in diesem Falle ein ausgeprigtes nichtlineares Materialverhalten zu beob-
achten war. Zu den wichtigsten Arbeiten gehéren diejenigen von Franssen [21][22][67] und
diejenige von Toh [75], welche sowohl fiir das zentrische Knicken wie auch fiir das Biegeknicken
empirische Losungen vorschlagen. Diese empirischen Losungen basieren meistens auf den Berech-
nungsmodellen von Ayrton und Perry [2] bezichungsweise Rankine [54].

3.2 Linear elastisches Materialverhalten

Um sich der Mechanik gedriickter Stibe mit nichtlinearem Materialverhalten anzunihern, wird in
diesem Kapitel vorerst der streng linear elastische Fall behandelt. Hier konnen die analytischen
Beziehungen zwischen Belastung und Verformung der Stiitze mathematisch beschrieben werden
und fiir alle Randbedingungen geschlossen gelost werden. Obwohl bei Stiitzen mit nichtlinearem
Materialverhalten das mechanische Problem nicht mehr analytisch geldst werden kann, bleibt das
Grundgeriist der Bezichungen zwischen den einwirkenden Belastungen, der Stiitzenverformung
und den dadurch erzeugten inneren Widerstandskriften identisch. Die Losung wird bei nichtline-
arem Materialverhalten jedoch iterativ gesucht.

Das Zusammenspiel der inneren und dusseren Krifte ist bei einer Stiitze mit unbeschrinke
linear elastischem Materialverhalten einfach zu beschreiben. In der Folge werden sich die Erliute-
rungen auf eine Stiitze mit konstanter Normalkraft und konstantem Querschnitt sowie homoge-
nem, isotropem Materialverhalten entlang der Stiitzenlinge beschrinken. Folgende Differential-
gleichung beschreibt fiir diese Bedingungen das Zusammenspiel der inneren und dusseren Krifte
fiir eine Stiitze mit geometrischer Imperfektion €, Verformung W, einem einwirkenden Biegemo-
ment 1' Ordnung Mg | sowie einer Normalkraft Ng.

2
Elg—vzv+ Ng(e+w)+Mg | =0 (3.1)
X

Der erste Term der Differentialgleichung beschreibt den inneren Biegewiderstand in Funktion der
Stiitzenverformung, wobei die Beziechung zwischen der Stiitzenverformung W und der Stiitzen-
kriimmung linearisiert ist (Gl. 2.1a). Dem inneren Biegewiderstand wird eine dussere Einwirkung
gleichgesetzt, welche sich aus den zwei weiteren Termen in der Differentialgleichung ergibt. Nebst
der Gleichgewichtsbedingung erfiille die Differentialgleichung auch die Vertriglichkeitsbedin-
gung, da sowohl der Stiitzenwiderstand wie auch die einwirkende Belastung von der gleichen Ver-
formung abhingig sind. Da nebst den Gleichgewichts- und Vertriglichkeitsbedingungen zusitz-
lich auch das Stoffgesetz des linear elastischen Materialverhaltens erfillt ist, beschreibt die
Differentialgleichung 3.1 das mechanische Verhalten der Stiitze innerhalb der Modellannahmen.
Bei einer zentrisch belasteten Stiitze mit einer geometrischen Imperfektion € sowie einem Biege-
moment Mg, , die affin zu einer Sinusfunktion sind, ldsst sich die Differentialgleichung 3.1
mathematisch losen, wodurch auch die Verformung W affin zur Sinusfunktion sein wird.

W = W, Sln(nrx) W, Auslenkung in Stiitzenmitte (3.1a)
. (TTX . . . .

e=e,- Sln(r) €y: Imperfektionen in Stiitzenmitte (3.1b)
_ . (X . . . .

IVIE7| =M, Sm(r) My: Biegemoment in Stiitzenmitte (3.1¢)
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Die Definition der Koordinaten sowie das statische System ist in der Abbildung 3-2 ersichtlich.
Die Losung der Differentialgleichung kann in Form einer Last-Verformungs-Bezichung angegeben
werden, wobei die Verformung 2*" Ordnung Wy, die gesamte Auslenkung in Stiitzenmitte inklu-
sive der geometrischen Imperfektionen bezeichnet.

M, N
Ne %0 M, . 1
Wo g = Wyt e = N = k-(N—+e0) mit K = N (3.2)
1 _—E cr 1-—E
\ Ner

Daraus ergibt sich der Vergrosserungsfaktor 2" Ordnung K, welcher bei der Berechnung der Trag-
lasten von Stiitzen und anderer Stabilitdtsproblemen oft verwendet wird. Wirkt keine Normalkraft
auf die Stiitze, sondern nur ein Biegemoment, dessen Verteilung affin zu einer Sinusfunktion ist,
so ergibt sich aus der Losung der Differentialgleichung folgende Durchbiegung in Stiitzenmitte.

Mg

Wm,ll = — (33)
Cr

Z

Diese Losung ist exake, falls die Verteilung der quer zur Stiitzenachse wirkenden Linienlast auf den
Biegebalken einer Sinusfunktion folgt. Ist die Linienlast konstant iiber die Stablinge, so ergibt sich
eine parabolische Verteilung des Biegemoments. In diesem Fall unterschitzt die Gleichung 3.3 die
Verformungen um 2.8%. Dischinger [57] erarbeitete Niherungsldsungen fiir die Differentialglei-
chung 3.1 bei unterschiedlichen Verteilungen der einwirkenden Biegemomente, indem er den Ver-
grosserungsfaktor 2°* Ordnung durch die Einfithrung eines Korrekturbeiwertes 8 modifizierte

(Tab. 3-2).

1+8NE
_ NCI’
K = ——< (3.4)
,_Ne
N

cr

In Abbildung 3-2 links ist die elastische Last-Verformungs-Beziehung einer zentrischen gedriick-
ten Stiitze mit ideal elastischem Materialverhalten und einer anfinglichen Imperfektion €, durch
die punktierte Linie dargestellt. Nebst der Verformung kann fiir jeden Belastungszustand der Stiit-
ze die Spannungsverteilung im Stiitzenquerschnitt mit folgendem Ausdruck berechnet werden.

Ne e(X)Ng
— + . .
ATk 2

0,(X) = Z: Koordinate senkrecht zur Knickachse ~ (3.5)
Die exakte Losung des Stabilitdtsproblems einer zentrisch gedriickten Stiitze mit linear elastischem
Materialverhalten erlaubt die Berechnung simtlicher Spannungs- und Dehnungszustinde in
jedem Querschnittspunkt, solange eine allfillige Beschrinkung des elastischen Bereichs durch das
Stoffgesetz nicht tiberschritten wird.

Tabelle 3-2: Korrekturbeiwerte 8 nach Dischinger [57]

Momentenfliche )
] Konstant +0.27
— Dreieck -0.19
~_ Parabel +0.03
— Sinus 0




3.2 Linear elastisches Materialverhalten

Last-Verformungs-Beziehung Steifigkeit-Verformungs-Beziehung
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Abb. 3-2: Last-Verformungs-Beziehung (links) und Steifigkeitsabfall (rechts) beim Knicken eines Stabes
mit linear elastischem - ideal plastischem Materialverhalten.

Linear elastisches, ideal plastisches Materialverhalten

Aus Gleichung 3.5 ist ersichtlich, dass die Randspannungen im Querschnitt einer zentrisch belas-
teten Stiitze iiberproportional zur Normalkraft N ansteigen. Je schlanker die Stiitze, desto schnel-
ler steigen die Spannungen in Funktion der Normalkraft an. Ist das Materialverhalten nicht unein-
geschrinkt elastisch, so wird sich das Verhalten der Stiitze beim Erreichen der
Proportionalititsgrenze verindern. In Abbildung 3-2 ist das Zusammenwirken zwischen den Ver-
formungen und den Spannungen fiir eine Stiitze mit linear elastischem, ideal plastischem Material
illustriert. Bei kleiner Normalkraft Ng verhilt sich die Stiitze vollkommen elastisch. Die Verfor-
mungen konnen in Funktion der Normalkraft mit der Gleichung 3.2 beschrieben werden, denn
die Steifigkeit El der Stiitze bleibt fiir diese Belastungen unveridndert. Bei zunehmender Normal-
kraft erreichen die Randspannungen G, in Stiitzenmitte die Proportionalititsgrenze, welche bei
linear elastischem, ideal plastischem Materialverhalten der Fliessspannung f, entspricht (Punkt A
in Abb. 3-2). Eine weitere Zunahme der Normalkraft fithrt zur Plastifizierung der Randbereiche
des Stiitzenquerschnittes (Punkt B), was besonders bei linear elastischem, ideal plastischem Materi-
alverhalten eine abrupte Minderung der Stiitzensteifigkeit El bedeutet. Dieser Steifigkeitsverlust
fithrt zu grosseren Verformungen und somit zu grésseren Spannungen G, im Stiitzenquerschnitt,
was wiederum einen weiteren Steifigkeitsverlust zur Folge hat.

Die exakte Losung des Stabilitdtsproblems gemiss Gleichung 3.2 beschrinke sich auf die Last-
Verformungs-Beziehung unterhalb des Punktes A, da bis zu diesem Zeitpunkt die Steifigkeit der
Stiitze konstant bleibt (Abb. 3-2 rechts). Der Bereich oberhalb dieser Grenze kann mit der
Gleichung 3.2 nicht mehr erfasst werden. Berechnungsansitze, welche das Stabilitdtsverhalten als
ein Spannungsproblem auffassen, haben dementsprechend nur unterhalb der Proportionalititsgren-
ze (gestrichelte Linie) vollstindige Giiltigkeit. Wird diese jedoch {iberschritten, so konnen diese
Berechnungsansitze das Tragverhalten der Stiitze nur niherungsweise beschreiben. Berechnungs-
modelle, welche das Stabilititsverhalten der Stiitze als Gleichgewichtsproblem auffassen, kénnen den
gesamten Last-Verformungs-Pfad innerhalb der Modellannahmen exakt beschreiben. Zwei solche
Berechnungsmodelle werden in den folgenden Kapiteln vorgestellt. Beide Auffassungen zur
Behandlung des Stabilititsproblems sind im elastischen Bereich der Last-Verformungs-Beziechung
deckungsgleich und kénnen auf die elastische Differentialgleichung 3.1 zuriickgefithrt werden.

Die Normalkraft Ng o, welche dazu fithre, dass die dusserste Randfaser im Stiitzenquerschnitt
die Proportionalititsspannung fy, erreicht, kann durch Umformen der Gleichung 3.5 berechnet
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N / Ny HEA200 S235 (20°C) z-z Ni.r/ Ny HEA200 S235 (20°C) z-z
1 T 1T L L L L L 1 T T T T T T T T T T T T T T T T
B I I I I M i i I I I I ]
L Ag.20cc L N Elastisch (GI. 3.7¢c) g
- 2 05 B - N —— ohne Eigenspannungen -
0.8 — °© 10 — 08 — N - - - mit Eigenspannungen  —
- // - \\ -
B ’/ i Smax = fy/ ]
-l - \\ -
06 — 06 _|
: : /Gmax =051 :
0.4 04 — —
02 Elastisch (Gl. 3.2) i 02 = §3),§r”ugck ]
| —— ohne Eigenspannungen | | 05F ]
i - - - mit Eigenspannungen i | ] - y i
O U 1i1 /1 | 11 1 1 | 11 1 1 | 11 1 1 | 11 1 1 | 11 1 1 O 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 0 0.5 1 15 2 25
Wy [mm] Ak, 20°c

Abb. 3-3: Tragverhalten von zentrisch gedrlckten StUtzen mit linear elastischem - ideal plastischem
Materialverhalten mit und ohne Eigenspannungen.

werden, was fiir eine zentrisch belastete Stiitze zu folgender fiir Nea quadratischen Gleichung

fiihre.

NE,A+ €& Nea

1
<
AT Ne o VG T, <1.0 (3.6)

Diese lasst sich mit dem von Ayrton und Perry [2] vorgeschlagenen Ansatz wie folgt 16sen:

A =2
D = 0.5[1 tey gt xK] (3.72)
T = 1 (3.7b)
K - .
D+ D>~k

In Abbildung 3-3 links ist das Tragverhalten unterschiedlich schlanker Stahlstiitzen mit linear
elastischem - ideal plastischem Materialverhalten mit dem numerischen Verfahren nach
Kapitel 3.3.1 berechnet, wobei geometrische Imperfektion von €, = L/1°000 angenommen wur-
den. Es ist ersichtlich, dass sobald die Randspannung in den Stiitzen die Proportionalititsgrenze
erreicht, das Tragverhalten entscheidend von der elastischen Losung nach Gleichung 3.2 abweicht.
Die besonders hohe Steifigkeit El im elastischen Bereich und das ideal plastische Verhalten, fithren
zu einem hohen Steifigkeitsverlust sobald die Normalkraft die Last Ng 4 tiberschreitet. Ausser bei
sehr gedrungenen Stiitzen erschwert dieser hohe Steifigkeitsverlust eine zur Last Ng o nennenswer-
te Lastzunahme, wie dies auch aus der Knickspannungskurven Abbildung 3-3 rechts ersichtlich ist.

Sind im Stiitzenquerschnitt Eigenspannungen vorhanden, so haben diese einen wesentlichen
Einfluss auf das Tragverhalten der Stiitze. Die exakte Losung nach Gleichung 3.2 gilt weiterhin,
solange alle Querschnittsfasern der Stiitze im elastischen Bereich des Materials bleiben. Die Eigen-
spannungen fiihren dazu, dass die Randfasern diesen Bereich viel frither verlassen, was eine Ver-
schiebung der Giiltigkeitsgrenze des elastischen Berechnungsmodells zur Folge hat. Werden die
Eigenspannungen gemiss Eurocode angenommen (Abb. 3-3 rechts), so verliert die exakte Losung
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ihre Giiltigkeit, sobald die Randspannungen nach Gleichung 3.5 den Wert 0.5 fy erreichen. Der
Steifigkeitsverlust ist jedoch beim Uberschreiten dieser Grenze nicht mehr so gross, da nur diejeni-
gen Querschnittsbereiche betroffen sind, welche Druckeigenspannungen aufweisen. Die Traglas-
ten werden durch die Eigenspannungen zwar reduziert, liegen jedoch fiir mittlere und gedrungene
Stiitzen weit oberhalb der Giiltigkeitsgrenze nach Gleichung 3.5 mit f; = 0.5 f, . Aus der Last-Ver-
formungs-Beziechung in Abbildung 3-3 links ist ersichtlich, dass die elastische Losung nach
Gleichung 3.2 fiir Randspannungen jenseits der Proportionalititsgrenze nur eine grobe Niherung
ist. Um auch diesen Bereich des Last-Verformungs-Pfades zu beschreiben, muss die Differential-
gleichung 3.1 fiir eine in Funktion der Verformung und der Belastung verinderliche Steifigkeit El
gelost werden. In den folgenden Kapiteln werden numerische Berechnungsmodelle vorgestellt,
welche diese Losung iterativ annihern.

3.3 Nichtlineares Materialverhalten

Bei Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten ist der Steifigkeitsabfall beim Uberschreiten der
elastischen Grenze in Abbildung 3-2 weniger stark als bei linear elastischem - ideal plastischem
Materialverhalten. Dies, weil sich die Steifigkeit in dem sich plastifizierende Querschnittsbereich
(schraffierter Bereich in Abbildung 3-2 rechts) zwar abmindert, jedoch grosser als beim ideal plas-
tischen Materialverhalten bleibt. Ist der Steifigkeitsabfall klein, kénnen besonders gedrungene
Stiitzen, bei denen der Zuwachs der Verformungen nach Theorie 2*" Ordnung eine untergeordne-
te Rolle spielt, weit {iber die elastische Grenze stabil bleiben. Dementsprechend gentigt es bei die-
sen Stiitzen nicht, deren Verhalten bis zur elastischen Grenze zu beschreiben.

Wie im Kapitel 3.2 erwihnt, ist die elastische Grenze nicht nur durch das Materialverhalten an
sich gegeben, sondern auch durch das Vorhandensein von Eigenspannungen beeinflusst, denn die-
se fithren zu einer verfrithten Teilplastifizierung des Querschnittes. In beiden Fillen gilt fur eine
zentrisch belastete Stiitze die genaue Losung nach Gleichung 3.2 nur bis zum erstmaligen Uber-
schreiten der Proportionalititsgrenze der dussersten Querschnittsfasern. Fiir die Beschreibung der
Last-Verformungs-Beziehung bei Belastungen, welche oberhalb der elastischen Grenze liegen, wer-
den in den folgenden Kapiteln zwei numerische Modelle beschrieben. Diese Modelle beruhen auf
einer iterativen Losungssuche, welche sowohl die Stoffgesetze, die Gleichgewichts- wie auch die
Vertriglichkeitsbedingungen erfiillen. Somit wird bei diesen Berechnungsmodellen das Knicken
als Gleichgewichtsproblem aufgefasst und ganzheitlich gelost. Die Modelle werden zuerst in den fol-
genden Kapiteln erldutert und danach im Kapitel 3.4 besprochen.

3.3.1 Reduziertes Gleichgewichtsmodell

Dieses numerische Berechnungsmodell entspricht der Losung des Gleichgewichtsproblems, wel-
ches schon Kdrmdn im Jahre 1910 formulierte und durch ein graphisches Iterationsverfahren loste
[34]. Das Modell basiert auf folgenden drei Bedingungen, welche das Verhalten der Stiitze in
einem Kontrollpunkt vollstindig und innerhalb der Modellannahmen exakt beschreiben:

* Stoffgesetz (Anhang A)

* Gleichgewicht zwischen inneren und dusseren Kriften (Gl. 3.8, Gl. 3.9 und Abb. 3-4)

* Vertriglichkeitsbedingung (Gl. 3.11a bzw. Gl. 3.11b)

Das Berechnungsmodell beriicksichtigt keine lokalen Instabilititen wie das Ausbeulen des Quer-
schnittes und schliesst das Kippen der Stiitze, sowie Einfliisse der Schubverformungen aus. Zudem
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gilt die Bernoulli-Navier-Hypothese, dass ein ebener, zur Stabachse normaler Querschnitt in der
verformten Lage eben und normal zu verformten Stabachse bleibt.

In diesem reduzierten Gleichgewichtsmodell werden die drei oben genannten Bedingungen
nur an einem einzigen Kontrollpunkt in Stiitzenmitte erfiille, wihrend diese beim erweiterten
Gleichgewichtsmodell des Kapitels 3.3.2 tiberall entlang der Biegelinie erfiillt werden. Fir die
Erfillung des Gleichgewichts werden die von aussen einwirkenden Krifte 2" Ordnung (Ng und
Mg ;) mit den inneren Widerstandskriften Ngg und My rg bei einer gegebener Stiitzenverfor-
mung und beliebigem Materialverhalten gleichgesetzt. Die Stahltemperatur q darf im Rahmen die-
ser Arbeit, als Parameter der Nichtlinearitit des Materials verstanden werden. Sowohl die von aus-
sen wirkenden Krifte wie die inneren Widerstandskrifte sind eine Funktion der
Stiitzenverformung, deren Berechnung sowie deren Gegeniiberstellung die Hauptbestandteile die-
ses numerischen Modells bilden. Zur Erliuterung der Berechnungsmethode wird eine beidseitig
gelenkig gelagerte Stiitze mit einer Anfangsauslenkung €(X), einer planmaissigen Exzentrizitit €,
und einer Verformung W(X) gemiss Abbildung 3-4 links betrachtet. Zusitzliche einwirkende Bie-
gemomente aus einer Belastung quer zur Stiitzenachse, sowie das Biegemoment infolge der Nor-
malkraft und der planmissigen Exzentrizitit werden mit dem Biegemoment 1°* Ordnung Mg,
zusammengefasst.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die geometrische Imperfektion e(x) und die Verformung der
Biegelinie w(x) affin zueinander angenommen, wobei fiir die Verformung der Stiitzenbiegelinie
zwei unterschiedliche Funktionen betrachtet werden. Der erste Ansatz fiir die Verformungsfigur
der Biegelinie entspricht einer Sinusfunktion gemiss Gleichung 3.1a, welche fiir zentrisch belaste-
te Stiitzen mit einem einwirkenden Biegemoment 1' Ordnung Mg | affin zu einer Sinusfunktion
zu einem unteren Grenzwert der Traglast fihrt. Ist die Stiitze exzentrisch oder durch ein konstan-
tes Biegemoment Mg | symmetrisch belastet, so kann der untere Grenzwert der Traglast durch
einen zweiten parabolischen Ansatz fiir die geometrische Form der Biegelinie berechnet werden.
Dies ldsst sich mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell des Kapitels 3.3.2 begriinden.

Berechnung der inneren Widerstandskrafte (Rlickhaltende Krafte)

Fiir eine gegebene Verformung in Stiitzenmitte Wiy, |, und einer 4usseren Normalkraft Ng, wird das
innere Widerstandsmoment My g ¢ basierend auf der Hypothese der ebenbleibenden Querschnitte
von Bernoulli-Navier iterativ berechnet. Der Berechnungsvorgang ist in Abbildung 3-4 links dar-
gestellt. In einem ersten Schritt wird die gesamte Dehnung € (d) tiber den Stiitzenquerschnitt als
Summe der drei Dehnungsanteile €y (a), €4y (b) und &, (c) berechnet. Der erste Anteil ist eine
gleichmissige Dehnung infolge der einwirkenden Normalkraft Ng ohne Beriicksichtigung jegli-
cher Stiitzenverformung. Sie kann bei gegebener Normalkraft direke tiber die Spannung, die sich
mit der Teilung der Normalkraft durch die Querschnittsfliche ergibt und dem Stoffgesetz berech-
net werden. Der zweite Anteil (b) ist eine gleichmissig verteilte Dehnung, welche bei nichtlinea-
rem Materialverhalten notwendig ist, um das axiale Gleichgewicht der Normalkrifte an der ver-
formten Stiitze zu gewihrleisten. Dies, weil durch die Nichtlinearitit des Materials der Zuwachs
der zunehmenden Spannungen am inneren Rand der Stiitze kleiner ist als die Verminderung infol-
ge elastischer Entlastung bei den abnehmenden Spannungen am dusseren Rand der Stiitze. Dieser
Unterschied wird durch den Dehnungsanteil €,y kompensiert. Der Anteil (c) entspricht einer
linear verteilten Dehnung, verursacht durch die Kriimmung %. Aus der gesamten Dehnung €, (d)
und der Spannungs-Dehnungs-Beziehung bei gegebener Stahltemperatur 6, lassen sich die Span-
nungen Gy (e) tiber den Stiitzenquerschnitt berechnen. Die Integration der Spannungen Gy tiber
den Stiitzenquerschnitt ergibt die innere axiale Widerstandskraft Ng g, welche mit der von aussen
einwirkender Normalkraft Ng im Gleichgewicht sein muss.
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Abb. 3-4: Links: Berechnungsschema der inneren Widerstandskréfte in Funktion der Normalkraft und
Krimmung. Rechts: Gleichgewicht im Momenten-Krimmungs-Diagramm

Ngo = jctot(gtot: 0)-dA = Ng (3.8)
A

Durch eine iterative Losungssuche wird nun die gleichmissig verteilte Dehnung €,y (b) so
gewihlt, dass Gleichung 3.8 erfiillt wird. Ist das Gleichgewicht fiir die Normalkraft erreicht, lasst

sich mit

My R o(X Np) = J‘Z' Ciot(Eop 0) - dA (3.9)
A

der innere Biegewiderstand in Funktion der Normalkraft und der Kriimmung berechnen. Wird
dieser Vorgang fiir mehrere Krimmungen durchgefiihrt, ergibt dies im Momenten-Kriimmungs-
Diagramm (Abb. 3-4 rechts) eine konvexe Funktion, welche durch den Koordinatenursprung ver-
lauft.

Eigenspannungen, thermische Dehnungen oder Spannungen sowie Kriecheffekte kdnnen bei
der Berechnung des Biegewiderstandes beriicksichtig werden. Diese konnen bei der Uberlagerung
der Dehnungen in den Schritten (a) bis (d) in Abbildung 3-4 links integriert werden. In
Abbildung 3-5 links ist der Einfluss der Eigenspannungen (c) sowie des Materialverhaltens infolge
Temperatur (d) qualitativ dargestellt.

Berechnung der einwirkenden Krdfte 2" Ordnung (Treibende Kréfte)

Das einwirkende Biegemoment 2°* Ordnung Mg | in Stiitzenmitte ergibt sich als Produkt der ein-
wirkenden Normalkraft Ng und der Stiitzenauslenkung W,;, zusammen mit der geometrischen
Imperfektion € sowie dem Biegemoment 1 Ordnung Mg .

ME,II = NE-W +ME,I wobei W = W,t€, (3.10)

m, Il m, 1

l ter

Das Biegemoment 1'" Ordnung Mg | umfasst die planmissige Exzentrizitit und die Biegemomen-

te, welche durch Belastungen quer zur Stiitzenachse verursacht werden. Es besteht eine lineare
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Abb. 3-5: Links: Unterschiedliche Einflisse im Momenten-Krummungs-Diagramm dargestellt. Rechts: Last-
Verformungs-Pfade fUr zentrisch gedrlickte Stitzen mit € = L / 1'000.

Bezichung zwischen dem Biegemoment 2*" Ordnung und der Stiitzenauslenkung, was in einem
Momenten-Verformungs-Diagramm einer Gerade entspricht. Wird die Momenten-Verformungs-
Bezichung der Einwirkung in eine Momenten-Kriimmungs-Beziehung umgeformt, so kann diese
der Momenten-Kriimmungs-Beziehung des Widerstandes gegeniibergestellt werden. Je nach Wahl
der geometrischen Form der Biegelinie ergibt sich eine andere Bezichung zwischen der Kriimmung
% und Verformung W, in Stiitzenmitte.

2
X = a_VZ\I = Wmn—2 . sin(nrx) falls W(X) affin zur Sinusfunktion (3.11a)
X L
3 2
Y= a_vzv = WmL—2 falls W(X) affin zur Parabelfunktion ~ (3.11b)
X

Da die Beziehung zwischen Stiitzenauslenkung und Stiitzenkriimmung bei diesen beiden Ansitzen
zur Verformungsfigur linear ist, wird die Funktion des einwirkenden Biegemomentes 2** Ordnung
auch im Momenten-Kriimmungs-Diagramm als Gerade erscheinen (Abb. 3-5 links). Der Einfluss
der geometrischen Imperfektion, des Biegemoments 1 Ordnung (a) sowie der Stiitzenschlank-
heit (b) ist in Abbildung 3-5 links im Momenten-Kriimmungs-Diagramm schematisch dargestellt.

Gleichgewicht am Kontrollpunkt in Stitzenmitte

Analog zur Differentialgleichung 3.1 gilt es, fiir eine gegebene Normalkraft eine Verformung W der
Stiitze zu finden, welche das Gleichgewicht zwischen dem inneren Biegewiderstand und dem von
aussen einwirkenden Biegemoment erméglicht. In Abbildung 3-4 rechts sind fiir drei unterschied-
liche Normalkrifte der innere Biegewiderstand und das einwirkende Biegemoment in Funktion
der Stiitzenkriimmung dargestellt. Ist die Normalkraft Ng kleiner als der Knickwiderstand Ni R,
schneiden sich die Funktionen der treibenden und riickhaltenden Krifte in den zwei Punkten A
und B. Beide stellen einen moglichen Gleichgewichtszustand dar, doch im aufsteigenden Last-Ver-
formungs-Pfad ist nur der erste Punkt A von Bedeutung, wihrend der Punkt B dem Gleichgewicht
des abfallenden Last-Verformungs-Astes entspricht. Ist die Normalkraft genau gleich dem Knick-
widerstand, so gibt es nur einen gemeinsamen Punkt C der sich tangential beriihrende Funktio-
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nen. Ein weiteres Ansteigen der Last wiirde ein Gleichgewicht der inneren und dusseren Krifte ver-
unmdglichen, was sich durch den fehlenden Schnittpunket der zwei Funktionen in Abbildung 3-4
rechts verdeutlicht. Ein mégliches Iterationsschema zur raschen Berechnung der Knicklast einer
Stiitze ist im Anhang B.1 enthalten.

Im Momenten-Kriimmungs-Diagramm kann nicht nur das Gleichgewicht der inneren und
dusseren Krifte tiberpriift werden, sondern auch die zum Gleichgewichtszustand gehérende Kriim-
mung bezichungsweise Verformung bestimmt werden. Somit kann mit diesem Modell nebst der
Knicklast der vollstindige Last-Verformungs-Pfad berechnet werden. In Abbildung 3-5 rechts sind
fir drei unterschiedlich bezogene Knickschlankheiten die Last-Verformungs-Kurven einer zen-
trisch belasteten Stiitze (HEA200 S235, 400°C) dargestellt. Wird die geometrische Form der Bie-
gelinie durch eine Sinusfunktion genihert, so folgt bei niedriger Belastung die Last-Verformungs-
Beziehung (durchgezogene Linie) der elastischen Losung gemiss Gleichung 3.2. Erst beim Uber-
schreiten der Proportionalititsgrenze f, g der dusseren Querschnittsfasern mindert sich die Steifig-
keit der Stiitze und der Last-Verformungs-Pfad verlisst die elastische Losung.

Die Annahme der geometrischen Form der Stiitzenbiegelinie hat einen entscheidenden Ein-
fluss auf die gesamte Last-Verformungs-Beziehung. So fithrt eine parabolische Verformungsfigur
stets zu tieferen Lasten im Vergleich zu einer sinusférmigen Biegelinie. Dies, weil gemiss den
Gleichungen 3.11a und 3.11b die Kriimmungen infolge der Auslenkung W, in Stiitzenmitte bei
einem Sinusansatz stets grosser sind als bei einem parabolischen Ansatz. Insbesondere bei schlan-
ken Stiitzen zeigt sich durch den grossen Einfluss der Verformungsvergrosserung infolge der Theo-
rie 2" Ordnung der Unterschied schon bei niedrigen Lasten deutlich (Abb. 3-5 rechts).

In Abbildung 3-5 rechts ist zusitzlich der plastische Grenzwert der Querschnittstragfihigkeit
(PP) als strichpunktierte Linie eingezeichnet. Dieses voll plastische Modell besteht aus zwei starren
Stiben mit einem ideal plastischen Gelenk in Stiitzenmitte. Es berticksichtigt eine plastische Inter-
aktion zwischen der Normalkraft und dem Biegemoment, enthilt jedoch keinerlei Betrachtungen
zur Stabilitdt und wird somit erst im abfallenden Ast der Last-Verformungs-Beziechung bei sehr
grossen Verformungen durch das reduzierte Gleichgewichtsmodell erreicht.

3.3.2 Erweitertes Gleichgewichtsmodell

Im Gegensatz zum reduzierten Gleichgewichtsmodell iiberpriift das erweiterte Gleichgewichtsmo-
dell die Gleichgewichts- und Vertriglichkeitsbedingungen nicht nur im Stiitzenmittelpunkt son-
dern in jedem einzelnen Stiitzenquerschnitt. Durch Erfiillung dieser Bedingungen in jedem Stiit-
zenquerschnitt ergibt sich die geometrische Form der Biegelinie, ohne dass diese vorweg
angenommen werden muss. Fiir die Berechnungen ist nur ein Ansatz fiir die geometrischen Imper-
fektionen erforderlich. Dieser wird im Rahmen dieser Arbeit mit der Gleichung 3.1b affin zu einer
Sinusfunktion angenommen.

Das erweiterte Gleichgewichtsmodell umfasst die Berechnungsschritte des reduzierten Gleich-
gewichtsmodells mit Ausnahme der Verkniipfung zwischen der Verformung und der Krimmung
nach Gleichung 3.11a bezichungsweise 3.1b. Die Bezichung zwischen der Verformung der Stiit-
zenbiegelinie und deren Kriimmung wird iterativ nach dem in Abbildung 3-6 links dargestellten
Berechnungsschema ermittelt. Dabei berechnet das erweiterte Gleichgewichtsmodell fiir eine gege-
bene Kriimmung X, in Stiitzenmitte mit einem iterativen Prozess die dazugehorige Verformungs-
figur sowie die damit verbundenen treibenden Krifte Mg || entlang der Stiitzenachse. Das Berech-
nungsmodell wird an einer beidseitig gelenkig gelagerten Stiitze erliutert, welche durch eine
Normalkraft Ng sowie einem Biegemoment 1 Ordnung Mg belastet wird und eine anfinglich
geometrische Imperfektion € aufweist (Abb. 3-6 links).

In einem ersten Schritt wird zu einer gewéhlten Kriimmung ), in Stiitzenmitte die Verteilung
der Krimmung %(X) entlang der Stiitzenachse angenommen. Durch zweifache Integration der
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Abb. 3-6: Links: Berechnungsschema des erweiterten Gleichgewichtsmodells. Rechts: Steifigkeit entlang
der Biegelinie fUr eine zentrisch gedrlckte Stutze beim Erreichen der Knicklast.

Kriimmungen entlang der Stiitzenachse (Gl. 3.12) ldsst sich die Verformungsfigur Wy, (a) der Stiit-
ze berechnen. Die noch unbekannte Normalkraft Ng wird in einem zweiten Schritt fiir die gewihl-
te Kriimmung in Stiitzenmitte berechnet. Dazu wird das innere Widerstandsmoment sowie das
von aussen einwirkende Biegemoment fir die gegebene Kriimmung respektive die nun bekannte
Verformung in Funktion der Normalkraft in Stiitzenmitte berechnet. Das innere Widerstandsmo-
ment ist dabei mit dem Schema der Abbildung 3-4 links zu berechnen, wihrend das von aussen
einwirkende Biegemoment durch die Gleichung 3.10 beschrieben ist. Durch Gleichsetzen der
inneren und dusseren Biegemomente in Stiitzenmitte erfolgt eine erste Schitzung der Normalkraft
Ng. Ist die Normalkraft Ng entlang der Stiitze konstant, kdnnen in einem weiteren Berechnungs-
schritt die treibenden Biegemomente Mg |(X) infolge der Verformung wy; und den geometrischen
Imperfektionen € entlang der Stiitzenachse berechnet werden (b). Gleichzeitig lassen sich die riick-
haltenden Biegemomente My rg(X) entlang der Stiitzenachse mit der angenommenen Kriim-

mungsverteilung % (X) und der axialen Normalkraft Ng berechnen (c). Stehen die Biegemomente

Mg 1 (X) und My rg(X) nicht iiberall entlang der Stiitzenachse im Gleichgewicht, muss die Vertei-
lung der Kriimmung ¥ (X) angepasst werden (c), wobei die Kriimmung in Stiitzenmitte stets der
anfinglich gewihlten Kriimmung ), entspricht. Mit der neuen Annahme zur Kriimmungsvertei-
lung wird mit Gleichung 3.12 eine neue Verformungsfigur W(X) berechnet (a).

W, (X) = e(x)+-“‘x(x)dx2 (3.12)

Durch mehrmaliges Durchlaufen dieser Iterationsschlaufe kann fiir eine gegebene Kriimmung ¥,
in Stiitzenmitte sowohl die dazugehorige Normalkraft wie auch die geometrische Form der Biege-
linie gefunden werden, damit in jedem Stiitzenquerschnitt die Gleichgewichtsbedingungen und
die Vertriglichkeitsbedingung erfiillt sind.

Nebst der Verformungsfigur ldsst sich mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell die Vertei-
lung der Biegesteifigkeit El entlang der Stiitzenachse berechnen. In Abbildung 3-6 rechts ist die
Verteilung der Biegesteifigkeit entlang der Stiitzenachse beim Erreichen der Knicklast fiir zentrisch
gedriickte Stiitzen unterschiedlicher Schlankheit bei Raumtemperatur und 400°C dargestellt. Die
fur die Berechnungen angenommenen geometrischen Imperfektionen betragen €, = L/1°000. Bei
linear elastischem - ideal plastischem Materialverhalten (20°C) ist beim Erreichen der Knicklast
ein grosser Steifigkeitsverlust in Stiitzenmitte zu beobachten. Bei schlanken Stiitzen konzentriert
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Abb. 3-7: Last-Verformungs-Pfad (oben) und geometrische Form der Biegelinie (unten) flr zentrisch
(links) und exzentrisch belasteten Sttzen (rechts).

sich der Steifigkeitsverlust stark im mittleren Bereich der Stiitze, wihrend bei gedrungenen Stiitzen
die Steifigkeitsverluste sich iiber einen grosseren Bereich erstrecken. Bei nichtlinearem Materialver-
halten (400°C) ist der Verlust der Steifigkeit El im Allgemeinen kleiner, erstreckt sich aber tiber
einen grosseren Stiitzenbereich. Bei gedrungenen Stiitzen wird die Biegesteifigkeit El tiber die
gesamte Stiitzenlidnge reduziert.

Mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell kann durch eine schrittweise Erhohung der
Kriimmung in Stiitzenmitte der vollstindige Last-Verformungs-Pfad berechnet werden. In
Abbildung 3-7 oben sind die Last-Verformungs-Pfade einer HEA200 Stiitze mit bei Raumtempe-
ratur bezogener Schlankheit von 1.0 fiir unterschiedliche geometrische Imperfektionen (links) und
Lastexzentrizititen (rechts) dargestellt. Die Last-Verformungs-Pfade sind sowohl mit dem erwei-
terten wie auch mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell berechnet, wobei beim reduzierten
Modell sowohl eine Sinus- wie auch eine Parabelfunktion als Ansatz fiir die geometrische Form der
Biegelinie verwendet wird. Fiir die Stiitzen mit der jeweils kleinsten Lastexzentrizitit ist die geome-
trische Form der Biegelinie fiir vier unterschiedliche Belastungszustinde entlang des Last-Verfor-
mungs-Pfades (A bis D) in Abbildung 3-7 unten dargestellt. Bei der zentrisch gedriickten Stiitze
(Abb. 3-7 links) folgt die Last-Verformungs-Beziehung fiir kleine Belastungen Ng der elastischen
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Losung gemiss Gleichung 3.2. Demzufolge wird sich die Stiitzenverformung beim erweiterten
Gleichgewichtsmodell affin zu einer Sinusfunktion einstellen, wie dies auch fiir den Belastungszu-
stand A ersichtlich ist. Uberschreitet die Randspannung im Querschnitt die Proportionalititsspan-
nung fp,, so verldsst der Last-Verformungs-Pfad die elastische Losung. Die Verformungen konzent-
rieren sich in Stiitzenmitte, wo allmihlich ein plastisches Gelenk entsteht. Durch die
Konzentration der Verdrehungen im meist beanspruchten Stiitzenquerschnitt werden grossere
Kriimmungen erzeugt, die den inneren Biegewiderstand in diesem Bereich der Stiitze erhohen.
Somit liegt der Tragwiderstand des erweiterten Gleichgewichtsmodells fiir zentrisch belastete Stiit-
zen hoher als im reduzierten Gleichgewichtsmodell mit einer Verformungsfigur affin zur Sinus-
funktion. Die geometrische Form der Biegelinie des erweiterten Gleichgewichtsmodells liegt beim
Erreichen der maximalen Traglast zwar sehr nahe einer Sinusfunktion, geht jedoch ein wenig in
eine Dreiecksfigur iiber (Punkt B). Je weiter man dem Last-Verformungs-Pfad im absteigenden Ast
folgt, desto deutlicher weicht die Verformungsfigur von der Sinusfunktion ab (Punkte C und D),
wobei sich die Verformungen respektive Kriimmungen in Stiitzenmitte konzentrieren.

Wird die Stiitze exzentrisch belastet, ergibt sich ein konstantes Biegemoment 1** Ordnung
Mg |, welches das Verhalten der Stiitze stark beeinflusst. Weil dies zu grosseren Verformungen
fuhrt, wird der Vergrosserungsfaktor 2" Ordnung fir die elastische Losung mit dem Korrektur-
beiwert 8 = 0.27 nach Dischinger erginzt (Tab. 3-2). Fiir sehr kleine Lasten, bei denen die Effekte
2'" Ordnung eine untergeordnete Rolle spielen, ergibt sich eine zur Parabel affine Verformungsfi-
gur (Punkt A). Durch zunehmende Belastung verformt sich die Stiitze, was eine Verinderung in
der Verteilung der Biegemomente 2'" Ordnung entlang der Stiitze zur Folge hat. Die geometrische
Form der Biegelinie weicht von der Parabelfunktion ab, da sich die Kriimmungen in den meist
beanspruchten Querschnitten konzentrieren. Je mehr sich die Stiitze verformt, desto mehr konzen-
trieren sich die Verformungen im mittleren Bereich der Stiitze (Punkte B bis D). Dennoch darf
erst bei sehr grossen Verformungen von einem plastischen Gelenk die Rede sein, welches sich sehr
spit und weit im absteigenden Ast des Last-Verformungs-Pfades ausbildet. Die Konzentration der
Verformung respektive der Kriimmungen in Stiitzenmitte fithrt zu héheren Traglasten, die mit
dem reduzierten Gleichgewichtsmodell mit einer parabolischen Verformungsfigur nicht erreicht
werden. Das reduzierte Gleichgewichtsmodell liefert somit stets tiefere Traglasten solang das Sys-
tem symmetrisch belastet ist und die angenommene Verformungsfigur affin zur geometrischen
Form der Biegelinie ist, welche sich aus der Belastung 1" Ordnung ergibt. Dies, weil sich die Ver-
formungen in Stiitzenmitte konzentrieren, was zu einer Erh6hung des inneren Biegewiderstands
fithrt.

Das erweiterte Gleichgewichtsmodell nihert in einem iterativen Verfahren die exakte Losung
der Differentialgleichung 3.1 fur Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten an. Da im Gegen-
satz zum reduzierten Gleichgewichtsmodell diese entlang der gesamten Biegelinie erfiille wird,
konnen Stiitzen mit beliebiger Geometrie sowie Belastungszustinden berechnet werden. Stiitzen
mit entlang der Achse variablen Querschnitten, Materialeigenschaften oder Belastung konnen mit
diesem iterativen Verfahren berechnet werden, wobei auch Asymmetrien méglich sind. Zudem
konnen Eigenspannungen, thermische Dehnungen und Spannungen, sowie Kriecheffekte in das
Modell integriert werden. Nebst der beidseitig gelenkig gelagerten Stiitzen konnen auch statisch
unbestimmte Systeme gelost werden, wobei der Grad der Unbestimmtheit durch eine gleiche
Anzahl statischer oder kinematischer Randbedingungen ersetzt wird. Je mehr das Berechnungsmo-
dell abbilden muss, desto komplexer wird das iterative Verfahren, welches jedoch immer auf dersel-
ben Differentialgleichung basiert. Diese bildet das Grundgeriist fiir jegliche Betrachtungen zum
Tragverhalten gedriickeer Stiitzen.
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3.3.3 Energiemethode fiir zentrisch gedrlckte Stitzen

Die Energiemethode beruht nicht wie das Gleichgewichtsmodell auf dem direkten Gleichsetzen
der inneren und dusseren Krifte, sondern auf der am Gesamtsystem geleisteten Arbeit infolge der
Belastung und der Stiitzenverformung. Es liegt in der Natur der statischen Systeme fiir jeden auf-
gezwungenen Belastungszustand, durch Verformung die von ihnen geleistete Arbeit und somit ihr
Gesamtpotential moglichst zu reduzieren. Da ein Minimum gesucht wird, ist fir ein gegebener
Belastungszustand des Systems nicht der Betrag, sondern nur die Verinderung des Gesamtpotenti-
als infolge der Stiitzenverformung von Interesse. Diese Verinderung setzt sich zusammen aus einer
Verinderung der inneren und der dusseren Arbeit, wobei der innere Arbeitsanteil durch die Verfor-
mung der Stiitze und der dussere Anteil durch die Verschiebung der angreifenden Belastungskrifte
geleistet werden.

Im Gegensatz zum erweiterten Gleichgewichtsmodell nach Kapitel 3.3.2, welches die geomet-
rische Form der Biegelinie iterativ berechnet, kann diese bei der Energiemethode durch eine
mathematische Funktion vorgegeben werden. Bei der Energiemethode wird ein zuldssiges Ver-
schiebungsfeld gewihlt, welches stetig ist und simtliche kinematischen Randbedingungen erfiillt.
Zum gewihlten Verschiebungsfeld wird mit den kinematischen Relationen und dem Stoffgesetz
ein dazu vertrigliches Spannungsfeld berechnet. Es gilt nun dasjenige Verschiebungsfeld zu finden,
welches mit dem dazu vertriglichen Spannungsfeld das Gesamtpotential des Systems minimiert
(Satz des Minimums der potentiellen Energie). Damit kann fir jede Normalkraft N, welche kleiner
als die Knicklast ist, die optimale geometrische Form der Biegelinie berechnet werden. Ist die Nor-
malkraft Ng grosser als die Knicklast der Stiitze, wachsen die Verformungen bei der Suche nach
dem minimalen Gesamtpotential ins Unendliche (Abb. 3-9 links). Das System ist instabil.

In der Folge werden zuerst die im Rahmen dieser Arbeit angenommenen Verschiebungsfelder
fur die beidseitig gelenkig gelagerte Stiitze vorgestellt. Es folgen Erlduterungen zur Berechnung der
inneren und 4usseren Arbeit sowie zur Bestimmung der Knicklast und des Verformungszustandes
der Stiitze.

Verschiebungsfelder

Fiir die Erlduterung dieses Berechnungsmodells wird im Rahmen dieser Arbeit eine geometrische
Form der Biegelinie als eine Kombination von zwei Geraden und einer Sinusfunktion gewihlt,
wobei der Ubergang zwischen den Funktionen stetig ist. Der Anteil der Geraden an der Verfor-
mungsfigur kann beliebig variiert werden und ist mit der Variable N beschrieben. Dieser Ansatz
deckt somit Verformungsfiguren zwischen einer reinen Sinusfunktion (n=0.0) und einem System
mit zwei starren Stiben und einem Gelenk in Stiitzenmitte (N=1.0) ab. Die mathematische For-
mulierung der Verformungsfigur ist im Anhang B.2 beschrieben. In Abbildung 3-8 links sind fiir
unterschiedliche 1 (0.0, 0.4 und 0.8) die dazugehérigen Verformungsfiguren dargestellt. Der
gestrichelte Bereich der Verformungsfiguren entspricht dem Anteil der Geraden, wihrend der
durchgezogene Bereich dem Anteil der Sinusfunktion entspricht. In der gleichen Abbildung ist
zusitzlich die zweite Ableitung der Verformungsfigur dargestellt, welche der linearisierten Kriim-
munggsverteilung entlang der Biegelinie gleichkommt.

Fiir das Berechnungsmodell ist eine Anfangsverformung €(X) zur Abbildung der geometrischen
Imperfektionen notwendig. Diese ist affin zur Verformungsfigur und hat eine Auslenkung €; in
Stiitzenmitte.
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Abb. 3-8: Links: Parametrisierung der Verformungsfigur und der Krimmungen entlang der Stlfzenachse.
Rechts: Berechnung der inneren Arbeit fUr nichtlineares Material.

Innere Arbeit U,

Durch die Verformung der Stiitze wird eine innere Arbeit U; geleistet, welche sich durch die Ver-
inderung der am Stiitzenquerschnitt wirkenden Spannungen und Dehnungen ergibt. Es gilt nun
diese in Funktion der Stiitzenauslenkung fiir eine gegebene Normalkraft Ng zu berechnen. Analog
wie bei der Berechnung der inneren Widerstandskrifte im Kapitel 3.3.1 miissen fiir jeden Stiitzen-
querschnitt die Dehnungen € und Spannungen Gy fiir die gegebene Kriimmung ¢ und Nor-
malkraft Ng berechnet werden (Abb. 3-4 links). Insbesondere gilt es Gleichung 3.8 zu erfiillen,
damit das Gleichgewicht zwischen der einwirkenden Normalkraft Ng und der sich aus den Span-
nungen ergebenden Widerstandskraft Ng g gewihrleistet ist. Die durch die Verformung der Stiitze
geleistete innere Arbeit ergibt sich aus der Integration der Arbeitsanteile der einzelnen Quer-
schnittsfasern iiber das gesamte Stiitzenvolumen.

U; = jjctot de;o dV
v

Fiir ein gegebenes Verschiebungsfeld ist sowohl die Verformungsfigur W wie auch die Kriimmung
% in jedem Stiitzenquerschnitt bekannt (Abb. 3-8 links). Aus dem bekannten Verschiebungsfeld
und der einwirkenden Belastung Ng wird das Spannungsfeld nach dem Berechnungsschema des
Kapitels 3.3.1 fiir jeden Punkt entlang der Biegelinie berechnet. Dabei werden sowohl die Vertrig-

(3.13)

lichkeitsbedingungen wie auch die Stoffgesetze und das Gleichgewicht in axialer Richtung erfiillt.
Fiir eine Querschnittsfaser in einem beliebigen Stiitzenquerschnitt entspricht dies dem Zustand A
in dem Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abbildung 3-8 rechts. Verformt sich die Stiitze von
W, zu W, entstehen zusitzliche Dehnungen, welche wiederum zusitzliche Spannungen verursa-
chen. Je nach Lage der betrachteten Faser im Stiitzenquerschnitt fiihrt die Verformung der Stiitze
zu einer Zu- oder Abnahme der Spannungen und Dehnungen. Nimmt die Dehnung im betrachte-
ten Querschnittspunkt zu, so folgt die Belastung der Spannungs-Dehnungs-Bezichung bis zum
Belastungszustand B. Die von dem infinitesimalen Volumenelement dabei geleistete innere Arbeit
entspricht der Fliche ABCD. Nimmt die Dehnung im betrachteten Querschnittspunkt ab, so
kommt es zu einer elastischen Entlastung bis zum Belastungszustand F. Die dabei geleistete Arbeit
entspricht der Fliche ADEE wobei diese ein negatives Vorzeichen besitzt, da diese Arbeit einer
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Entlastung bezichungsweise einem Freisetzten von gespeicherter Energie gleichkommt. Durch
Summieren aller Anteile der geleisteten Arbeit iiber das Stiitzenvolumen erhilt man die gesamte
Verinderung der inneren Arbeit infolge der zusitzlichen Stiitzenverformung. Mit diesem Berech-
nungsverfahren kann die geleistete innere Arbeit U; in Funktion der Stiitzenverformung berechnet
werden (Abb. 3-9 links). Fiir linear elastisches Material und dem angenommenen Verschiebungs-
feld lasst sich Gleichung 3.13 analytisch 16sen, was zu folgendem Ausdruck fithrt

U = n;\i\f“ El - [L(l —n) + 2gn(321‘) cos(%tﬂ (3.14)

Bei nichtlinearem Materialverhalten wird die Stiitze in kleine Volumeneinheiten zerlegt, deren ein-
zelne Arbeitsanteile summiert werden. Bei gentigend feiner Unterteilung des Stiitzenvolumens
sowohl in Lingsrichtung wie auch in der Querschnittsebene kann die wirkliche Verinderung der
inneren Arbeit niherungsweise berechnet werden.

Aussere Arbeit U,

Die am Gesamtsystem geleistete dussere Arbeit kann als Verschiebung der von aussen angreifenden
Normalkraft Ng oder deren Ablenkkrifte verstanden werden. Diese ist bei einer zentrisch gedriick-
ten Stiitze von der gewihlten Verformungsfigur, von den geometrischen Imperfektionen, von der
Normalkraft sowie von der Stiitzenauslenkung abhingig. Die dussere Arbeit setzt sich aus einem
elastischen und einem inelastischen Anteil wie folgt zusammen.

Ua=Upg+Uqze = U Ng (3.15)

a

Der elastische Anteil U, der dusseren Arbeit beriicksichtigt nur diejenige Verschiebung der
angreifenden Normalkraft, welche sich aus der geometrischen Verformung der Biegelinie ergibt
ohne der zusitzlichen Stauchung der Stiitze infolge der Stiitzenauslenkung Rechnung zu tragen.
Diese wird im inelastischen Anteil U, ¢ beriicksichtigt. Da nur die dussere Arbeit infolge einer Ver-
inderung der Stiitzenverformung W von Bedeutung ist, entfillt der Anteil, welcher sich aus der
Verschiebung der Normalkraft infolge Stauchung an der geraden Stiitze ergibt. Aus der Verinde-
rung der Stiitzengeometrie infolge der Verformung W, ergibt sich folgende dussere Arbeit:

Upe = —f-'z—lE-(zeme+wfn)-[1+2—?-(§—1ﬂ (3.16)

¢, = n(g’—l) +1 und  {, = 1-n7 (3.16a)

die Parameter fiir die Beschreibung der Verformungsfigur darstellen. Im Anhang B.2 ist diese
mathematisch Beziehung fiir die Berechnung des elastischen Anteils der dusseren Arbeit U, g her-
geleitet. Diese ist einerseits linear von der angreifenden Normalkraft abhingig, anderseits ist sie
eine quadratische Funktion der Auslenkung Wy, in Stiitzenmitte, wobei die geometrischen Imper-
fektionen auch in die Berechnung einfliessen. Da die angreifende Normalkraft fiir das betrachtete
Stabilititsproblem der gedriickten Stiitze treibend wirkt, hat die dussere Arbeit U, ¢ stets ein nega-
tives Vorzeichen. Solange die Stiitze vollstindig elastisch bleibt, entspricht die Gleichung 3.16 der
gesamten dusseren Arbeit infolge der Stiitzenverformung. Uberschreiten die Spannungen im Stiit-
zenquerschnitt die Proportionalititsgrenze fp, so ist bei der Herstellung des axialen Gleichgewich-
tes zwischen den Kriften Ng und Ngg eine zusitzliche Stauchung €,y notwendig, wie dies im
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Abb. 3-9: Links: Gesamtpotential in Funkfion der Verformung fUr unterschiedliche Belastungen. Rechts:
Last-Verformungs-Pfade, Vergleich zwischen den numerischen Modellen

Kapitel 3.3.1 erldutert wurde (Abb. 3-4 links). Diese Stauchung bewirkt eine zusitzliche Verschie-
bung der von aussen angreifenden Normalkraft, was wiederum zusitzliche dussere Arbeit bedeutet.
Diese zusitzliche dussere Arbeit U, ergibt sich aus der Integration der Stauchungen €, entlang
der Stiitzenlinge, welche mit der Normalkraft Ng multipliziert werden.

Uge = —J'(sAN' Ng)dx (3.17)

Die gesamte dussere Arbeit U, entspricht der Summe der beiden Beitrige aus Gleichungen 3.16
und 3.17. In Abbildung 3-9 links ist die dussere Arbeit in Funktion der Stiitzenverformung darge-
stellt.

Gleichgewichtszustand, Knicklast

Die Verinderung des Gesamtpotentials Ey infolge der Stiitzenverformung ergibt sich als Summe
der Anteile der inneren und der dusseren Arbeit.

AEpy = Ui +U, (3.18)

In Abbildung 3-9 links sind die Energieanteile U; und U, sowie das Gesamtpotential Epy fiir drei
Laststufen einer Stiitze in Funktion deren Verformung dargestellt, wobei die geometrische Form
der Biegelinie affin zu einer Sinusfunktion (N = 0.0) angenommen wurde. Bei einer axialen Belas-
tung Ng der Stiitze, die 75% der Knicklast Ng g g entspricht, wird das Gesamtpotential fiir eine
Stiitzenauslenkung Wy, o minimal. Gemiss dem Sazz des Minimums der potentiellen Energie wird
die Stiitze fur den Zustand A in Abbildung 3-9 links ihr Gleichgewicht finden. Erreicht die axiale
Belastung die Knicklast der Stiitze, so besitzt das Gesamtpotential Epg kein Minimum mehr, weist
jedoch ein ebenes Plateau auf, wo die Stiitze einen stabilen Gleichgewichtszustand (B) gerade noch
erreichen kann. Die Auslenkung der Stiitze betridgt Wi, g, wobei diese nicht mehr so klar definiert
ist, wie beim Gleichgewichtszustand A. Eine weitere Steigerung der axialen Belastung jenseits der
Knicklast fithrt dazu, dass die Stiitze beim Verformen stindig an Energie gewinnt, da das Gesamt-
potential mit zunehmender Verformung stets abnimmt. Die Verformung der Stiitze geht bei der
Suche nach ihrem minimalen Gesamtpotential gegen das Unendliche. Die Stiitze knickt aus.



3.3 Nichtlineares Materialverhalten

Die erlduterte Energiemethode berechnet fiir ein stabiles System die Auslenkung in Stiitzen-
mitte Wy, welche zum minimalen Gesamtpotential fiir das gewéhlte Verschiebungsfeld fiithren. Die
Giite der Resultate ist somit abhingig von der Wahl der Verformungsfigur, welche bei diesem
Berechnungsverfahren im Voraus definiert werden muss. Wird die Berechnung am gleichen stati-
schen System mit unterschiedlichen Verformungsfiguren durchgefiihrt, so wird nach dem Sazz des
Minimums der potentiellen Energie, diejenige der wirklichen geometrischen Form der Biegelinie am
nichsten kommen, welche das kleinste Minimum der potentiellen Energie aufweist. Somit bildet
die Energiemethode stets einen oberen Grenzwert der Stiitzentraglast.

Die Abbildung 3-9 rechts zeigt die Last-Verformungs-Pfade drei unterschiedlich schlanke
Stiitzen, die mit der Energiemethode berechnet sind und vergleicht diese sowohl mit der elasti-
schen Losung wie auch mit den Ergebnissen des reduzierten Gleichgewichtsmodells. Die erlduterte
Energiemethode erméglicht nur die Berechnung des aufsteigenden Last-Verformungs-Pfades bis
zum Erreichen der maximalen Belastung. In diesem Bereich stimmen die Ergebnissen mit denjeni-
gen des reduzierten Gleichgewichtsmodells gut tiberein.

Losung fur linear elastisches Materialverhalten

Bei linear elastischem Materialverhalten und der angenommenen Verformungsfigur aus zwei Gera-
den und einer Sinusfunktion konnen die Anteile der geleisteten Arbeit U; und U, analytisch
beschrieben werden (Gl. 3.16 und 3.14). Beide fithren zu einer minimalen potentiellen Energie,
falls die Verformungsfigur affin zu einer Sinusfunktion ist. Dies nicht nur innerhalb der in dieser
Arbeit gewihlten Verschiebungsfelder, sondern fiir alle méglichen Verschiebungsfelder, sobald die
geometrischen Imperfektionen auch einer Sinusfunktion folgen. Mit dieser Verformungsfigur
(N=0.0) ergibt sich fiir die Verinderung des Gesamtpotentials in Funktion der Verformung folgen-
der Ausdruck

2
AEpot = 4_L . [Wm(NCr — NE) —260WmNE] (3.19)
Dieser Ausdruck wird minimal fiir folgende Bezichung zwischen der Verformung und der Belas-

tung durch die Normalkraft

€
Ng

1__
NCI’

W, = e +tw, = (3.20)

Diese Beziehung entspricht genau dem Last-Verformungs-Pfad, welcher sich aus der Losung der

Differentialgleichung 3.1 ergibt.
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3.4 Diskussion und Vergleich

In den folgenden Abschnitten werden die Einfliisse verschiedener Parameter auf das Tragverhalten
gedriickter Stiitzen aufgezeigt und quantifiziert. Als Grundlage dienen die numerischen Berech-
nungsmodelle, insbesondere das reduzierte Gleichgewichtsmodell des Kapitels 3.3.1.

3.4.1 Einfluss von Material und Eigenspannungen

Das Materialverhalten hauptsichlich dessen Nichtlinearitit sowie die Eigenspannungen beeinflus-
sen die Beziechung zwischen der vorhandenen Normalkraft, dem Biegewiderstand und der Kriim-
mung. Die Bezichung zwischen diesen drei physikalischen Gréssen ist bei der Berechnung stati-
scher Systeme, in denen ein Stabilititsversagen auftreten kann, von zentraler Bedeutung. In
Abbildung 3-10 wird der Einfluss von vier unterschiedlichen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
(oben links) sowie der Eigenspannungen auf das Momenten-Kriimmungs-Verhalten (oben rechts)
und auf die Traglast einer zentrisch gedriickten Stiitze veranschaulicht (unten). Das Material (a)
entspricht der Stahlsorte S235 bei Raumtemperatur, welche annihernd ein linear elastisches - ideal
plastisches Materialverhalten aufweist. Die Materialien (b) bis (d) weisen eine unterschiedlich star-
ke Nichtlinearitit auf, wobei die Endfestigkeit fy sowie die anfingliche Steifigkeit E bei allen Mate-
rialien gleich ist. Im Momenten-Kriimmungs-Diagramm ist der Einfluss der unterschiedlichen
Stoffgesetze fiir einen HEA200 Querschnitt (schwache Achse) bei einer Normalkraftbelastung von
Ng = 0.67 Ny ersichtlich. Wird die Normalkraft auf die Querschnittsfliche bezogen, so resultiert
eine Spannung, die bei den Materialien (a) und (b) unterhalb der Proportionalititsgrenze liegt.
Dementsprechend weisen die Momenten-Kriimmungs-Beziehungen dieser beiden Materialien die
gleiche anfingliche Biegesteifigkeit El auf. Dennoch kommt es infolge der Nichtlinearitit des
Materials (b) bei zunehmender Kriimmung zu einer fritheren Plastifizierung der dussersten Quer-
schnittsbereiche, was den Biegewiderstand im Vergleich zum Material (a) stark reduziert. Bei den
Stoffgesetzen (c) und (d) liegt die Spannung infolge der Normalkraft an der unverformten Stiitze
im nichtlinearen Bereich der entsprechenden Spannungs-Dehnungs-Beziechungen. Die Biegestei-
figkeit der unverformten Stiitze wird dadurch reduziert und kann mit dem Knickmodul nach
Engesser-Karman Tyl (Kapitel 2.3.1) beschrieben werden. Der Unterschied in den Momenten-
Kriimmungs-Beziehungen zwischen dem Material (c) und (d) ist in diesem Fall verschwindend
klein.

Wie in Abbildung 3-10 unten erkennbar, fithrt die nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hung des Materials (b) im Vergleich zu den Knicklasten der Stiitzen mit Material (a) zu einer star-
ken Reduktion der Traglasten und dies nicht nur bei gedrungenen, sondern auch fiir schlanke
Stiitzen. Bezieht man die Knicklasten der schlanken Stiitzen zu ihrer Querschnittsfliche, so resul-
tieren Spannungen, die weit unterhalb der Proportionalititsgrenze ( fp =0.75 fy) des Materials (b)
liegen. Dennoch werden auch diese Stiitzen von der Reduktion der Proportionalititsgrenze von
fp = fy auf fp =0.75 fy stark beeinflusst. Dies kommt daher, weil Knicken frithestens dann eintritt,
wenn es zu einer Steifigkeitsreduktion infolge Plastifizierung der Randbereiche kommt und somit
die Randspannungen beim Knicken die Proportionalititsgrenze stets tiberschreiten. Eine Redukti-
on der Proportionalititsgrenze (Material (c) und (d)) vermindert die Traglast schlanker Stiitzen,
wihrend die Traglast gedrungener Stiitzen davon wenig beeinflusst wird. Insbesondere Stiitzen, bei
denen die Traglast auf den Stiitzenquerschnitt bezogen héher als die Proportionalititsgrenze liegt,
werden hauptsichlich von der anfinglichen Biegesteifigkeit Tl und weniger von einer Reduktion
der Proportionalititsgrenze beeinflusst.

Die Eigenspannungen beeinflussen die Momenten-Kriimmungs-Beziehung in einer dhnlicher
Weise wie die Nichtlinearitit des Materials. Da nicht sehr grosse Dehnungen notwendig sind, um
die Eigenspannungen durch das Plastifizieren der dusseren Querschnittsbereiche verschwinden zu
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Abb. 3-10: Einfluss der Nichtlinearittt des Materialverhaltens auf die Traglasten zentrisch gedrlckter Stit-
zen. Einfluss der Eigenspannungen auf die Momenten-Krimmungs-Beziehung.

lassen, beeinflussen sie den Biegewiderstand nur bei kleineren Kriimmungen (Abb. 3-10 oben
links). Es sind jedoch gerade diese kleinen Kriimmungen, die bei zentrisch gedriickten Stiitzen zur
maximalen Traglast fithren. Somit haben die Eigenspannungen insbesondere bei Raumtemperatur
einen entscheidenden Einfluss auf den Knickwiderstand (Abb. 3-12).

Bei Raumtemperatur werden die Eigenspannungen in der Regel gemiss Abbildung 3-11 links
angenommen. Durch das Erwirmen der Stiitze verindern sich diese infolge sich wandelnder Mate-
rialeigenschaften, thermischen Dehnungen und Kriechen. All diese Verinderungen sind haupt-
sichlich von der Temperatur und deren Gradienten im Stiitzenquerschnitt abhingig, die je nach
Stiitzenprofil, Isolation oder Brandereignis sehr unterschiedlich sein kénnen. Die damit verbunde-
nen Unsicherheiten, insbesondere beziiglich der Entwicklung der Stahltemperaturen sowie des
Materialverhaltens, fithren dazu, dass die bei erhohten Temperaturen verbleibenden Eigenspan-
nungen sehr ungenau prognostiziert werden konnen. Zudem sind sie bei Raumtemperatur und
besondere im Brandfall sehr schwer zu messen.

Im Allgemeinen werden die Eigenspannungen durch die Verinderungen des Materialverhal-
tens beim Erwirmen reduziert, wihrend sie durch thermische Spannungen und Dehnungen infol-
ge inhomogener Temperaturverteilung im Querschnitt vergrossert werden. Des Weiteren werden
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Abb. 3-11: Annahme der Eigenspannungen bei Raumtemperatur [12] sowie Berechnung der maximo-
len Eigenspannungen bei erhdhten Temperaturen.

sie bei den hohen Temperaturen durch die Relaxation der einzelnen Querschnittsfasern reduziert.
Dieses komplexe Zusammenwirken der unterschiedlichen Effekte ist im Anhang C an einem idea-
lisierten Plattenquerschnitt naher erldutert.

Um den Einfluss méglicher Eigenspannungen auf die Traglast gedriickter Stiitzen bei erhdhten
Temperaturen zu quantifizieren, werden diese als linear tiber den Querschnitt verteilt mit unter-
schiedlich grossen Spannungsspitzen gewihlt. Diese Spannungsspitzen ergeben sich aus der Multi-
plikation der Eigenspannungen Ggjgg mit dem Faktor k. Wihrend der Faktor x die unterschiedli-
chen Effekte wie Kriechen und thermische Dehnungen abdecken soll, ergeben sich die
Eigenspannungen Gggg nur infolge der Verinderung des Materialverhaltens bei zunehmender
Temperatur. Die Berechnung der Eigenspannungen Ggg g bei der erhdhten Temperatur folgt dem
Schema gemiss Abbildung 3-11 rechts. Dabei werden die bei Raumtemperatur angenommenen
Eigenspannungen Ggjg ogc in zugehdrige Dehnungen €gg opoc umgerechnet, um bei der gegebe-
nen Temperatur 6 mit dem dazugehérigen Materialverhalten in den Eigenspannungen Gggg
umgerechnet zu werden. Da Ebenbleiben ebener Querschnitte vorausgesetzt wird, bleiben die
Dehnungen €gg 20ec und deren Verteilung fiir alle Temperaturen gleich.

In Abbildung 3-12 ist der Einfluss der Eigenspannungen auf die Traglast zentrisch gedriickter
Stiitzen bei unterschiedlichen Temperaturen dargestellt. Die betrachteten Stiitzenquerschnitte
respektive deren Belastungsachse vertreten jeweils die europdischen Knickspannungskurven (KSK)
a bis c. Diese widerspiegeln die Annahmen zu den Eigenspannungen bei Raumtemperatur gemiss
Abbildung 3-11 links. So sind die Eigenspannungen bei einem IPE-Querschnitt kleiner als bei
einem HEA-Profil, wihrend bei rechteckigen Hohlquerschnitten eine unterschiedliche Verteilung
der Eigenspannungen gewihlt wird. Diese Unterschiede folgen aus der Massigkeit der Quer-
schnittselemente, die den Abkiihlprozess und dementsprechend die Entstehung der Eigenspan-
nungen stark beeinflusst.

Bei einer zentrisch belasteten Stiitze mit IPE200 Querschnitt, die um die starke Achse belastet
wird, spielen die Eigenspannungen besonders bei den erhohten Temperaturen eine untergeordnete
Rolle. Die Belastung um die starke Achse fiihrt zu einer gleichmissigen Dehnung des gedriickten
Flansches. Erreichen die Spannungsspitzen an den dussersten Flanschextremititen die Proportio-
nalititsgrenze, kommt es zu einer Teilplastifizierung des Querschnittes. Diese beschrinkt sich
jedoch auf die dussersten Bereiche des Flansches, wihrend im mittleren Bereich durch die Zugei-
genspannungen (Abb. 3-11) die Plastifizierung verzégert wird. Ahnliches gilt auch fiir den Uber-
gang des Steges zum Flansch. Die Zugeigenspannungen (+) in diesem Bereich wirken giinstig auf
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Abb. 3-12: Einfluss der Eigenspannungen auf die Traglast zentrisch gedrlckter Stdtzen bei Raumtempe-
ratur, 400°C und 600°C mit einer geometrischen Imperfektion € = L / 1°000.

die Biegesteifigkeit der Stiitze und konnen die Steifigkeitsreduktion infolge der Plastifizierung der
dusseren Flanschbereiche teilweise kompensieren. Dies gilt fiir die I- und H-Querschnitte, welche
um ihre starke Achse belastet werden, sowie fiir Stiitzen aus rechteckigen Hohlprofilen. Bei all die-
sen Querschnitten ist der Einfluss der Eigenspannungen bei erhdhten Temperaturen besonders bei
bezogenen Schlankheiten kleiner als 1.0 sehr gering (Abb. 3-12). Fiir grésseren Schlankheiten ist
bei dem HEA200 Querschnitt der Einfluss der Eigenspannungen bedeutender, weil durch den

breiten Flansch und dem geringen Flanschabstand die versteifende Wirkung der Zugeigenspan-

nungen beim Ubergang des Steges zum Flansch an Einfluss verliert. Zudem sind gemiss der

Abbildung 3-11 links die Maximalwerte der Eigenspannungen im Vergleich zu den I-Querschnit-

ten grosser zu wihlen.

Wird ein I- oder H-Querschnitt um seine schwache Achse belastet, so ist der Einfluss der
Eigenspannungen von grésserer Bedeutung. Verantwortlich dafiir sind hauptsichlich die Druckei-
genspannungen (negatives Vorzeichen) an den dussersten Flanschspitzen (Abb. 3-11 links). Durch
die Krimmung um die schwache Achse erfahren gerade diese Querschnittsbereiche die grossten

Beanspruchungen. Zudem kann der Steifigkeitsverlust durch die Plastifizierung dieser Bereiche
nicht kompensiert werden, weil die Querschnittsbereiche mit Zugeigenspannungen sich allesamt
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Abb. 3-13: Links: Einfluss des Belastungsrichtung auf die Traglast zentrisch gedrlckter Stltzen bei unter-
schiedlichen Temperaturen. Rechts: Last-Verformungs-Pfade bei 400°C im N-M-Diagramm.

in der Nihe der Nulllinie befinden und dementsprechend in geringem Masse Einfluss auf das
Tragverhalten haben. Die Verminderung der Traglast infolge Eigenspannungen fiir eine Belastung
um die schwache Achse ist in diesem Fall fiir alle Stiitzenschlankheiten auch bei erhéhten Tempe-
raturen bedeutend und kann fiir eine HEA200 Stiitze bis zu 30% der Traglast betragen (Abb. 3-12

unten links).

3.4.2 Einfluss der geometrische Imperfektion

In Abbildung 3-13 links sind die mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell berechneten Knick-
spannungskurven des HEA200 Stiitzenquerschnittes fiir beide Achsen und unterschiedlichen
Temperaturen dargestellt. Bei allen Temperaturen liegen die Knicklasten schlanker Stiitzen, welche
um die schwache Achse ausknicken, tiefer als bei jenen, welche um die starke Achse belastet wer-
den. Bei gedrungenen Stiitzen ist das Gegenteil zu beobachten. Die Ursache dieses Phinomens
liegt in der Annahme der geometrischen Imperfektionen, die nicht in Funktion der bezogenen
Schlankheit der Stiitze, sondern in Funktion derer Linge berechnet werden. So ist die Stiitze, wel-
che um die starke Achse belastet wird, fiir eine bestimmte bezogene Schlankheit linger als diejeni-
ge, welche um ihre schwache Achse belastet wird. Dies liegt in den unterschiedlichen Trigheitsmo-
mente der Stiitze fiir die jeweils betrachtete Achse. Dementsprechend wird der lingeren Stiitze, die
um die starke Achse belastet wird, eine grossere geometrische Imperfektion €, zugeordnet, da diese
einzig in Funktion der Stiitzenlinge gewihlt wird.

In Abbildung 3-13 rechts ist fiir eine Temperatur von 400°C das Last-Verformungs-Verhalten
von drei unterschiedlich langen, zentrisch gedriickten Stiitzen in einem Normalkraft-Biegemo-
ment-Diagramm dargestellt. Dabei ergibt sich das Biegemoment in Stiitzenmitte aus dem Produkt
der Normalkraft Ng mit der Auslenkung der Stiitzenmitte Wy, ;. Nebst den numerischen Resulta-
ten des reduzierten Gleichgewichtsmodells ist die plastische und die elastische Normalkraft-Biege-
moment-Interaktion des betrachteten Stiitzenquerschnittes dargestellt.

Wie in Abbildung 3-13 rechts ersichtlich, fithren die grosseren geometrischen Imperfektionen
der Stiitzen, die um ihre starke Achse belastet werden, zu einem weicheren Last-Verformungs-Ver-
halten. Zudem ist bei sehr schlanken Stiitzen das Last-Verformungs-Verhalten stark von Effekten
2% Ordnung beeinflusst, wobei kleine Steigerungen der Normalkraft zu einer starken Zunahme
der Verformungen fithren. Ist mit dieser Steigerung der Normalkraft eine Abnahme der Steifigkeit
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infolge einer Plastifizierung der dusseren Querschnittsfasern verbunden, kommt es unmittelbar
zum Versagen der Stiitze. Dies ist in Abbildung 3-13 rechts fiir eine Stiitze mit einer bei Raumtem-
peratur bezogenen Schlankheit von 1.5 dargestellt. Mit der elastischen N-M-Interaktion (punk-
tierte Linie) wird jene Last-Verformungs-Beziehung erfasst, die zum erstmaligen Plastifizieren der
Randfasern im Querschnitt fithrt. Kurz nach dem Uberschreiten der elastischen N-M-Interaktion
wird bei den schlanken Stiitzen die maximale Traglast erreicht. Obwohl die Stiitze, welche um die
starke Achse belastet wird, ein weicheres Verhalten aufweist, wird sie bei geniigend grosser
Schlankheit erst nach der Stiitze, welche um die schwache Achse belastet wird, den elastischen
Tragwiderstand erschopfen. Dies ist darauf zuriickzufithren, weil der elastische Tragwiderstand fiir
die schwichere Achse deutlich geringer ist. Somit erreichen schlanke Stiitzen, welche um ihre star-
ke Achse belastet werden, die grosseren Traglasten im Vergleich zu denjenigen, welche um die
schwache Achse ausknicken, obwohl bei den ersteren grossere geometrische Imperfektionen ange-
nommen werden (Abb. 3-13 links).

Bei einer gedrungenen Stiitze, welche erst bei hoher axialer Belastung ausknicke, tiberschreiten
die maximalen Spannungen im Stiitzenquerschnitt die Proportionalititsgrenze deutlich. Je hoher
die axiale Belastung, desto kleiner wird der Unterschied der plastischen Tragfihigkeit des Quer-
schnittes (strichpunktierte Linie in Abb. 3-13 rechts). Das weichere Last-Verformungs-Verhalten
der Stiitze, welche um ihre starke Achse belastet wird, fithrt somit zu kleineren Traglasten im Ver-
gleich zu derjenigen, welche um die schwache Achse ausknickt. Dies ist auch an den Knickspan-
nungskurven in Abbildung 3-13 links ersichtlich.

Die Unterschiede in der Traglast fiir Stiitzen mit gleicher bezogener Schlankheit ist eine Folge
der unterschiedlich angenommenen geometrischen Imperfektion. Diese werden in Funktion der
Stiitzenldnge und nicht aufgrund ihrer bezogenen Schlankheit angenommen und beeinflussen
somit den Vergleich der Last-Verformungs-Bezichungen von Stiitzen gleicher bezogener Schlank-
heit.

3.4.3 Verformungsfigur

Die geometrische Form der Biegelinie wird beim erweiterten Gleichgewichtsmodell direkt berech-
net, wihrend sie beim reduzierten Gleichgewichtsmodell und bei der Energiemethode angenom-
men werden muss. Wie in Abbildung 3-7 dargestellt, verindert sich die Verformungsfigur bei stei-
gender Belastung und hat einen direkten Einfluss auf das Last-Verformungs-Verhalten, da sie die
Beziehung zwischen der Stiitzenauslenkung und der Stiitzenkriimmung definiert. Insbesondere
beim reduzierten Gleichgewichtsmodell, bei dem das Gleichgewicht nur an einem einzigen Kon-
trollpunkt tiberpriift wird, ist es wichtig, eine gute Annahme zur geometrischen Form der Biegeli-
nie zu treffen.

Exzentrisch belastete Stiitzen mit kleiner Normalkraft Ng weisen wegen dem {iber die Stiitzen-
linge konstanten Biegemoment 1°* Ordnung Mg | eine annihernd parabolische Verformungsfigur
auf (Abb. 3-7). Erst durch die Verformungen 2" Ordnung und insbesondere durch die Plastifizie-
rung in den meist beanspruchten Querschnitten, kommt es zu einer Konzentration der Verfor-
mungen in Stiitzenmitte. Dies verdndert die Beziehung zwischen der Auslenkung in Stiitzenmitte
W, und der Kriimmung ¥, die wiederum das Tragverhalten der Stiitze beeinflusst. Je mehr sich die
Verformungen und Kriimmungen in Stiitzenmitte konzentrieren, desto mehr wichst dort der
innere Biegewiderstand My g g an, was die Tragfihigkeit der Stiitze erhéht. Somit fithrt die Annah-
me einer parabolischen Verformungsfigur bei exzentrisch belasteten Stiitzen stets zu einer kleineren
Traglast im Vergleich zu den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells solange die Belas-
tung symmetrisch ist.

In Abbildung 3-14 links sind die Traglasten exzentrisch gedriickter Stiitzen in Funktion von
deren Schlankheit dargestellt. Dabei wird die Exzentrizitit durch das Exzentrizitdtsmass M ausge-
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Abb. 3-14: Vergleich der Traglasten symmetrisch belasteter StUtzen in Funktion der bezogenen Schlank-
heit berechnet mit dem reduzierten und dem erweiterten Gleichgewichtsmodell.

driickt, welches die Lastexzentrizitdt €, im Verhiltnis zur Kernweite des entsprechenden Rechteck-
querschnittes mit Kantenlingen h und b setzt. Die geometrische Form der Biegelinie fiir das redu-
zierte Gleichgewichtsmodell wurde trotz vorhandener Lastexzentrizitit affin zur Sinusfunktion
angenommen. Dies setzt im Vergleich zur parabolischen Funktion eine gewisse Konzentration der
Verformungen in Stiitzenmitte voraus. Aus der Abbildung 3-14 links ist ersichtlich, dass die Trag-
lasten des reduzierten Gleichgewichtsmodells mit dieser Annahme die Ergebnisse des erweiterten
Gleichgewichtsmodell sehr genau wiedergeben konnen. Ahnliches gilt auch fiir zentrisch belastete
Stiitzen, die zusitzlich durch eine Einzellast in Stiitzenmitte senkrecht zur Stabachse belastet sind
(Abb. 3-14 rechts). Die daraus resultierende Biegebeanspruchung ist dreieckstérmig, wobei fiir den
Vergleich zwischen den Traglasten der numerischen Berechnungsmodellen der Maximalwert der
Biegebeanspruchung 1 Ordnung Mg | , unterschiedlich gross gewihlt ist. Auch bei diesem sym-
metrischen Belastungsfall ist die geometrische Form der Biegelinie fiir das reduzierte Gleichge-
wichtsmodell affin zu einer Sinusfunktion angenommen. Die nun dreiecksférmige Verteilung der
Biegemomente 1'" Ordnung verstirkt die Konzentration der Verformungen in Stiitzenmitte, die
nun weit grosser ist, als bei den exzentrisch gedriickten Stiitzen. Dies fiihrt beim erweiterten
Gleichgewichtsmodell zu erhohten Traglasten, die vom reduzierten Gleichgewichtsmodell nicht
abgebildet werden kénnen, da die Bezichung zwischen der Auslenkung und der Kriimmung stets
durch die angenommene geometrische Form der Biegelinie gegeben ist (Gl. 3.11a). Je grosser die
Querbelastung durch die Einzelkraft in Stiitzenmitte wird, desto mehr weicht die Verformungsfi-
gur der belasteten Stiitze von der Sinusfunktion ab, was zu einer grosseren Unterschitzung der
Traglast durch das reduzierte Gleichgewichtsmodell fithrt. Dies kann nur durch eine geeignetere
Wahl der Verformungsfigur korrigiert werden.

Asymmetrische Belastung der Stutze mit linearem Momentenverlauf

Im folgenden Abschnitt werden Stiitzen mit asymmetrischer Belastung gemiss Abbildung 3-15
oben links betrachtet. Diese sind zusitzlich zur axialen Beanspruchung durch ein entlang der Stiit-
zenachse linear verteiltes Biegemoment erster Ordnung Mg | belastet. Bei diesen Stiitzen liegt der
meistbeanspruchte Querschnitt nicht in Stiitzenmitte, wie dies bei zentrisch oder exzentrisch
gedriickten Stiitzen der Fall ist. So stellt sich bei der Berechnung asymmetrisch belasteter Stiitzen
mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell nicht nur die Frage nach der korrekten geometrischen
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Abb. 3-15: Annahmen zur Verformungsfigur und Kontrollpunkt beim reduzierten Gleichgewichtsmodell,
sowie GegenUberstellung mit den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells

Form der Biegelinie, sondern auch die Frage nach der Wahl des Kontrollpunktes, wo das Gleichge-
wicht zwischen den treibenden und riickhaltenden Biegemomente iiberpriift werden soll. Sowohl
die geometrische Form der Biegelinie wie auch die Lage des Kontrollpunktes sind bei der Berech-
nung des Last-Verformungs-Verhaltens einer asymmetrisch belasteten Stiitze mit der Verwendung
des reduzierten Gleichgewichtsmodells von zentraler Bedeutung. Dies im Gegensatz zum erweiter-
ten Gleichgewichtsmodell, das in jedem Stiitzenquerschnitt das Gleichgewicht zwischen den trei-
benden und riickhaltenden Kriften tiberpriift und keine Annahme zur Verformungsfigur der Stiit-
ze benotigt.

Beim reduzierten Gleichgewichtsmodell wird der Kontrollpunkt stets beim meist ausgelenkten
Stiitzenquerschnitt infolge Biegung 1 Ordnung ohne Beriicksichtigung der Normalkraft Ng
angenommen, wobei der Stiitze entlang ihrer Linge eine konstante Biegesteifigkeit zugeordnet
wird. Wahrend der Belastung wird sich die Lage des meist ausgelenkten Stiitzenquerschnittes infol-
ge der Biegebelastung 2" Ordnung Richtung Stiitzenmitte verschieben. Wie sich die Lage des
Kontrollpunktes in Funktion der Normalkraft wihrend der Belastung verschiebt, kann nur im
elastischen Bereich analytisch erfasst werden. Sobald die Randspannungen des meist beanspruch-
ten Querschnittes die Proportionalititsgrenze {iberschreiten, ist diese Verschiebung nur sehr
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schwer zu erfassen. Da fiir die Berechnung des Last-Verformungs-Verhaltens mit dem reduzierten
Gleichgewichtsmodell einerseits die geometrische Form der Biegelinie und anderseits die Lage des
meist ausgelenkten Stiitzenquerschnitts im Voraus bekannt sein miissen, werden beide im Rahmen

1 ter

dieser Arbeit infolge Biegung 1*" Ordnung ohne Beriicksichtigung der Normalkraft Ng angenom-
men.

Die Beziehung zwischen der Stiitzenauslenkung W, und der Stiitzenkriimmung ¥, am Kon-
trollpunkt wird in der Folge mit der einheitslosen Variable ® beschrieben.

Wi = 0 - L

(3.21)
Bei zentrisch gedriickten Stiitzen mit einer geometrischen Form der Biegelinie affin zur Sinusfunk-
tion ist ® gemiss Gleichung 3.11a gleich 1/m2, wihrend sie fiir eine parabolische Verformungsfi-
gur 1/8 entspricht (Gl. 3.11b).

Zur Bestimmung der Lage des Kontrollpunktes und der Beziehung zwischen der Verformung
und der Kriimmung am Kontrollpunkt wird der rein elastische Stab mit alleiniger Biegebeanspru-
chung 1 Ordnung betrachtet. Dabei wird die lineare Verteilung der Biegemomente Mg | entlang
der Stiitzenachse gemiss Abbildung 3-17 oben links mit der Variable W beschrieben. Bleibt die
Stiitze elastisch, so entstehen Kriimmungen (X) entlang der Stiitzenachse, die zur Momentenver-
teilung affin sind. Diese kénnen mit folgendem Ausdruck in Funktion der Koordinate X beschrie-
ben werden, wobei deren Randwert Y, fiir die Berechnung der Knicklast von untergeordneter
Bedeutung ist.

(1 -—-
X(X) = xow+w - X (3.22)

Durch zweifache Integration der linear verteilten Kriimmungen % (X) und der Einfithrung der
kinematischen Randbedingungen an beiden Stiitzenenden ergibt sich die mathematische Bezie-
hung der Stiitzenverformung W(X). Diese folgt einer kubischen Funktion und ist bei beidseitig
gelenkig gelagerten Stiitzen durch folgende Gleichung gegeben.

2 3
Lx X X
W(X) = %o - (2y+1)- 3 _XOW'E_XO'(l_W)'6L (3.23)

Der Kontrollpunkc fiir die Uberpriifung des Gleichgewichtes beim reduzierten Gleichgewichtsmo-
dell wird bei der maximalen Auslenkung W, der Stiitze gewihlt. Die zugehorige Koordinate X,
beschreibt die Lage des meist ausgelenkten Stiitzenquerschnittes.

2
o =AW HyHI-Bow

" J3-(1-y)

Die Beziehung zwischen der Stiitzenauslenkung W, und der Kriimmung %, beim Kontrollpunkt
ergibt sich durch die Auswertung der Gleichungen 3.22 und 3.23 bei der Koordinate X, und
deren Gegeniiberstellung. Fiir die Variable ®, welche diese Bezichung gemiss Gleichung 3.21
beschreibt, resultiert folgender Ausdruck

(3.24)

o = —1 .l.(wz+w+1)_ﬁ.—‘uy+—ll fiir W< 1.0 (3.25)

(I_W)Z 9 6 Ahlj2+\|j+1

Die Bezichung 3.21 zwischen der Stiitzenverformung und der Kriimmung ersetzt bei asymmet-
risch belasteten Stiitzen diejenige der Gleichungen 3.11a oder 3.11b. Da die Beziechung zwischen
der Kriimmung und der Verformung am Kontrollpunkt nach wie vor linear ist, kann das einwir-
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kende Biegemoment 2 Ordnung Mg am Kontrollpunkt in Funktion der Kriimmung im
Momenten-Kriimmungs-Diagramm als eine Gerade dargestellt werden (Abb. 3-5 links). Das dafiir
notwendige dussere Biegemoment 1 Ordnung Mg | am Kontrollpunkt ergibt sich durch dessen
Lage zu:

Mg, o (1—-v)
L, - X,

Mg, = Mg v+ (3.26)
Die Gleichungen 3.21, 3.25 und 3.26 ermoglichen die Berechnung des Last-Verformungs-Pfades
mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell, wobei diese Beziechungen unabhingig von der Nor-
malkraft Ng fir den gesamten Belastungsverlauf angenommen werden. Abbildung 3-15 rechts
unten zeigt fiir eine beidseitig gelenkig gelagerten Stiitze mit einer dreiecksformigen linear verteil-
ten Biegebeanspruchung 1" Ordnung (Y = 0.0), wie sich mit zunehmender Normalkraft sowohl
die Verformungsfigur wie auch die Lage des meist ausgelenkten Stiitzenquerschnittes verindert.
Obwohl dies beim reduzierten Gleichgewichtsmodell vernachlissigt wird, kann die Last-Verfor-
mungs-Beziechung gut angenihert werden, wie ein Vergleich mit den Ergebnisse des erweiterten
Gleichgewichtsmodell zeigt (Abb. 3-15). In der Abbildung unten rechts ist zudem die geometri-
sche Form der Biegelinie der beiden Modelle bei vier unterschiedlichen Belastungszustinden (A bis
D) dargestellt. Fiir ein einwirkendes Biegemoment Mg g / My ; = 0.2 und kleiner axialer Belas-
tung konnen die Ergebnisse des erweiterten Gleichgewichtsmodells durch das reduzierte Gleichge-
wichtsmodell gut angenihert werden. Dies, weil fiir kleine Normalkrifte die zusitzliche Biegemo-
mente 2 Ordnung klein bleiben und somit sowohl die geometrische Form der Biegelinie, wie
auch die Lage des meist ausgelenkten Querschnittes des erweiterten Modells gut mit den Annah-
men des reduzierten Gleichgewichtsmodells {ibereinstimmen (A). Bei zunehmender Normalkraft
wichst einerseits der Einfluss der Biegemomente 2 Ordnung auf die Verformungsfigur, ander-
seits kommt es zu Plastifizierungen der meist belasteten Stiitzenbereiche. Wie in Abbildung 3-15
unten rechts ersichtlich verdndert sich die Verformungsfigur des erweiterten Gleichgewichtsmo-
dells (durchgezogene Linie), wobei der meist ausgelenkte Stiitzenquerschnitt sich Richtung Stiit-
zenmitte verschiebt. Beim reduzierten Gleichgewichtsmodell (gestrichelte Linie) bleibt die geome-
trische Form der Biegelinie (Gl. 3.23) sowie die Lage des meist ausgelenkten Stiitzenquerschnitt
(GL. 3.24) unabhingig von der axialen Belastung (B)-(D). Weil das reduzierte Gleichgewichtsmo-
dell die Konzentration der Verformungen in den meist beanspruchten Querschnitten beim redu-
zierten Gleichgewichtsmodell nicht berticksichtigt, wird dort wegen der kleineren Kriimmungen
der innere Biegewiderstand unterschitzt. Dies fithrt zu kleineren Traglasten, wie dies im Last-Ver-
formungs-Verhalten der Stiitze ersichtlich ist (Abb. 3-15 oben rechts).

Wird die Proportionalititsgrenze in den meist beanspruchten Stiitzenbereichen schon durch
die Biegebelastung 1'" Ordnung iiberschritten (Mg o/ My ; = 0.6), ohne dass eine zusitzliche
Normalkraft Ng einwirke, unterschitze die Gleichung 3.23 die anfingliche Stiitzenverformung.
Dies fithrt zu grosseren Unterschieden zwischen den beiden Gleichgewichtsmodellen, was sich
schon bei kleinen Lasten bemerkbar macht. Dementsprechend wird fiir diese Belastungsfille das
Last-Verformungs-Verhalten durch das reduzierte Gleichgewichtsmodell weniger gut angenihert.

In Abbildung 3-16 wird die Entwicklung der Verformungs-Kriimmungs-Bezichung am Kon-
trollpunkt der Stiitze genauer untersucht. Betrachtet werden zwei unterschiedlich lange Stiitzen,
die gelenkig gelagert und durch unterschiedlich linear verteilte Biegemomente 1 Ordnung belas-
tet sind. In der linken Abbildung sind die Last-Verformungs-Beziehungen der Stiitzen dargestellt,
wihrend in der rechten die Entwicklung der Verformungs-Krimmungs-Beziehung in Funktion
der Stiitzenauslenkung am Kontrollpunkt dargestellt ist. Bei kleiner axialer Belastung respektive
bei kleiner Auslenkung entspricht das Verhiltnis zwischen der Kriimmung %, und der Verfor-
mung W, am Kontrollpunke der Gleichung 3.25. Sobald die Stiitze durch die Normalkraft Ng
belastet wird, verindert sich dieses Verhiltnis, wobei diese Verinderung sich bei kiirzeren Stiitzen
stirker bemerkbar macht. Bei den Stiitzen mit einer Momentenverteilung W = 0.0 und 0.5 kommt
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Abb. 3-16: Links: Last-Verformungs-Beziehung von StUtzen mit unterschiedlicher Momentenbelastung.
Rechts: Entwicklung der Verformungs-Krimmungs-Beziehung am meist ausgelenkten StUtzengquerschnitt.

es infolge der axialen Belastung zu einer Konzentration der Kriimmungen im Bereich des Kon-
trollpunktes, welcher sich in der Nihe der Stiitzenmitte befindet. Dies ist durch den Anstieg des
Kehrwertes von ® in Abbildung 3-16 rechts ersichtlich. Die Annahme einer konstanten Beziehung
zwischen der Kriimmung und der Stiitzenverformung vernachlissigt diese Konzentration der
Kriimmungen im mittleren Stiitzenbereich, was zu einer Unterschitzung der Tragfihigkeit fiihre,
wie dies auch in Abbildung 3-15 oben rechts zu beobachten ist.

Bei den Stiitzen mit einer Momentenverteilung y = -0.5 ist die Verformungsfigur infolge rei-
ner Biegebeanspruchung geschwungen und weist einen Wendepunkt im Momentennullpunkt auf.
Dies fiithrt zu sehr kleinen Auslenkungen, obwohl betrichtliche Kriimmungen in der Stiitze vor-
handen sind. Durch die axiale Belastung Ng wird die Verformungsfigur infolge der Belastungen
2% Ordnung und der Plastifizierungen stark verdndert. Dies fithrt zu einem starken Anwachsen
der Verformungen, ohne dass dabei die Kriimmungen in den meist beanspruchten Querschnitten
stark zunehmen, denn diese Verformungen sind hauptsichlich eine Folge der geometrischen Form
der Biegelinie, die von einer anfinglich geschwungenen Form zu einer eher sinusférmige Form
tibergeht. Wie in Abbildung 3-16 rechts ersichtlich, kommt es dabei zu einer Reduktion der
Kriimmung am Kontrollpunkt im Vergleich zu dessen Verformung. Dies fithrt zu einem starken
Abfall des Kehrwertes von , der erst bei grossen Verformungen wieder ansteigt. Da die Annahme
einer konstanten Beziechung zwischen der Kriimmung und der Stiitzenverformung bei der Verwen-
dung des reduzierten Gleichgewichtsmodells die Reduktion der Kriimmungen am Kontrollpunkt
bei kleinen Verformungen nicht beriicksichtigt, wird der innere Biegewiderstand tiberschitzt, was
zu einer Uberschitzung des Tragvermogen der Stiitze fiihre.

Obwohl die Verinderung der geometrischen Form der Biegelinie bei zunehmender axialer
Belastung beim reduzierten Gleichgewichtsmodell nicht berticksichtigt werden, konnen die Trag-
lasten der Stiitzen gut angendhert werden. In Abbildung 3-15 unten links und in Abbildung 3-17
sind die Traglasten der Stiitzen in Funktion der Schlankheit fiir unterschiedliche Biegebeanspru-
chungen 1'" Ordnung mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell berechnet und mit den Ergeb-
nissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells verglichen. Betrachtet werden sowohl unterschiedli-
che Temperaturen wie auch Belastungsrichtungen sowie unterschiedliche Verteilungen der
Biegemomente 1'" Ordnung. Bei den Stiitzen mit einer Momentenverteilung y = 0.5 oder 0.0 lie-
gen die Traglasten des reduzierten Gleichgewichtsmodells tiefer als die Ergebnisse des erweiterten
Gleichgewichtsmodells. Dies, weil die Konzentration der Kriimmungen im mittleren Bereich der
Stiitze wihrend der Verformung beim reduzierten Gleichgewichtsmodell nicht berticksichtigt wer-

44



Nx.ro / Npio HEA200 S235 z-z (200°C)
1 L L | L | L | L
- 4
N Reduziertes Ggw-Modell 4
RN - — - Erweitertes Ggw-Modell
08 = " —
N ~ = -
r % \\ R N DN V= 0.5 1-0’# ME,I,O /Mpl,z
B . N s, AN a2 0.1 T
B NN NERAN o 0.2 T
06 — * . N o 04 —
- \ N AN 0.6 4
L N VAN 0'5‘*’ e 4
A N o A
- \\ D\\ \o\\ \\ .
04 — WOBRL N —
- \ N NN -
- V\\ \\ \\ \\ -
N DN
02 — RN \\\ TelIs —
0 i | | | | I I - | | | | | I I - | 1 I‘I‘ I‘:
0 0.5 1 15 2 25
k.20
Ni.ro / Npio HEA200 S235 z-z (600°C)
l L L L L L
] | | | ]
A Reduziertes Ggw-Modell -
SRR - - - Erweitertes Ggw-Modell
0.8 m i —
- \\ \\\ = 0.5 1,0¢ ME,I,O /Mpl,z .
RS 501 ]
oy .
Vo \\ o 0.2
06 =1y 504 T
L \ 4
L \ \\ \\ N 05‘# v 06 4

0 0.5 1 15 2 _ 25
Ak.20°c
Niro / Noo HEA200 S235 y-y (600°C)
l L | L | L | L | L

F oy Reduziertes Ggw-Modell

o - - - Erweitertes Ggw-Modell E

0.8 = —

\ -

S VEOS yost My IMpry ]

r . \\\ 2 0.1 7

L \ o 02 4

\
0.6 —\\ 604
RN 054 7 06 4
A} \ LAY
I N a
04—\ 0 —
NN \\ NN
L NN 4
ANEAN NN
I \ \ N > -
\ N o~ ~

L N 0 On 4

02 — \\\ D\& \\\\:\\ ]

L V\v\ \\\\\\ \\\\:\:\\\\\ i

0 -| L1 | [ | | 1 \.\.ATJ['.‘.‘:.:.:F?:@F?;
0 0.5 1 15 2 _ 25

Ak.20°c

3.4 Diskussion und Vergleich

Nicro / Noto HEA200 S235 z-z (200°C)
1 T 1T T 71 L | L | L | L
- \i\ Reduziertes Ggw-Modell
HRANS - — - Erweitertes Ggw-Modell
0.8 —\\\\ \\\\\\ —
o \\\\\:\\ v=-05 1.0’# ME,I,O/Mpl,z
r \\ SN \\\ s 0.1
i A ° 0.2 7
06 _ \\ \\ \\ \\ o 04 ]
- \\ \\ \\O\A 0.5\*] v 06 -
04 —
0.2 —
0 i | | | | I I - | | | | | I I - | | | i
0 0.5 1 15 2 25
Ak.20°c
Nicro / Nyio HEA200 S235 z-z (600°C)
1 T 1T T 71 | L | L | L | L
o Reduziertes Ggw-Modell
oo - - - Erweitertes Ggw-Modell
N
0.8 (—. ' n —
\ A\ p—
o W y=-05 10*7 ME’]‘OIMPI’Z 7]
- i \\\ 2 01 4
L \‘\\ N o 0'2 o
0.6 — % My
| x\\\ \\\ i i
L x‘\\\i\ 054, 06 ]
L RN
AY
04 —
0.2 —
0 -I 11 1 |
0 0.5 1 15 2 25
Ak.20°c
Niro / Npio HEA200 S235 y-y (600°C)
1 L | L | L | L | L
L Reduziertes Ggw-Modell
AN - - - Erweitertes Ggw-Modell -
0 8 — v —]
: youy _ |
: \\ \\\\ v=-05 10°7 ME»LC'/MPL,V ]
R 5 0.1
ob -
N o 0.2
0.6 . x\\\\\\\ o 04 ]
RN 054, 06
B PRI 7
L TN 4
X
04 — \\\\
- \
02 —
0 i | | | | I I - | | | | | I I - | \I;I
0 0.5 1 15 2 25
Ak.20°c

Abb. 3-17: Knickspannungskurven fur unterschiedliche Biegebeanspruchung, Belastungsrichtung und
Temperautur. Vergleich der Ergebnisse des reduzierten mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell
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3 Tragverhalten gedrickter Stitzen mit Biegung

Kriechen Momenten-Kriimmungs-Beziehung
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Abb. 3-18: Kriechen eines Elements bei erhdhten Temperaturen untfer axialer Belastung (links) und des-
sen Einfluss auf die Momenten-Krimmungs-Beziehung einer gedrlickten Stltze (rechts)

den und dementsprechend der innere Biegewiderstand unterschitzt wird. Die Auswirkung der
Vernachlissigung der Verinderung der Verformungsfigur auf die Traglast ist bei diesen Momen-
tenverteilungen jedoch sehr gering. Die Traglasten werden durch das reduzierte Gleichgewichts-
modell stets sehr gut angenihert, obwohl sich die Stiitzenschlankheit, die Belastungszustinde wie
auch die Materialeigenschaften stark verindern.

Bei Stiitzen mit einer Momentenverteilung W = -0.5 wird die Traglast besonders bei eher
schlanken Stiitzen mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell und der Verformungsfigur gemiss
Gleichung 3.23 unterschitzt. Dies, weil sich die geometrische Form der Biegelinie bei der Belas-
tung durch die Normalkraft Ng stark verindert und zu einer Reduktion der Kriimmungen am
Kontrollpunkt im Vergleich zu den Verformungen fiihrt. Der Uberschitzung des inneren Biegewi-
derstandes folgen im Vergleich mit den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells zu
hohe Traglasten. Fiir Stiitzen mit einer bei Raumtemperatur bezogene Schlankheit kleiner als 1.0
oder bei Stiitzen mit grosser Biegebeanspruchung 1** Ordnung ist die Uberschitzung der Traglast
sehr klein.

3.4.4 Kriechen

Nebst den unmittelbaren Anderungen der mechanischen Materialeigenschaften von Stahl bei
erhohten Temperaturen wie der Verlust an Steifigkeit und Festigkeit sowie das ausgesprochen
nichtlineare Materialverhalten verindert sich auch dessen Langzeitverhalten. Wihrend bei Raum-
temperaturen das Kriechen des Stahls unter Belastung vernachlissigt werden kann, ist dieses bei
erhohter Temperatur ausgeprigter und hat einen Einfluss auf das Tragverhalten gedriickter Stiit-
zen. Mehrere Arbeiten befassten sich mit den Materialeigenschaften von Stahl bei erhohten Tem-
peraturen und dabei auch mit dem Kriechen. Sowohl Rubert/Schaumann [59] und Kirby/Preston
[36] wie auch eigene Materialversuche [52] zeigen, dass bei erhohten Temperaturen Kriecheffekte
auch bei Stahl vorhanden sind.

Abbildung 3-18 links zeigt die Stauchung eines beim Zeitpunke t; belasteten Elements und
wie sich diese mit der Zeit unter konstanter Belastung entwickelt, wie auch das Verhalten bei der
Entlastund die zum Zeitpunkt t; stattfindet. Die Belastung zum Zeitpunke t;, erzeugt eine initiale
Verformung, die sich infolge Kriechen mit der Zeit vergrossert. Dieses Phinomen fiihrt bei
gedriickten Stiitzen zu einer Zunahme der Verformungen, welche die maximale Traglast der Stiit-
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3.4 Diskussion und Vergleich
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Abb. 3-19: Oben: Vergleich der Last-Verformungs-Pfade exzentrisch gedrickten Stltzen. Unten: Vergleich
der Traglasten des erweiterten Gleichgewichtsmodells mit eigenen [52] und fremden Versuchen [60].

zen abmindern. Dies kann in einem Momenten-Kriimmungs-Diagramm veranschaulicht werden
(Abb. 3-18 rechts). Zum Zeitpunkt t = 0 seien in der Stiitze noch keine Kriecheffekte aufgetreten.
Die Beziehung zwischen dem riickhaltenden Biegemoment My gg und der Kriimmung  verlduft
durch den Koordinatennullpunkt des Momenten-Kriimmungs-Diagramms, da jede Kriimmung
des Querschnitts einen Beitrag zum inneren Biegewiderstand leistet. Die Kriecheffekte, welche im
Laufe der Zeit auftreten, verursachen Verformungen bezichungsweise Kriimmungen, ohne jedoch
das riickhaltende Biegemoment zu vergrossern. In Abbildung 3-18 rechts ist dies durch eine Ver-
schiebung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung um 7, dargestellt, wihrend die treibenden
Biegemomente 2" Ordnung Mg |, unverdndert bleiben. Wie ersichtlich, verschiebt sich dadurch
der Schnittpunkt der beiden Funktionen, was bedeutet, dass grossere Stiitzenverformungen not-
wendig sind, um das Gleichgewicht zwischen den inneren und dusseren Kriften zu ermoglichen.
Sind die Kriecheffekte zu gross, kann dies zum Versagen der Stiitze fithren, da kein Gleichgewicht
mehr gefunden werden kann (t = t,).
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3.4.5 \Vergleich mit Versuchen

In den Jahren 2007 bis 2011 wurden an der ETH Ziirich grossmassstibliche Knickversuche bei
unterschiedlichen Temperaturen durchgefiihre [52]. Bei den steady state Versuchen wurden die
Stiitzen mit einem Elektroofen bis auf die gewiinschte Temperatur aufgeheizt und anschliessend
weggesteuert belastet. Die gemessenen Last-Verformungs-Pfade der exzentrisch gedriickten
HEA100 Stiitzen bei den unterschiedlichen Temperaturen sind in der Abbildung 3-19 oben darge-
stellt und mit den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells verglichen. Bei der analyti-
schen Berechnung wurden die gemessene Stiitzengeometrie und das in Zugversuchen gemessene
Materialverhalten bei erhohter Temperatur verwendet, wihrend Eigenspannungen sowie Kriechef-
fekte nicht beriicksichtigt wurden. Insbesondere die Kenntnis des Materialverhaltens bei den gege-
benen Temperaturen und die entsprechende Dehnrate fithrt dazu, dass die Last-Verformungs-
Beziehungen der exzentrisch gedriickten HEA100 Stiitzen mit dem erweiterten Gleichgewichts-
modell gut abgebildet werden konnen. Auch die Verformungen bei grosseren Plastifizierungen im

Tabelle 3-3: Vergleich der Ergebnisse des erweiterten Gleichgewichtsmodells mit Versuchen der ETHZ

HEA100 S355 y-y, A 20°c = 0.64 HEA100 S355 z-z, A ogec = 1.06
0 e Nktess Nk Model 0 e Nktes Nk Model
[°C] [mm] [kN] / NK,Teﬂ [°C] [mm] [kN] / NK,Test
20 0 859.1 1.03 20 0 511.7 1.10
20 30 445 .4 1.06 20 30 239.3 1.06
400 0 608.1 0.99 400 0 465.5 1.00
400 30 339.1 0.97 400 30 199.8 1.01
550 0 394.9 0.94 550 0 296.7 0.98
550 30 211.3 1.00 550 30 124.4 1.05
700 0 151.5 1.00 700 0 127.8 1.04
Mittelwert 1.00 700 30 48.5 1.28
Standardabweichung 0.04 Mittelwert 1.06

Standardabweichung 0.09

RRW120x60x4 $355 z-z, Ay 200 = 1.00 HEA100 S355 z-z, A ogec = 0.49

0 e Nktes Nk Model 0 e Nktes Nk Model
[°C] [mm] [kN] / NK,Teﬂ [°C] [mm] [kN] / NK,Test
20 0 347.9 1.06 20 0 857.2 0.95
20 10 211.2 1.07 400 0 646.4 1.05
20 50 101.9 1.18 550 0 405.4 0.96
400 0 241.5 0.85
400 10 139.2 0.97
400 50 72.9 1.00 RRW120x60x4 S355 z-z, Ay pgoc = 0.46
550 0 186.3 0.81 0 e Nites Nk Model
550 10 110.9 0.95 [*C]  [mm] [kN] / NK Test
550 50 48.6 1.11 550 0 136.1 1.52
700 0 70.5 0.84 550 30 95.5 1.08

Mittelwert 0.98
Standardabweichung 0.12




3.5 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

abfallenden Ast der Last-Verformungs-Beziehung zeigen fiir alle Temperaturen eine gute Uberein-
stimmung mit den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells.

In der Abbildung 3-18 unten links sowie in der Tabelle 3-3 sind die Traglasten der Knickver-
suche, welche an der ETH Ziirich durchgefithrt wurden, den Ergebnissen des erweiterten Gleich-
gewichtsmodells gegeniibergestellt. Im Allgemeinen ist bei allen Temperaturen und Exzentrizititen
eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen, besonders bei den HEA100 Stiitzen. Bei den
RRW120x60x4 Stiitzen kénnen die Traglasten mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell weni-
ger genau berechnet werden.

Nebst den Versuchen, die an der ETH Ziirich durchgefithrt wurden, sind die Ergebnisse des
erweiterten Gleichgewichtsmodells in Abbildung 3-19 unten rechts mit den Traglasten fremder
Versuche [60] verglichen. Dabei ist eine viel grossere Streuung zu beobachten, was hauptsichlich
auf fehlende Informationen {iber Materialverhalten und Stiitzengeometrie zuriickzufiihren ist.
Zudem wurden diese Versuche nicht als steady state, sondern als transient state Versuche durchge-
fuhrt. Dabei wird die Stiitze bei Raumtemperatur durch eine gegebene Last belastet und anschlies-
send bei konstanter Belastung aufgeheizt bis das Stabilitdtsversagen eintritt. Diese Versuchsdurch-
fihrung bildet die realen Geschehnisse im Brandfall zwar besser ab, ist jedoch fiir Vergleiche
weniger geeignet, da das Materialverhalten von der sich stets indernden Temperatur und der unbe-
kannten Dehnrate abhingig ist.

3.5 Zusammenfassung und Schilussfolgerungen

* Es werden zwei Gleichgewichtsmodelle erarbeitet: Das erweiterte Gleichgewichtsmodell
erfiillt sowohl die Gleichgewichts- wie auch die Vertriglichkeitsbedingungen in jedem Stiit-
zenquerschnitt fiir ein beliebiges Stoffgesetz. Somit beschreibt das erweiterte Gleichge-
wichtsmodell die vollstindige Losung innerhalb der Modellannahmen. Diese wird durch ein
iteratives Vorgehen angenihert. Das reduzierte Gleichgewichtsmodell tiberpriift das Gleich-
gewicht zwischen den riickhaltenden und treibenden Kriften nur an einem Stiitzenquer-
schnitt und benétigt demzufolge eine Annahme beziiglich der Verformungsfigur der Stiitze.
Mit einer guten Wahl der geometrischen Form der Biegelinie sowie der Lage des Kontroll-
punktes kann mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell das Tragverhalten von Stiitzen mit
nichtlinearem Materialverhalten und symmetrischer oder asymmetrischer Belastung gut

abgebildet werden.

* Fiir zentrisch belastete Stiitzen mit einer sinusformigen geometrischen Imperfektion fithrt
die Annahme einer sinusformigen Verformungsfigur der Stiitze beim reduzierten Gleichge-
wichtsmodell zu einem unteren Grenzwert der Traglast. Dies weil durch die Konzentration
der Verformungen im meist beanspruchten Stiitzenquerschnitt gréssere Kriimmungen
erzeugt werden, die den inneren Biegewiderstand in diesem Bereich der Stiitze erhdhen.

* Fiir symmetrisch exzentrisch belastete Stiitzen ergibt sich mit einer parabolischen Verfor-
mungsfigur der Stiitze ein unterer Grenzwert der Traglast. Bei geringer Lastexzentrizitit wer-
den jedoch mit einer geometrischen Form der Biegelinie affin zur Sinusfunktion bessere
Ergebnisse erzielt, weil die Verformungsfigur hauptsichlich von den Biegebelastungen 2
Ordnung beeinflusst wird.

* Beide Gleichgewichtsmodelle erlauben die Berechnung des gesamten Last-Verformungs-Ver-
haltens. Zusitzlich zum nichtlinearen Materialverhalten konnen sie Eigenspannungen, ther-
mische Dehnungen und Spannungen sowie Kriecheffekte beriicksichtigen.

* Mit der Energiemethode wird das Tragverhalten gedriickter Stiitzen durch die am statischen
System geleistete Arbeit beschrieben. Diese wird einerseits durch innere Deformationsarbeit
und anderseits durch die Verschiebung der von aussen angreifenden Krifte geleistet. Unter
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der Vielzahl méglicher Verformungsfiguren lasst sich mit dem Sazz des Minimums der poten-
tiellen Energie diejenige finden, welche das Verhalten der Stiitze am besten beschreibt. Dies
entspricht einem oberen Grenzwert der Traglast. Ist die Verformungsfigur gefunden, welche
die potentielle Energie im statischen System minimiert, entspricht die Losung derjenigen
des erweiterten Gleichgewichtsmodells und somit der exakten Losung innerhalb der Modell-
annahmen.

Das nichtlineare Materialverhalten hat einen erheblichen Einfluss auf die Traglast gedriick-
ten Stiitzen. Dies gilt auch fiir sehr schlanke Stiitzen, bei denen die Traglast Normalspan-
nungen im Stiitzenquerschnitt weit unterhalb der Proportionalititsgrenze erzeugt. Dies, weil
ein Stabilitdtsversagen erst dann eintritt, wenn es zu einer Reduktion der Biegesteifigkeit
kommt, was erst der Fall ist, wenn die Randspannungen des meist belasteten Querschnittes
der Proportionalititsgrenze iiberschreiten.

Eigenspannungen bei erhohten Temperaturen sind sehr schwer zu erfassen, beeinflussen
jedoch hauptsichlich H-Querschnitte, die um ihre schwache Achse belastet werden.

Kriechen infolge der hohen Temperaturen fithrt zu zusitzlichen Verformungen und zu einer

Reduktion der Traglast.



4 Vereinfachte Berechnungsmodelle zum Knicken

In der heutigen Normung sind verschiedene Berechnungsmodelle zum Tragverhalten gedriickter
Stiitzen sowohl bei Raumtemperatur wie auch fir den Brandfall verankert. Diese werden in den
folgenden Abschnitten erliutert, wobei ein besonderes Augenmerk denjenigen Modellen fiir den
Brandfall sowie den Modellen fur Stiitzen aus Aluminium oder hochlegiertem Stahl bei Raumtem-
peratur gilt, denn diese weisen ein ausgeprigtes nichtlineares Materialverhalten auf.

Danach werden zwei neue vereinfachte Berechnungsmodelle erldutert, die das Tragverhalten
von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten beschreiben konnen. Das erste neue, vereinfachte
Modell beschreibt das Tragverhalten als Spannungsproblem, was zu einer sehr einfachen Berech-
nung der Knicklast fithrt, jedoch das korrekte physikalische Verhalten nicht ganzheitlich abbildet.
Das zweite vereinfachte Modell beschreibt das Tragverhalten gedriickter Stiitzen als Gleichgewichrs-
problem und entsteht direkt aus dem im vorherigen Kapitel beschriebenen Gleichgewichtsmodell.
Dieses Modell kann, im Gegensatz zum ersten, Belastungskonfigurationen aus Normalkraft und
Biegung direkt berticksichtigen, ohne dass dabei eine Interaktionsformel verwendet werden muss.
Zudem erfasst dieses Modell die mechanischen Eigenschaften des Stabilititsproblems ganzheitlich
und ermoglicht dem Benutzer einen tieferen Einblick und bessere Kontrolle bei der Berechnung
von Traglasten bei Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten.

4.1 Vorhandene Berechnungsmodelle fur zentrisches Knicken

Weltweit gibt es mehrere unterschiedliche Berechnungsmodelle zum zentrischen Knicken. Wie im
geschichtlichen Riickblick des Kapitels 3.1 erwihnt, beschreiben die meisten von ihnen das Trag-
verhalten als Spannungsproblem, wobei die maximale Kantenpressung im Stiitzenquerschnitt nach
Theorie 2" Ordnung zu berechnen und durch die Materialfestigkeit zu begrenzen ist. Diese
Modelle, welche teilweise auch in der Normung verankert sind, sind oftmals empirischer Natur
und entstanden durch die Auswertung vieler Versuche und numerischen Berechnungen. Die
umfassendere Beschreibung des Tragverhaltens gedriickter Stiitzen als Gleichgewichtsproblem
betrachtet wurde im Stahlbau kaum fiir Bemessungszwecke verwendet, da diese stets sehr aufwin-
dig in der Berechnung sind. Es folgt eine kleine Auswahl der hauptsichlich in Europa benutzten
Berechnungsmodelle zum zentrischen Knicken bei Raumtemperatur und im Brandfall.

4.1.1 Linear elastisches Modell

Wie im Kapitel 3.2 erldutert, kann die Differentialgleichung 3.1 fiir eine Stiitze mit linear elasti-
schem Materialverhalten geldst werden (GI. 3.2). Diese Losung hat vollstindige Giiltigkeit solange
die Spannungen im Querschnitt nirgends die Proportionalititsgrenze iiberschreiten. Die Last-Ver-
formungs-Bezichung wird in diesem Bereich durch den Vergrosserungsfaktor 2'* Ordnung
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beschrieben, wobei sowohl die Gleichgewichtsbedingungen, die Vertriglichkeitsbedingungen und
das Stoffgesetz korrekt berticksichtigt werden.

Bleiben die Spannungen unterhalb der Proportionalititsgrenze, kommt es zu keinem Steifig-
keitsverlust, welcher die Stiitze zum Versagen fithren konnte. Die Begrenzung der maximalen
Randspannungen durch die Proportionalititsgrenze bildet das Versagenskriterium dieses elasti-
schen Modells und fithrt zu Traglasten, die auf der sicheren Seite liegen. Fiir eine Stiitze frei von
Eigenspannungen fiihrt dies zur Gleichung 3.6, wobei die Knicklast Ng g nun der Last Ng
gemiss Abbildung 3-2 entspricht. Diese auf der sicheren Seite liegende Traglast der eigenspan-
nungsfreien Stiitze ist somit einzig eine Funktion der Querschnittsfliche A und des elastischen
Widerstandsmoments Wy sowie der geometrischen Imperfektion €.

Dieses linear elastische Modell bildet das Grundgeriist des von Ayrton und Perry [2] vorge-
schlagenen Ansatzes zur Bemessung zentrisch belasteter Stiitzen. Simtliche Bemessungsmodelle
zum Knicken des Eurocodes basieren auf diesem Ansatz, sei es fiir Stiitzen mit annihernd linear
elastischem - ideal plastischem Materialverhalten oder Stiitzen mit ausgeprigtem nichtlinearem
Materialverhalten. Zu den letzteren gehéren Stiitzen aus Aluminium und hochlegierte Stihle bei
Raumtemperatur oder Stahlstiitzen im Brandfall. Bei all diesen Bemessungsmodellen wird an Stel-
le der geometrischen Imperfektion eine Ersatzimperfektion eingefiihrt, welche die Beriicksichti-
gung von Querschnittsplastifizierungen, Eigenspannungen und Materialverhalten erméglicht.

4.1.2 Eurocode und SIA 263 bei Raumtemperatur

Das annihernd linear elastische - ideal plastische Materialverhalten von Stahl bei Raumtemperatur
fuhrt zu hohen Steifigkeitsverlusten, sobald die Randspannungen des meist beanspruchten Quer-
schnittes die Proportionalititsgrenze tiberschreiten (Kapitel 3.2). Dieser hohe Verlust an Biegestei-
figkeit beim erstmaligen Plastifizieren der dusseren Querschnittsbereiche fithrt unmittelbar zum
Versagen der Stiitze. Dementsprechend fiithrt die elastische Losung bei Stiitzen, die frei von Eigen-
spannungen sind, zu einem unteren Grenzwert der Traglast, der jedoch der wirklichen Traglast
sehr nahe kommt. Bei Stiitzen mit Eigenspannungen wird jedoch die Proportionalititsgrenze weit
vor dem Erreichen der Traglast tiberschritten (Abb. 3-3). Trotz dieser Tatsache beschrinke das
Berechnungsmodell des Eurocodes [13] und der Schweizer Norm [65] die maximalen Randspan-
nungen im Querschnitt auf die Fliessgrenze f, und korrigiert die dabei entstandene Ungenauigkeit
durch Einfithren einer Ersatzimperfektion €y g- Diese beriicksichtigt geometrische Imperfektionen,
Eigenspannungen und andere strukturelle Imperfektionen sowie die Plastifizierung der meist
beanspruchten Querschnittsbereiche bei sehr gedrungenen Stiitzen.

N € 4N
KR, 1 J0d KRy, (4.1)
Afy 1—NK’R W, fy
NCI’
- - W _
eO,d = o - (7\‘K_}\’0) . Tel mit }\,0 = 0.20 (42)

Die Ersatzimperfektion unterscheidet sich je nach Stiitzenquerschnitt und Stiitzenlinge, wobei die
Imperfektionsbeiwerte o aus der Tabelle 4-1 zu entnehmen sind. Sowohl die Gleichung 4.2 wie
auch deren Parameter sind das Ergebnis eines umfangreichen Forschungsprogramms mit gross-

Tabelle 4-1: Imperfektionsbeiwerte fUr europdische Knickspannungskurven [13]

Knickspannungskurve a b c d
Imperfektionsbeiwertov | 0.21  0.34  0.49  0.76
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Abb. 4-1: Knickspannungskurven bei Raumtemperatur im Vergleich mit dem Verfahren 2 Ordnung
nach SIA 263 (links) und nach Eurocode (rechts).

massstiblichen Versuchen und numerischen Studien [5][46], die zu den europdischen Knickspan-
nungskurven gefiihrt haben.

Nebst dem Imperfektionsbeiwert o wurde ein Schlankheitsbereich A festgelegt, bei welchem
die Stiitzen ohne zu Knicken den plastischen Widerstand erreichen. Die Losung der fiir Ng g qua-
dratischen Gleichung 4.1 ist in Abbildung 4-1 dargestellt und lsst sich mit folgenden Gleichun-
gen berechnen.

® = 0.5[1+ (g —Ag) + Akl (4.2a)
= —a—— und Ny g = 7 - AT, (4.2b)
D+ O~k

Verfahren nach Theorie 2" Ordnung

Dieses Verfahren entspricht in seiner urspriinglichen Formulierung dem elastischen Modell gemiss
der Gleichung 4.1. Dabei werden die Schnittkrifte 2" Ordnung am verformten System bestimmt
und mit dem Tragwiderstand der Stiitze verglichen. Gemiss der Normung des Eurocodes wie auch
nach der Schweizer Norm darf der Tragwiderstand der Stiitze je nach Querschnittsklasse elastisch
oder plastisch berechnet werden, wobei sich die anzunehmenden Ersatzimperfektionen je nach
Verfahren und je nach Norm unterscheiden.

Fiir planmassig gerade Druckstibe in seitlich gehaltenen Rahmen werden die Ersatzimperfekti-
on nach der Norm SIA 263 (Ausgabe 2003) [65] fur das elastische Verfahren (EE) gemiss
Gleichung 4.2 angenommen, wihrend fur ein elasto-plastisches Verfahren (EP) folgende Ersatzim-
perfektionen anzunehmen sind.

€.d = O (A —2o) - A mit Ay = 0.20 Verfahren EP (4.2¢)

Bei dem Berechnungsmodell (EE) werden sowohl die einwirkenden Schnittkrifte wie auch der
Tragwiderstand mit einem elastischen Modell berechnet. Mit den Ersatzimperfektionen gemiss
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Gleichung 4.2 fiihrt dies zur Gleichung 4.1 und somit zu den identischen Traglasten wie die euro-
pdischen Knickspannungskurven.

Mit dem elasto-plastischen Verfahren (EP) darf der Tragwiderstand der Stiitze mit einem plas-
tischen Modell berechnet werden, jedoch mit im Vergleich zum elastischen Verfahren (EE) ver-
grosserten Ersatzimperfektionen. Wird fiir die Berechnung des plastischen Tragwiderstands eine
lineare N-M-Interkation der Form

NE M E

— +—<1.0 (4.3)
N My

benutzt, ergeben sich auch fiir das Verfahren EP zu den europidischen Knickspannungskurven
identische Knicklasten. Wird jedoch eine nichtlinear plastische Beziechung fiir die N-M-Interakti-
on verwendet (z.B. nach Baptista [3], SIA 263 oder EN 1993-1-1), ergeben sich hohere Knicklas-
ten als beim Verfahren EE. Insbesondere bei Stiitzen, die um die schwache Achse belastet werden,
konnen mit einer nichtlinearen N-M-Interaktion gegeniiber einer linearen Interaktion viel grosse-
re Biegemomente aufgenommen werden, was eine betrichtliche Erhohung der Traglast ermog-
licht. In Abbildung 4-1 links sind die Knicklasten in Funktion der bezogenen Schlankheit fiir das
elasto-plastische Verfahren 2** Ordnung (EP) nach SIA 263 (Ausgabe 2003) dargestellt und mit
den europiischen Knickspannungslinien verglichen. Besonders bei den Knickspannungskurven b
und c ist eine starke Erhohung der Knicklast bemerkbar, da bei der Berechnung dieser Knickspan-
nungskurven das Profil um die schwache Achse belastet wird. Diese Erhohung kann je nach Profil
und Schlankheit bis 20% betragen. Werden die Knicklasten mit einem IPE200 Querschnitt
berechnet, der um die starke Achse belastet wird, so unterscheiden sich diese weniger stark von der
zugehorigen Knickspannungskurve a. Dies, weil bei einer Belastung um die starke Achse sich die
nichtlineare plastische N-M-Interaktion weniger von der linearen Interaktion (Gl 4.3) unterschei-
det.

Im Gegensatz zur SIA 263 (Ausgabe 2003) sind die Bemessungswerte der Ersatzimperfektio-
nen des Eurocodes sowie der SIA 263 (Ausgabe 2013) nicht von der bezogenen Schlankheit der
Stiitze abhingig (Tab. 4-2). Abbildung 4-1 rechts zeigt, dass die damit berechneten Traglasten teil-
weise weit unterhalb der Knickspannungskurven liegen, besonders diejenige nach dem elastischen
Verfahren EE. Bei den Knicklasten, die nach dem elasto-platischen Verfahren EP und den entspre-
chenden grosseren Ersatzimperfektionen berechnet sind, ist der Unterschied zu den Knickspan-
nungskurven kleiner. Dennoch liegen die Traglasten nach dem Verfahren 2" Ordnung unterhalb
der Werte der Knickspannungskurven. Des Weiteren ist ersichtlich, dass im Gegensatz zur
SIA 263 (Ausgabe 2003), beim Verfahren 2 Ordnung nach Eurocode auch Stiitzen mit Schlank-
heiten kleiner als Xo ausknicken und nicht die volle plastische Tragfahigkeit erreichen.

Bemessungsverfahren, die zur Berechnung der Knicklasten treibende mit riickhaltenden Krif-
ten gegeniiberstellen, miissen diese mit dem gleichen Berechnungsmodell erfassen. Werden die
einwirkenden Schnittgréssen mit einem elastischen Modell 2*" Ordnung berechnet, so bedeutet
eine plastische Berechnung des Tragwiderstandes eine grobe Verletzung der Vertriglichkeitsbedin-
gungen. Die grossen Verformungen, welche fiir die Aktivierung der plastischen Tragwiderstinde
notwendig sind, werden bei der Berechnung der einwirkenden Schnittkrifte durch das elastische
Modell (Gl. 3.2) unterschitzt. Die Missachtung der Vertriglichkeitsbedingung, denen bei der
Betrachtung von Stabilitdtsproblemen eine zentrale Bedeutung zukommt, fiihrt zu einer unrecht-

Tabelle 4-2: Bemessungswert der Ersatzimperfektionen nach Eurocode [13]

Knickspannungskurve a b c d

Verfahren EE €.d/ L 1/300 1/250 1/200 1/150

Verfahren EP €.d/ L 1/250 1/200 1/150 1/100
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missigen Uberschitzung der Knicklasten, wie dies beim Berechnungsverfahren (EP) der SIA 263
(Ausgabe 2003) der Fall ist. In der tiberarbeitete Version der SIA 263 (Ausgabe 2013) ist dies mit
der Ubernahme der Ersatzimperfektionen nach Eurocode gemiss Tabelle 4-2 korrigiert.

4.1.3 Zentrisches Knicken im Brandfall nach Eurocode

Die erhohten Temperaturen im Stahl fithren zu einer Verinderung der Materialeigenschaften
(Anhang A). Das bei Raumtemperatur annihernd linear elastische - ideal plastische Stoffgesetz
geht in ein ausgeprigtes nichtlineares Verhalten iiber, was zusammen mit dem Verlust an Steifig-
keit und Festigkeit sowohl die Verzweigungslast wie auch den plastischen Tragwiderstand stark
beeinflusst. Bei der erhohten Temperatur 6 wird die bezogene Schlankheit der Stiitze gemiass EN

1993-1-2 [14] zu:

2
_ IN | ~ T E,l
7\'K,9 = _&Q = EY . 7\'K, 20°C Wobei NCT 0 = 29 (4'4)
Ncr,e kE ’ L

Das Modell des Eurocodes zur Berechnung der Knicklast bei erhéhten Temperaturen geht auf die
Forschungsarbeit von Talamona [67] zuriick. Als Grundgeriist dient das elastische Modell der
Gleichung 4.1, welches jedoch das nichtlineare Materialverhalten nicht explizit beriicksichtigen
kann. Der Einfluss des verinderten Materialverhaltens bei erhéhten Temperaturen wird durch fol-
gende Annahme der Ersatzimperfektionen erfasst. Diese ergeben sich aus der Kalibration des

Modells an einer Vielzahl von Versuchen und numerischen Studien.

W
g = o T mic o = B- 2—f3-5und[3:o.65 (4.5)
y

Die Wahl der Ersatzimperfektion unterscheidet sich vom Berechnungsmodell bei Raumtempera-
tur durch den neuen Imperfektionsbeiwert o und das Fehlen einer zum Knicken minimal erfor-
derlichen bezogenen Schlankheit 2. Eingesetzt in Gleichung 4.1 ergeben sich folgende Ausdriicke
zur Berechnung der Knicklast Ny g ¢ bei einer Temperatur 6.

Dy = 0.5[1+ ko +Ake] (4.62)
1
XKoo — <1.0 (4.6b)
, R
N
Nk rRo = Xko - ‘p_l’e_ (4.6¢)
YM,fI

In Abbildung 4-2 sind die Knickspannungskurven nach Eurocode mit der Verzweigungsspannung
nach Engesser-Kdrman (Gl. 2.4b) und der elastischen Losung (Gl. 3.6) mit einer geometrischen
Imperfektion €, = L/1°000 verglichen. In den beiden oberen Abbildungen sind die Knicklasten in
Funktion der bezogenen Schlankheit fiir die Temperaturen 400°C (links) und 700°C (rechts) dar-
gestellt. In den beiden unteren Abbildungen sind die Knicklasten in Funktion der Temperatur fiir
Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit von 0.5 (links) und 1.0 (rechts) dargestellt. Der schraf-
fierte Bereich in den Abbildungen ist einerseits durch die Verzweigungslast (oberen Grenzwert)
und anderseits durch den fiir die eigenspannungsfreien Stiitzen unteren Grenzwert der elastischen
Losung begrenzt. Die Traglasten der eigenspannungsfreien Stiitzen muss zwischen den Grenzwer-
ten in den schraffierten Bereichen der Abbildung 4-2 liegen. Sind Eigenspannungen im Stiitzen-
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Abb. 4-2: Vergleich der Knickspannungskurven (KSK) nach EN1993-1-2 und SIA263 mit der Verzwei-
gungslast nach Engesser-Karmdan und der elastischen Lésung (gy = L/1'000) bei erhdhten Temperaturen.

querschnitt vorhanden, konnen sich Traglasten unterhalb der elastischen Losung ergeben, wih-
rend diese den oberen Grenzwert nicht iiberschreiten diirfen.

Sowohl bei einer Temperatur von 400°C wie auch bei 700°C resultieren gemiss den Knick-
spannungskurven nach Eurocode Traglasten, die fiir gedrungene Stiitzen die obere Grenze verlet-
zen. Fir Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit grosser als die Grenzschlankheit (Gl. 2.6 ) liegen
die Knickspannungskurven fiir beide Temperaturen unterhalb der elastischen Lésung. Dies ist

gegeniiber der Verletzung der oberen Grenze nicht gross von Bedeutung, da Eigenspannungen

oder thermische Dehnungen oder Spannungen die Traglast der Stiitze weiter reduzieren kdnnen.

Traglasten, die entsprechend dem Modell des Eurocodes grésser als die Verzweigungslast werden,
sind mechanisch nicht méglich. Aus den beiden unteren Graphiken in Abbildung 4-2 ist ersicht-
lich, dass bei gedrungenen Stiitzen (A sgec = 0.5) die obere Grenze der Traglast fiir alle Tempera-
turen oberhalb 400°C iiberschritten wird. Bei Temperaturen unterhalb 300°C werden die Traglas-
ten simtlicher Schlankheiten unterschitzt.
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4.1.4 Zentrisches Knicken im Brandfall nach SIA 263

Wie das Modell des Eurocodes im Brandfall beruht auch die Berechnungsmethode der SIA 263
[65] auf der Gleichung 4.1, wobei gegeniiber dem Eurocode in paar Vereinfachungen eingefiihrt
sind. So wird bei der Berechnung der bezogenen Knickschlankheit (Gl. 4.7), die bezogene
Schlankheit bei Raumtemperatur mit dem Faktor 1.2 multipliziert. Dieser Wert entspricht verein-
facht dem Maximalwert der Wurzel des Verhiltnisses Ky g / kg g fiir Baustahl bei erh6hten Tempe-
raturen.

Ak o = 1.2+ Mg 20°c (4.7)

Die Berechnung der Knicklast erfolgt mit der Knickspannungskurve ¢ (o0 = 0.49) gemiss Kapitel
4.1.2, wobei die Traglast nachtriglich mit einem Reduktionsfaktor von 1.2 dividiert wird.

@y = 0.5[1+ (Ao —ho) +Xf<,e] mit o0 = 0.49 und A, = 0.20 (4.8)
1
Ak o = <1.0 (4.9)
, —
CI)O + A,(De—kK’e
_ Xko Npe

i

Die resultierende Knickspannungskurve ist in Abbildung 4-2 dargestellt. Verglichen mit dem
Bemessungsmodell nach Eurocode ergeben sich aus dem Modell der SIA 263 ihnliche Traglasten
fur zentrisch gedriickte Stiitzen im Brandfall, mit Ausnahme der Stiitzen mit einer bezogenen
Schlankheit XK,G kleiner als A. Bei diesen ist die maximale Traglast auf 0.83 Ny ¢ begrenze. Wie
die Knickspannungskurve nach Eurocode verletzt auch diejenige der SIA 263 den oberen Grenz-
wert der Traglast bei gedrungenen Stiitzen.

4.1.5 Biegeknicken im Brandfall nach Toh (Rankine-Modell)

Im Gegensatz zu den in den vorhergehenden Abschnitten erlduterten Berechnungsmodellen, die
stets auf dem elastischen Modell nach Gleichung 4.1 aufbauen, dient das Rankine-Modell [54] als
Grundlage fir das Modell von Toh [75] zur Berechnung zentrisch und exzentrisch gedriickter
Stiitzen im Brandfall. Das Grundgeriist fiir dieses Berechnungsverfahren bildet folgende Glei-
chung.

1 1 1
= + (4.11)
Nero M- Npyre Neo
wobei
T’ Eyl
NDI,R,G = Afy,e und Ncr,e = 2 (4.11a)

Der Parameter W beschreibt die planmissige Lastexzentrizitit €, der gedriickten Stiitze. Fiir zen-
trisch belastete Stiitzen ist i = 1.0, wihrend dieser Wert fiir eine exzentrische Belastung nach fol-
genden Gleichungen zu berechnen ist
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* Fiir rechteckige Hohlquerschnitte:

L - Je8)’ +4-ek

2

mit § = — (4.12)

* Fir [-Querschnitte mit Biegung um die starke Achse

J€8) +10-et

n = 5 fir e, >4.5 (4.13a)

- (1+ &5 )_1 fir e £ <45 4.13b
=0T Ts fir 8o <4 (4.15b)

* Fiir [-Querschnitte mit Biegung um die schwache Achse
Je &)l +2-ekt fiir €,& > /4.05 (4.13¢)

2 2
J(e +2.25" —e
u = ( 1&) 535 lé fiir elﬁ < J4.05 (4.13d)

u

Die Gleichung 4.11 ldsst sich nach der Traglast Ng rg der Stiitze auflésen. Zusammen mit den
obigen Ausdriicken zur Beriicksichtigung der Lastexzentrizitit und der bezogenen Schlankheit bei
erhohten Temperaturen (Gl. 4.4) ldsst sich die Traglast durch folgenden Ausdruck angeben.
Af
, 15
o +2Ake

In Abbildung 4-2 sind die Traglasten nach dem Modell von Toh fiir zentrisch belastete Stiitzen in
Funktion der Temperatur und der bezogenen Schlankheit dargestellt. Diese liegen gegeniiber den
Knickspannungskurven nach Eurocode und SIA 263 héher und verletzten folglich die obere Gren-
ze der Traglast, gegeben durch die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrmdn. Des Weiteren ist zu
bemerken, dass diese Berechnungsmethode in keiner Weise anfingliche geometrische oder struktu-
relle Imperfektionen explizit beriicksichtigt.

4.1.6 Weitere Berechnungsmodelle zum zentrischen Knicken

Ahnlich wie fiir den Brandfall bildet die Gleichung 4.1 das Grundgeriist fiir den Bemessungsan-
satz des Eurocodes zentrisch gedriickter Aluminiumstiitzen. Die Wahl der Ersatzimperfektionen
€0.d erfolgt nach Gleichung 4.2, wobei der Imperfektionsbeiwert o sowie die Grenze des Plateaus
Ao je nach Werkstoffklasse unterschiedlich gewihlt werden. Obwohl Aluminium ein stark nichtli-
neares Materialverhalten aufweist [33], wird dies im Berechnungsmodell nicht explizit berticksich-
tigt. Das Berechnungsmodell entspricht einem elastischen Verfahren, in dem die maximalen Rand-
spannungen infolge der Belastung nach Theorie 2*" Ordnung durch die Fliessgrenze des Materials
begrenzt wird.

Das gleiche Modell wird auch fiir die Berechnung von Knicklasten zentrisch gedriickeer Stiit-
zen aus hochlegierten Stihlen verwendet. Die dabei angenommenen Imperfektionsbeiwert o sowie
die Grenze des Plateaus A, werden je nach Bearbeitung der Profile und Querschnittsform
bestimmt. Auch bei diesem Modell wird das bei Raumtemperatur nichtlineare Verhalten des Mate-
rials nicht explizit beriicksichtigt.
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4.2 Neue Berechnungsmodelle zum Knicken im Brandfall

Im Kapitel 3 sind die mechanischen Grundlagen zum Biegeknicken erldutert und die unterschied-
lichen Einfliisse anhand numerischer Berechnungsmodelle quantifiziert. Aufbauend auf die dabei
gewonnenen Erkenntnisse werden zwei vereinfachte Berechnungsmodelle zum Knicken von Stiit-
zen mit nichtlinearem Materialverhalten entwickelt. Das erste vereinfachte Berechnungsmodell
(Spannungsmodell), welches im folgenden Abschnitt erldutert wird, fasst den Knickvorgang als
Spannungsproblem auf. Dabei werden die Verformungen durch ein elastisches Berechnungsmodell
abgeschitzt und die dabei entstehenden Randspannungen im meist beanspruchten Querschnitt
durch einen Maximalwert beschrinkt. Das zweite vereinfachte Berechnungsmodell (Gleichge-
wichtsmodell) entspricht dem im Kapitel 3.3.1 erlduterten Gleichgewichtsmodell. Dabei wird die
iterative Berechnung der Beziehung zwischen der Belastung, der Verformung und des Widerstan-
des durch vereinfachende Annahmen umgangen. Im Gegensatz zum Spannungsmodell, erfasst das
Gleichgewichtsmodell das mechanische Verhalten der gedriickten Stiitzen besser. Insbesondere
berticksichtigt dieses vereinfachte Modell, nebst einem nichtlinearen Stoffgesetz, die Gleichge-
wichtsbedingungen und die Vertriglichkeitsbedingungen. Dies ermdglicht nicht nur die Berech-
nung der Traglast, sondern auch des Last-Verformungs-Verhaltens der Stiitze bei sowohl zentri-
scher wie auch exzentrischer Belastung.

4.2.1 Vereinfachtes Spannungsmodell

Das vereinfachte Spannungsmodell berechnet die Randspannungen im meist beanspruchten
Querschnitt und beschrinkt diese durch einen Grenzwert. Dabei werden die Spannungen im Stiit-
zenquerschnitt anhand eines elastischen Modells mit Beriicksichtigung der Effekte 2" Ordnung
berechnet, wihrend der Grenzwert durch ein vereinfachtes Modell in Funktion der Stiitzen-
schlankheit und der Materialeigenschaften bestimmt wird. Bei schlanken Stiitzen entspricht dieser
der Proportionalititsgrenze, wihrend er fiir gedrungene Stiitzen oberhalb der Proportionalitits-
grenze jedoch unterhalb der Fliessgrenze liegt.

In Abbildung 4-3 sind die Last-Verformungs-Pfade unterschiedlich langer HEA200 Stiitzen
bei Raumtemperatur und bei 400°C ohne Beriicksichtigung von Eigenspannungen in einem N-
M-Interaktionsdiagramm dargestellt. Dabei ist die geometrische Imperfektion der zentrisch belas-
teten Stiitzen zu €, = L/1°000 angenommen und das Biegemoment in Stiitzenmitte ergibt sich aus
dem Produkt der Auslenkung Wi, || und der einwirkenden Normalkraft Ng. Nebst der Last-Verfor-
mungs-Beziehung, wurde der elastische (gestrichelte Linie) und der plastische Tragwiderstand
(strichpunktierte Linie) des Stiitzenquerschnittes ohne Berticksichtigung der Stabilitdt dargestellt.
Bei kleinen Belastungen durch die Normalkraft Ng verhile sich die Stiitze vollkommen elastisch
und folgt der elastischen Last-Verformungs-Bezichung gemiss Gleichung 3.2 (punktierte Linie).
Sobald die maximalen Randspannungen die Proportionalititsgrenze {iberschreiten, kommt es zu
einem Steifigkeitsverlust, was zu einem gegeniiber der elastischen Losung weicheren Verhalten
fihrt. Bei Raumtemperatur ist dies der Fall, sobald die Randspannungen die Fliessspannung fy
erreichen. Wird dieser Grenzwert iberschritten, kommt es wegen dem annihernd linear
elastischen - ideal plastischen Materialverhalten zu grossen Steifigkeitsverlusten, die unmittelbar
zum Versagen der Stiitze filhren. Wird der maximale Tragwiderstand dem Kreuzungspunke der
elastischen Losung (punktierte Linie) mit dem Grenzwert Gy = fy, (gestrichelte Linie) gleichge-
setzt, ergibt sich der Bemessungsansatz fiir zentrisch gedriickte Stiitzen gemiss Gleichung 4.1. Bei
erhohten Temperaturen wiirde dies dem Kreuzpunkt der elastischen Losung (punktierte Linie) mit
dem Grenzwert Gy = fp,e (gestrichelte Linie) entsprechen und somit der elastischen Losung
gemiss Gleichung 3.6. Es ist jedoch ersichtlich, dass bei Raumtemperatur dem Uberschreiten der
Proportionalititsgrenze unmittelbar das Stabilitdtsversagen der Stiitze folgt, dies jedoch bei erhoh-
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N/ Npio HEA200 S235 z-z (20°C) N/ Npip HEA200 S235 z-z (400°C)
1 -\ I\ \I T T T T | T T T | T T T | T T T ] 1 -\ I\ \I T T T T | T T T | T T T | T T T |

- —— Red. Ggw-Modell X 2poc E N T~ ——Red. Ggw-Modell g 2ec E

- Elastisch 0.50 E AN h Elastisch s 050 E

0.8 — — Plastisch 100 — 08 — — — Plastisch o 100 —
- 1.25 8 - N ~ 0 1.25 .

- 1.75 E Foa AN S v 175 1

- N < © 250 ..o

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
M/]Wp/,e

Abb. 4-3: Last-Verformungs-Pfad als Normalkraft-Biegemoment-Beziehung in StUtzenmitte dargestellt flr
zentrisch gedrlickten Stutzen (L/€, = 1'000) bei 20°C (links) und bei 400°C (rechts)

ten Temperaturen, besonders bei gedrungenen Stiitzen, nicht mehr der Fall ist. Im Gegensatz zum
linear elastischen - ideal plastischen Materialverhalten, ist der Steifigkeitsverlust beim Uberschrei-
ten der Proportionalititsgrenze nicht derart gross, was hauptsichlich bei gedrungenen Stiitzen eine
Laststeigerung ermoglicht. Diese ist bei sehr kurzen Stiitzen umso grésser, je kleiner die Zunahme
der Verformungen infolge Effekte 2" Ordnung ist (Abb. 4-3 rechts). Bei sehr schlanken Stiitzen
ist die Zunahme der Verformungen infolge wachsender Belastung viel grosser, so dass schon ein
geringer Verlust an Steifigkeit zum Versagen der Stiitzen fiihrt.

Das vereinfachte Berechnungsverfahren des Spannungsmodells begrenzt die Randspannungen
im meist beanspruchten Stiitzenquerschnitt in Funktion der bezogenen Stiitzenschlankheit. Wih-
rend der Grenzwert bei sehr schlanken Stiitzen der Proportionalititsspannung fj, o entspricht, so
wird dieser mit abnehmender Schlankheit grosser bis zu einer Schlankheit von A, wo die Fliess-
spannung fy,e erreicht wird. Der Grenzwert der maximalen Randspannungen wird in Funktion der
bezogenen Stiitzenschlankheit mit der Variablen o, beschrieben (Abb. 4-4 rechts). Fiir Stiitzen-
schlankheiten grosser als die Grenzschlankheit XK,grenz (GL 2.6) ist die Variable o, konstant und so
gewihlt, dass der Grenzwert der maximalen Randspannungen der Proportionalititsgrenze fj g ent-
spricht. Fiir Stiitzenschlankheiten kleiner als die Grenzschlankheit nimmt die Variable o mit
abnehmender Schlankheit parabolisch zu, bis zu einem Maximalwert von 1.0, der bei der bezoge-
nen Schlankheit A erreicht wird.

k XK_XK renz ? k N N
a, = [1--=L). | =80 4 P fiir Ak < Ak grenz (4.152)
r k k » 9
XO_xK,gren y
k _
o = EE fiir Ak 2 Ak grenz (4.15b)
y

In der Abbildung 4-4 links ist ersichtlich, wie die Zunahme der Variablen o, einer Drehung der
Grenzwertfunktion in einem N-M-Interaktionsdiagramm entspricht. Wihrend der Normalkraft-
widerstand der Stiitze durch die Erhdhung der Variablen o, vergréssert wird, verindert sich der
Biegewiderstand der Stiitze nicht. Dieser entspricht stets dem elastischen Biegewiderstand. Somit
wird die Grundgleichung zur Berechnung der Knicklast von Stahlstiitzen im Brandfall zu:
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Abb. 4-4: Drehung der Grenzfunktion der maximal erlaubten Randspannungen in Abhdngigkeit der
bezogenen Stutzenschlankheit bei Raumtermperatur.

N e,N
E 1 20 10 (4.16)
o, Ng Ne Ky
N, ky
wobei
nEl
bl 9 L

Beim Erreichen der Knicklast wird diese Bedingung gerade noch erfiille. Es entsteht somit eine fiir
NE quadratische Gleichung, die in Grundform der Gleichung 4.1 entspricht. Wird die einwirken-
de Belastung Ng der Knicklast Nk Ro gleichgesetzt, kann die Gleichung 4.16 wie folgt gelost wer-
den.

1 eOA k _2
O = 0.5(— T 9) (4.17a)
Oy Wel kp ’
k= 21 —— <10 (4.17b)
+ -
D+ | o Ak.o
Nk ro = XK'Afy,e (4.17¢)

Da die Variable 0, nur von der Stiitzenschlankheit, nicht aber von der Belastung Ng abhingig ist,
lasst sich die Knicklast rasch bestimmen. Die Abbildung 4-5 zeigt die Knickspannungskurven
nach obigen Gleichungen fiir eigenspannungsfreie HEA200 Stiitzen unterschiedlicher Schlankhei-
ten bei mehreren Temperaturen mit einer geometrischen Imperfektion von €y =L/ 1°000. Bei
Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als A = 0.10 wurde ein Stabilititsversagen ausge-
schlossen. Zusitzlich ist die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrmdn (Gl 2.4b) als oberer Grenz-
wert und die elastische Losung (Gl. 3.6) als unterer Grenzwert dargestellt. Verglichen werden die
Knickspannungskurven mit Traglasten, die mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell (Red.
Ggw-Modell) berechnet werden. Verglichen mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell kann das
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Abb. 4-5: Vergleich der Knickspannungskurve zwischen dem reduzierten Gleichgewichtsmodell, dem
Spannungsmodell und Eurocode bei erhdhten Temperaturen fUr eine zentrisch gedrickte Stutzen.

vereinfachte Spannungsmodell die Traglasten von zentrisch gedriickten Stiitzen bei unterschiedli-
chen Temperaturen besser wiedergeben als das Modell nach EN 1993-1-2. Insbesondere bei nied-
rigen Temperaturen kann das vereinfachte Spannungsmodell die Ergebnisse des reduzierten
Gleichgewichtsmodells besser abbilden. Wie in Abbildung 4-5 ersichtlich, folgen die Knickspan-
nungskurven des Spannungsmodells fiir schlanke Stiitzen der elastischen Losung gemiss
Gleichung 3.6 und kénnen das Tragverhalten eigenspannungsfreier Stiitzen in diesem Bereich sehr
genau beschreiben. Bei gedrungenen Stiitzen iiberschreiten die Randspannungen die Proportiona-
lititsgrenze. Obwohl das elastische Modell zur Berechnung der Randspannungen an Giiltigkeit
verliert, wird dieses beim vereinfachten Spannungsmodell auch fiir gedrungene Stiitzen verwendet.
Das Modell tiberschitzt somit die Biegesteifigkeit dieser Stiitzen, sobald die Randspannungen die
Proportionalititsgrenze iiberschreiten. Dementsprechend werden die Stiitzenverformungen wie
auch die einwirkenden Biegemomente nach Theorie 2*" Ordnung unterschitzt (Abb. 4-3 rechts).
Dieser Fehler wird durch die Wahl der Variablen o, teilweise korrigiert. Dennoch resultieren fiir
gedrungene HEA200 Stiitzen, die um die starke Achse belastet werden, zu hohe Traglasten, beson-
ders bei einer Temperatur von 200°C. Dabei {iberschreiten die berechneten Traglasten teilweise
den oberen Grenzwert, welcher durch die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrman gegeben ist
(Abb. 4-5 links). Dies ist auf die Vereinfachungen des erliuterten Spannungsmodells zuriickzufiih-
ren, bei dem im inelastischen Bereich der Knickspannungskurve die Vertriglichkeitsbedingung
nicht erfillt wird.

Die Resultate des vereinfachten Spannungsmodells und insbesondere deren Ubereinstimmung
mit den Traglasten des reduzierten Gleichgewichtsmodells sind hauptsichlich von der Wahl der
Variablen ¢ abhingig. Auf diese kann durch die Verschiebung der Plateaugrenze A, und der
Grenzschlankheit_XK,grenz Einfluss genommen werden. Die Plateaugrenze wird bei einer bezoge-
nen Schlankheit Ay = 0.1 festgelegt, wihrend die Grenzschlankheit mit dem Term Ag, erweitert
wird.

E
k_p_xsp (4.18)

Ak, grenz =

%

Der Einfluss der Verschiebung Xsp auf die Knickspannungskurve ist in Abbildung 4-6 oben fiir
zentrisch belastete Stiitzen bei zwei unterschiedlichen Temperaturen dargestellt. Dieser ist bei den
tieferen Temperaturen eher klein und auf einen kleinen Schlankheitsbereich beschrinkt. Bei den
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Abb. 4-6: Einfluss der Verschiebung der Grenzschlankheit um Xsp auf die Knickkurven bei 200°C (links)
und bei 700°C (rechts) fur eine zentrisch belastete Stlifze, die um ihre starke Achse knickt.

héheren Temperaturen wird der durch die Wahl von Xsp beeinflusste Schlankheitsbereich grosser
und erstreckt sich auf alle Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenzschlank-
heit. Durch die Verschiebung der Grenzschlankheit um Xsp konnen insbesondere bei Stiitzen, wel-
che um die starke Achse knicken, die Traglasten des Spannungsmodells besser an die numerisch
berechneten Werten angepasst werden. Zudem kann vermieden werden, dass bei niedrigen Tem-
peraturen der obere Grenzwert der Traglast, gegeben durch die Verzweigungslast nach Engesser-
Kdrmadn, {iberschritten wird (Abb. 4-6 oben links).

In Abbildung 4-7 sind die mit dem vereinfachten Spannungsmodell berechneten Traglasten
Nk sp mit denjenigen des reduzierten Gleichgewichtsmodells Ny 1, fiir unterschiedliche Stiitzen-
querschnitte und Temperaturen verglichen. Die Differenz der Traglasten ist relativ zu den Ergeb-
nissen des reduzierten Gleichgewichtsmodells angegeben, wobei eine positive Differenz bedeutet,
dass gegeniiber dem iterativen Berechnungsmodell, das vereinfachte Spannungsmodell hohere
Traglasten der Stiitze ergibt und somit auf der unsicheren Seite liegt.

ANK — NK, SP_NK, num (4.19)
I\IK, num NK, num

Die betrachteten Stiitzen sind zentrisch belastet, frei von Eigenspannungen und haben eine geo-
metrischen Imperfektion €, = L/1°000. Die Knickspannungskurven des vereinfachten Spannungs-
modells sind fiir jeden Stiitzenquerschnitt bei unterschiedlichen Stahltemperaturen mit den Resul-
taten des reduzierten Gleichgewichtsmodells verglichen. Fiir jede Temperatur ist die minimale und
die maximale Differenz sowie die mittlere Abweichung gemiss Gleichung 4.19 bestimmt
(Abb. 4-7 oben links). Die Extremalwerte der Differenzen pro Temperatur und Stiitzenquerschnitt
ergeben ein Mass der Ubereinstimmung des vereinfachten Spannungsmodells mit dem reduzierten
Gleichgewichtsmodell. In Abbildung 4-7 ist dieses Mass der Ubereinstimmung in Funktion der
Temperatur angegeben. Bei Stiitzen, die um ihre schwache Achse belastet werden, liegen die Trag-
lasten des vereinfachten Spannungsmodells gegeniiber denjenigen des reduzierten Gleichgewichts-
modells auch ohne Verschiebung der Grenzschlankheit in der Regel tiefer (oben rechts). Bei Stiit-
zen, die um ihre starke Achse belastet werden, ist dies hingegen nicht der Fall, wobei die
Uberschitzung der Traglast mit dem vereinfachten Spannungsmodell bei HEA-Profilen mit 14%
am grossten ist (Abb. 4-7 unten links). Eine Verschiebung der Grenzschlankheit um Xsp = 0.2 ver-
ringert diese auf etwa 8%, wihrend fiir Temperaturen von 700°C die maximale Unterschitzung
der Traglast durch das vereinfachte Spannungsmodell im Vergleich zum reduzierten Gleichge-
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Abb. 4-7: Maximaler und minimaler Unterschied der Traglasten berechnet mit dem Spannungsmodell
und dem numerischen reduzierten Gleichgewichtsmodell fUr zentrisch belastete Stutzen.

wichtsmodell etwa 12% betrigt (Abb. 4-7 unten rechts). Der Mittelwert aller Differenzen der
Traglasten nach Gleichung 4.19 nimmt mit zunehmender Temperatur ab und liegt zwischen +2%
und -4%. Des Weiteren ist zu beobachten, dass die Differenzen der Traglasten zwischen den bei-
den Berechnungsmodellen fiir dhnliche Querschnittstypen gleich ist. Dabei liegen die Resultate
des Spannungsmodells fiir IPE-Querschnitte sowohl fiir den Maximalwert wie auch fir den Mini-
malwert tiefer als bei HEA-Querschnitten. Die tiefsten Traglasten werden mit geschlossenen
Hohlquerschnitten erreicht.

Obwohl beim vereinfachten Spannungsmodell insbesondere bei den gedrungenen Stiitzen die
Vertriglichkeitsbedingung nicht erfiillt wird und die Nichtlinearitdt des Materialverhaltens nicht
explizit berticksichtigt wird, kénnen die Traglasten von zentrisch gedriickten Stahlstiitzen mit
einer Genauigkeit von etwa 10 % fiir alle Temperaturen und Schlankheiten berechnet werden.
Dies hauptsichlich, weil der Querschnittswiderstand der Stiitze durch die Variable o, in Funktion
der Stiitzenschlankheit berechnet wird, was eine bessere Anpassung der Knickkurve an das Trag-
verhalten von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten erleichtert. Obwohl das Spannungsmo-
dell fur eigenspannungsfreie Stiitzen mit einer unendlich grossen bezogenen Schlankheit der
genauen Losung sehr nahe kommyt, bleibt der empirische Charakter bei mittleren und gedrunge-
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nen Stiitzen erhalten. Im Anhang E.1 findet sich ein Berechnungsbeispiel, welches die Knicklast
einer zentrisch belasteten Stiitze bei erhéhter Temperatur mit dem vereinfachten Spannungsmodell
berechnet.

4.2.2 \Vereinfachtes Gleichgewichtsmodell

Die Grundlage fiir dieses vereinfachte Berechnungsmodell liefert das reduzierte Gleichgewichts-
modell aus Kapitel 3.3.1. Dabei werden fiir den Kontrollpunkt in Stiitzenmitte sowohl die Gleich-
gewichtsbedingungen wie auch die Vertriglichkeitsbedingung bei einem beliebigen Stoffgesetz
erfille. Das Momenten-Kriimmungs-Diagramm bildet dabei den Schliissel zur Beschreibung des
Zusammenspiels zwischen den von aussen einwirkenden Kriften und den inneren durch die Ver-
formung hervorgerufenen Widerstinden. In dieser Darstellung koénnen simtliche Effekte wie
Imperfektionen, Exzentrizititen, Eigenspannungen, Stiitzenschlankheiten und andere abgebildet
werden (Abb. 3-5 links). Die Hauptschwierigkeit des reduzierten Gleichgewichtsmodells liegt in
der iterativen Berechnung der Momenten-Kriimmungs-Bezichung fiir eine gegebene axiale Belas-
tung Ng bei nichtlinearem Materialverhalten (Abb. 3-4). Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell,
welches in der Folge erldutert wird, umgeht diesen Schritt, indem die Momenten-Kriimmungs-
Beziehung direkt durch ein vereinfachtes, analytisches Modell beschrieben wird.

Das Modell approximiert die Momenten-Kriimmungs-Beziehung hauptsichlich durch zwei
Fixpunkte, welche sich als Funktion der angreifenden Normalkraft und der nichtlinearen Materi-
aleigenschaften berechnen lassen. Der erste dieser beiden Fixpunkte entspricht dem elastischen
Widerstandsmoment My ¢ sowie der dazugehérigen Kriimmung Y, (Punke A in Abb. 4-8 rechts),
welche sich mit der anfinglichen Biegesteifigkeit Tyl nach Engesser-Kdarmdn (Gl. 2.5a und
Gl. 2.5b) folgendermassen berechnen lisst.

M =W, -f (1 L) 20 (4.20)
Noel = YWl "'po "\ " 'fpe = .
_ IVIN el

Xp = Tl (4.21)

Der zweite Fixpunkt der Momenten-Kriimmungs-Beziehung ist durch das infolge der einwirken-
den Normalkraft verkleinerte plastische Widerstandsmoment My und der dazugehérigen Kriim-
mung X, gegeben (Punke B® in Abb. 4-8 rechts). Fiir die Bestimmung des Widerstandsmoments
My,pi bei doppelsymmetrischen I-Querschnitten oder rechteckigen Hohlquerschnitten liefert Bap-
tista [3] die genaue analytische Losung. Vereinfachte Interaktionsformeln des Eurocodes stimmen
mit den Ergebnissen nach Baptista sehr gut tiberein und werden in der Folge fiir dieses vereinfach-
te Gleichgewichtsmodell verwendet.

Fir doppelsymmetrische I-Querschnitte mit Normalkraft und Biegung um die starke Achse

gilt
N
My o = W, - f -&,-(1— E)sw f (4.22)
N, pl pl"y.6 A fy’e pl -y, 0
wobei
a= A_zbthO.S und £ = . (4.22a)
A 1-0.5a
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Aufteilung der Materialbeziehung Momenten-Krimmungs-Beziehung
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Abb. 4-8: Erstellung der Momenten-Krimmungs-Beziehung bei nichtlinearem Materialverhalten durch
Aufteilung der Materialbeziehung.

wihrend fiir doppelsymmetrische I-Querschnitte mit Normalkraft und Biegung um die schwache
Achse folgende Gleichung gilt

_a\2 N
MN,pI = Wpl'fy,e[l —(T—_Z‘) J fir n>a mit N = A-fEe (4.23a)
Y,

Mnpt = Wor - fy0 firn<a (4.23b)
Bei rechteckigen Hohlquerschnitten kommt fiir beide Belastungsachsen Gleichung 4.22 zur
Anwendung, wobei bei der Bestimmung von a die Flanschdicke t; durch die Profildicke t ersetzt
wird. Zur Bestimmung der Kriimmung ,, wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in eine bili-
neare und eine nichtlineare Bezichung aufgeteilt. Als Ausgangspunkt fiir die Aufteilung dient die
Spannung Gy, welche sich aus der Normalkraft Ng geteilt durch die Querschnittsfliche ergibt
(Punkt A in Abb. 4-8 links). Das bilineare Materialverhalten hat einen E-Modul Eg im linear elas-
tischen Bereich der Entlastung und einen Verfestigungsmodul Sy im linearen plastischen Bereich
der Belastung. Dieser entspricht der Steigung zwischen den Punkten A und B, wobei der Punkt A
bei sehr kleinen Lasten der Proportionalititsgrenze entspricht, wihrend der Punkt B stets durch

die Fliessdehnung €, ¢ beschrieben wird.

fro—On _ fro—Tpe (4.24)

S = 7

Die Biegesteifigkeit S¢I der Stiitze im plastischen Bereich, bei einer Momentenbelastung grosser
als Mnes wird mit dem Knickmodul nach Engesser-Kdrmdn und dem Verfestigungsmodul §
berechnet (Gl. 2.5a und Gl. 2.5b). Die Kriimmung Y, ldsst sich mit folgender Gleichung abschit-

y,06 "EN Eyo~E€ppg

zen.

= M, pt =My el ,V_V|O_|23MN,D|_MN:G' (4.25)

Der nichtlineare Bereich der Momenten-Kriimmungs-Beziechung zwischen den Fixpunkten A
und B wird durch eine elliptische Funktion angenihert. Diese beginnt mit der Steigung Tk| beim
Fixpunkt A‘ und endet beim Fixpunkt B mit einer horizontalen Tangente. Anstelle der ellipti-
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schen Funktion, wire auch eine mathematisch einfachere, exponentielle Funktion denkbar. Diese
ist zwar einfacher zu formulieren, erfiillt jedoch die Randbedingung des horizontalen Plateaus
beim Fixpunkt B nicht und hat deshalb Schwierigkeiten die Momenten-Kriimmungs-Beziehung
gut anzunihern. Dies gilt auch fiir Stiitzen aus Aluminium oder hochlegierten Stahl, obwohl bei
diesen, im Gegensatz zu den Stahlstiitzen bei erhéhten Temperaturen, das Materialverhalten durch
den Exponentialansatz von Ramberg und Osgood [53] beschrieben wird (Anhang F). Das Materi-
alverhalten beeinflusst hauptsichlich die beiden Fixpunkte A und B sowie die Steifigkeit Tyl in
der Momenten-Kriimmungs-Beziehung, wihrend der nichtlineare Bereich zwischen den beiden
Fixpunkten hauptsichlich durch die Querschnittsgeometrie beeinflusst wird. Insbesondere die
Bestimmung der Kriimmung Xy ist stark vom Stiitzenquerschnitt abhingig, da bei I-Profilen, wel-
che um ihre schwache Achse belastet werden, viel grossere Rotationen erforderlich sind, um den
plastischen Biegewiderstand zu erreichen. Bei der Betrachtung von Stabilitdtsproblemen ist jedoch
eine gute Ubereinstimmung besonders bei kleinen Kriimmungen respektive Verformungen ent-
scheidend, wihrend die grosseren Kriitmmungen erst nach dem Erreichen der maximalen Traglast
im abfallenden Ast der Last-Verformungs-Beziehung hervortreten. Die elliptische Funktion zur
Beschreibung des nichtlinearen Bereichs der Momenten-Kriimmungs-Beziehung kann mit folgen-
den Gleichungen angenihert werden.

MR = MM,el_a""E' /\/CZ_(Xy_X)Z (4.26)

2
(MN, pl _MN, el)

= 4.26

a (Xy_xp).TKl—2-(MN7p|—MN,e|) ( a)

b= Ja (ty—xp) - Tyl +a’ (4.26b)
— a

c = J(xy—m - (xy—xp+ﬁ) (4.260)

Die Anniherung der Momenten-Kriimmungs-Bezichung durch Gleichung 4.26 beriicksichtigt
die Querschnittsgeometrie einerseits durch die Biegesteifigkeiten Tkl und Sl, anderseits durch die
infolge der Normalkraft reduzierten Biegewiderstinde My g und My . Zudem beriicksichtigt sie
die Materialeigenschaften des Stahls bei den erhhten Temperaturen und durch die Verwendung
des Tangentenmoduls Tg auch deren Nichtlinearitdt. Dies ermoglicht eine gute und zuverlissige
Niherung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung fiir simtliche Temperaturen und Querschnitts-
geometrien.

In Abbildung 4-9 sind die Momenten-Kriimmungs-Beziechungen bei unterschiedlicher Bean-
spruchung durch die Normalkraft Ng fiir ein Stiitzenprofil HEA200 bei den Temperaturen 200°C,
400°C und 700°C dargestellt. Die durchgezogenen Linien ergeben sich aus den iterativen Berech-
nungen des reduzierten Gleichgewichtsmodells gemiss Kapitel 3.3.1, wihrend die gestrichelten
Linien die Ergebnisse der Gleichung 4.26 darstellen. Wird die Stiitze um ihre starke Achse belastet
(links), so kann die Momenten-Kriimmungs-Beziehung insbesondere bei den héheren Temperatu-
ren fiir alle Beanspruchungen infolge Normalkraft sehr gut angenihert werden. Die grdsseren
Abweichungen, welche bei 200°C vorhanden sind, kénnen primir auf das Materialverhalten des
Stahls zuriickgefiihrt werden. Dieses weist bei den niedrigen Temperaturen einen grossen elasti-
schen Bereich auf, gefolgt von einer starken Kriimmung in der Spannungs-Dehnungs-Beziehung,
welches einem plastischen Fliessplateau sehr nahe kommt. Der Verfestigungsmodul S, der sich bei
kleiner axialer Belastung durch den unteren Grenzwert der Gleichung 4.24 ergibt, ist durch den
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Abb. 4-9: Vergleich der mit der elliptischen Funktion berechneten Momenten-Krimmungs-Beziehungen
mit den Resultaten der numerischen Modelle aus Kapitel 3.3.1.
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Abb. 4-10: Last-Verformungs-Beziechung zentrisch gedrlckter StGtzen mit unterschiedlichen geometri-
schen Imperfektionen. Vergleich des numerischen mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell

hohen Wert der Proportionalititsgrenze f, g sehr klein, was zu einer zu grossen Kriimmung
nach Gleichung 4.25 fiihrt. Folglich wird der zweite Fixpunkt B* der Momenten-Kriimmungs-
Bezichung in Abbildung 4-9 zu weit rechts geschitzt, was fiir Kriimmungen grosser als Xp ZU nied-
rigeren Biegewiderstinden fiihrt.

Ahnliches gilt fiir Stiitzenquerschnitte, die um ihre schwache Achse belastet werden (Abb. 4-9
rechts). Bei der Temperatur von 200°C wird die Tragfihigkeit des Querschnittes in Funktion der
Kriimmung mit der Gleichung 4.26 stark unterschitzt. Dies ist einerseits wiederum auf das Mate-
rialverhalten zuriickzufithren, anderseits werden sehr grosse Dehnungen benétigt, um bei einer
Belastung des H-Profils um die schwache Achse die voll plastische Tragfihigkeit My zu aktivie-
ren. Auch in diesem Fall liegt die Schwierigkeit in der Bestimmung des zweiten Fixpunktes B,
wobei die Unsicherheit hauptsichlich durch die Berechnung der Kriimmung X, gegeben ist. Bei
den héheren Temperaturen von 400°C und 700°C kann die Momenten-Kriimmungs-Beziehung
besser angenihert werden, weil die sanftere Kriimmung im Spannungs-Dehnungs-Diagramm eine
bessere Abschitzung des zweiten Fixpunktes B erlaubt.

Entscheidend fiir eine gute Beschreibung des Tragverhaltens der Stiitze ist jedoch nicht eine
gute Ubereinstimmung im nichtlinearen Bereich der Momenten-Kriimmungs-Beziehung, sondern
hauptsichlich die Ubereinstimmung der beiden Fixpunkte A* und B. Insbesondere der erste Fix-
punkt A° (Gl. 4.20 und 4.21) ist zusammen mit der Steifigkeit Txl von zentraler Bedeutung fiir
die Betrachtung von Stabilititsproblemen, denn bei zentrisch belasteten Stiitzen oder Stiitzen mit
geringer planmissiger Lastexzentrizitit wird die maximale Traglast bei sehr kleinen Kriimmungen
erreicht. Diese sind iiblicherweise nur geringfiigig grosser als die Kriimmung Y, des Fixpunktes A",
was der genauen Berechnung dieses Fixpunktes eine grossen Bedeutung zukommen lasst.

Wie schon im Kapitel 3.3.1 bei der Beschreibung des reduzierten Gleichgewichtsmodells
erldutert, wird bei der Betrachtung von Stabilititsproblemen das Gleichgewicht zwischen dem
riickhaltenden Biegewiderstand My rg und dem von aussen einwirkenden Biegemoment Mg,
(GL. 3.10) tiberpriift. Dabei werden Informationen tiber die Verformungsfigur der Stiitze benétigt,
um die Bezichung zwischen der Kriimmung % und der Auslenkung W, in Stiitzenmitte zu
beschreiben. Wird das Gleichgewicht zwischen den treibenden und riickhaltenden Kriften nur an
einem einzigen Kontrollpunkt in Stiitzenmitte tiberpriift, muss die geometrische Form der Verfor-
mungsfigur vorweg angenommen werden. Dabei ist es sinnvoll, bei zentrisch belasteten Stiitzen
eine Verformung affin zu einer Sinusfunktion und bei einer exzentrisch belasteten Stiitze eine para-
bolische Verformung anzunehmen (Kapitel 3.3.2). Die Beziechung zwischen der Stiitzenverfor-
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Abb. 4-11: Gleichgewicht der inneren Widerstandsmomente mit den von aussen einwirkenden Biege-
momenten fUr unterschiedlich grosse Belastung infolge der Normalkraft NE-

mung und deren Kriimmung in Stiitzenmitte wird somit mit den Gleichungen 3.11a und 3.11b
beschrieben. Die Gegeniiberstellung der einwirkenden Krifte 2" Ordnung (Gl. 3.10) mit den
inneren Widerstandskriften (GI. 4.26) erfolgt in Funktion der Stiitzenverformung gemiss
Abbildung 3-4. Die Stabilitit ist gesichert, wenn ein Verformungszustand gefunden werden kann,
der die treibenden mit den riickhaltenden Kriften ins Gleichgewicht bringt. Wiirde demzufolge
die Momenten-Kriimmungs-Beziechung nur bis zum Fixpunkt A® beriicksichtigt, wire ein Uber-
schreiten der Proportionalititsgrenze in der Stiitze nicht moglich, was zur elastischen Losung
gemiss Gleichung 3.6 fiithren wiirde.

Fiir eine gegebene Belastung N der Stiitze kann mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell
die Stabilitit ohne einen iterativen Berechnungsvorgang tiberpriift werden. Zudem erlaubt es, den
Verformungszustand der Stiitze fiir jeden Belastungszustand, der nicht zu einem Versagen fiihre,
abzuschitzen. Zwei ausgearbeitete Beispiele zur Berechnung der Traglast und der Verformung zen-
trisch und exzentrisch belasteter Stiitzen mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell sind im
Anhang E enthalten. Eine schrittweise Steigerung der axialen Belastung Ng erméglicht, den
gesamten Last-Verformungs-Pfad, sowie die maximale Traglast zu berechnen. Solche Last-Verfor-
mungs-Beziechungen fiir zentrisch gedriickte Stiitzen mit unterschiedlichen geometrischen Imper-
fektionen sind in Abbildung 4-10 dargestellt (gestrichelte Linie). Diesen gegeniibergestellt sind die
Ergebnisse der iterativen Berechnungen des reduzierten Gleichgewichtsmodells. Insbesondere bei
einer Belastung um die starke Achse der Stiitze liegen die Ergebnisse des reduzierten denjenigen
des vereinfachten Gleichgewichtsmodells sehr nahe, was auf die gute Abbildung des Momenten-
Kriimmungs-Verhaltens (Abb. 4-9 links) durch den elliptischen Ansatz (Gl. 4.26) zuriickzufithren
ist. Bei der Belastung um die schwache Achse der Stiitze ist besonders bei grosseren geometrischen
Imperfektionen eine deutliche Abweichung in der Beschreibung der Last-Verformungs-Beziechung
durch das reduzierte und das vereinfachte Gleichgewichtsmodell zu erkennen (Abb. 4-10 rechts).
Dies widerspiegelt die ungenauere Anniherung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung in Funkti-
on der Normalkraft Ng (Abb. 4-9 rechts). Solange die einwirkende Normalkraft klein bleibt und
die Randspannungen im Stiitzenquerschnitt die Proportionalititsgrenze nicht {iberschreiten, wird
sich der Gleichgewichtszustand im Momenten-Kriimmungs-Diagramm unterhalb des ersten Fix-
punktes A befinden. Dies ist in Abbildung 4-11 (a) und (b) der Fall. Da der Fixpunkt A® inner-
halb der Modellannahmen der genauen Losung entspricht, wird auch die Last-Verformungs-Bezie-
hung der genauen Losung folgen. Aus Abbildung 4-10 ist ersichtlich, dass diese der elastischen
Losung (Gl. 3.2) folgt, solange simtliche Spannungen im Querschnitt im elastischen Bereich blei-
ben. Wird die Normalkraft Ng grosser, so wird sich das Gleichgewicht bei einer grosseren Stiitzen-
verformung einstellen. Kommt es zu einer Teilplastifizierung des Querschnittes, wird sich das
Gleichgewicht zwischen den Fixpunkten A‘ und Bf einstellen. Nun ist die Annahme der Momen-
ten-Kriimmungs-Funktion entscheidend fir die Berechnung der Last-Verformungs-Bezichung.
Da der vorgeschlagene elliptische Ansatz zur Anniherung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung

die Ergebnisse des reduzierten Gleichgewichtsmodells nicht genau abbilden kann (Abb. 4-9
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Abb. 4-12: Vergleich der Traglasten des reduzierten mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell.
Oben: Knickspannungskurven. Unten: Maximale und minimale Differenz in Funktion der Temperatur.

rechts), kommt es zu Unterschieden bei der Beschreibung des Last-Verformungs-Pfades
(Abb. 4-10 rechts). Insbesondere bei grosseren geometrischen Imperfektionen entstehen grossere
Biegemomente, welche dazu fithren, dass sich das Gleichgewicht bei grosseren Kriitmmungen und
dementsprechend eher im nichtlinearen Bereich der Momenten-Kriimmungs-Beziehung einstellen
wird.

Fir zentrisch belastete Stiitzen mit kleinen Imperfektionen ist eine prizise Abbildung des
nichtlinearen Bereichs der Momenten-Kriimmungs-Beziehung nicht von zentraler Bedeutung, da
die maximalen Traglasten bei kleinen Verformungen erreicht werden. In Abbildung 4-12 oben
sind die Traglasten einer zentrisch belasteten HEA200 Stiitze fiir unterschiedliche Temperaturen
und Schlankheiten mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell berechnet und mit den Ergebnis-
sen des reduzierten Gleichgewichtsmodells (Kapitel 3.3.1) verglichen. Bei der Berechnung der
Traglasten ist bei Stiitzen, die um die starke Achse belastet werden, eine bessere Ubereinstimmung
vorhanden als bei Stiitzen, die um die schwache Achse belastet sind. Dies widerspiegelt wiederum
die Giite der Anniherung der Momenten-Kriimmungs-Beziehung in Abbildung 4-9. Die Unter-
schiede in den Ergebnissen des vereinfachten und jenen des reduzierten Gleichgewichtsmodells
bleiben jedoch fiir simtliche Temperaturen sehr klein. In Abbildung 4-12 unten ist fiir unter-
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Abb. 4-13: Knickkurven der exzentrisch belasteten Stltzen fUr unterschiedliche ExzentrizitGten und Tem-
peraturen. Vergleich zwischen dem vereinfachten mit dem erweiterten Gleichgewichtsmodell.

schiedliche Stiitzenprofile die Bandbreite der Abweichungen der Traglasten in Funktion der Tem-
peratur dargestellt. Fiir jede Temperatur ist die maximale und minimale Abweichung der Ergebnis-
se der beiden Modelle fiir Stiitzen mit einer bei Raumtemperatur bezogenen Schlankheit kleiner
als 2.5 berechnet worden. Das Verhiltnis zwischen den Traglasten Ny/Ng pym ist analog zu
Gleichung 4.19 berechnet. Die Differenzen der Ergebnisse kdnnen nun in Funktion der Tempera-
tur durch eine Bandbreite, die durch die maximale und minimale Abweichung gegeben ist, darge-
stellt werden (Abb. 4-12 unten). Zudem ist eine mittlere Abweichung tiber alle Schlankheiten fiir
jede einzelne Temperatur berechnet. Fiir die ausgewihlten Stiitzenquerschnitte, welche um die
starke Achse knicken (links), liegen die mittleren Traglasten des vereinfachten Gleichgewichtsmo-
dells etwa 1% tiefer als die Ergebnisse des reduzierten Gleichgewichtsmodells. Ausser beim rechte-
ckigen Hohlquerschnitt RRW120x60x4 liegen alle Traglasten des vereinfachten Gleichgewichts-
modells auf der sicheren Seite, wobei die Abweichung maximal 5% betrigt. Beim rechteckigen
Hohlquerschnitt kommt es zu einer grosseren Bandbreite, wobei die Traglasten mit dem verein-
fachten Gleichgewichtsmodell diejenigen des reduzierten Modells maximal 1% iibertreffen und
maximal 6% unterschreiten. Bei Stiitzen, die um die schwache Achse belastet werden, ist die Streu-
ung grosser, wobei mit einer Ausnahme alle Traglasten tiefer als die Ergebnisse des reduzierten
Gleichgewichtsmodells liegen. Bei den IPE-Profilen werden diese bei sehr hohen Temperaturen bis
zu 8% unterschitzt. Durchschnittlich liegen die Traglasten des vereinfachten Gleichgewichtsmo-
dells 3 bis 4% tiefer als jene des reduzierten Gleichgewichtsmodells.

Wie aus der Abbildung 4-12 unten erkennbar, sind die Abweichungen systematisch und fiir
dhnliche Querschnittstypen gleich. Dies ist auf den mechanischen Hintergrund des vereinfachten
Berechnungsmodells zuriickzuftihren und auf die Tatsache, dass das nichtlineare Materialverhalten
durch die Bestimmung der Fixpunkte A* und B* bei der Momenten-Kriimmungs-Beziehung expli-
zit beriicksichtigt wird. Da das vereinfachte Gleichgewichtsmodell stets die Vertriglichkeits- und
die Gleichgewichtsbedingungen fiir das gegebene Stoffgesetz erfiillt, wird die obere Grenze der
Traglast, welche durch die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrmdn gegeben ist, nie tiberschritten.
Dies wird durch die Bestimmung der Steifigkeit Tkl in der Momenten-Kriimmungs-Beziehung
sichergestellt.

In Abbildung 4-13 sind die Knickkurven von exzentrisch belasteten Stiitzen fiir unterschiedli-
chen Temperaturen (rechts) und Exzentrizititen (links) dargestellt. Im Allgemeinen werden die
Traglasten der exzentrisch gedriickten Stiitzen mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell gut
angenihert. Die Unterschiede zwischen dem vereinfachten und dem erweiterten Modell sind



4.2 Neue Berechnungsmodelle zum Knicken im Brandfall
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Abb. 4-14: Knickkurven asymmetrisch belasteter Stutzen bei unterschiedlichen Temperaturen und unter-
schiedlich linear verteilten Biegemomenten. Vergleich der Traglasten des vereinfachten Gleichgewichts-
modells mit den Ergebnissen des erweiterten Gleichgewichtsmodells.
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4 Vereinfachte Berechnungsmodelle zum Knicken

jedoch grosser als bei zentrisch gedriickten Stiitzen, da durch die zusitzliche Biegebelastung infolge
der Lastexzentrizitit, grossere Kriimmungen im Stiitzenquerschnitt erzwungen werden. Dadurch
wird sich das Gleichgewicht zwischen den von aussen einwirkenden Biegemomenten und den
inneren Widerstandsmomenten mehr vom Fixpunkt A® entfernen, als dies bei den zentrisch
gedriickten Stiitzen der Fall ist. Dieser nichtlineare Bereich in der Momenten-Kriimmungs-Bezie-
hung ist mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell schwieriger abzubilden (Abb. 4-9). Abwei-
chungen haben einen direkten Einfluss auf die Traglasten gedriickter Stiitzen, was im Gegensatz zu
den zentrisch gedriickten Stiitzen zu grosseren Unterschieden in den Knickkurven fiihrt
(Abb. 4-13). Insbesondere bei den niedrigen Temperaturen wird der Biegewiderstand des Quer-
schnittes in Funktion der Kriimmung durch das vereinfachte Gleichgewichtsmodell stark unter-

schitzt (Abb. 4-9 oben), was sich in einer Unterschitzung der Traglast der gedriickten Stiitzen
zeigt (Abb. 4-13).

Asymmetrische Belastung, linearer Momentenverlauf

Mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell kénnen auch Stiitzen betrachtet werden, die durch
eine Normalkraft und ein asymmetrisch linear verteiltes Biegemoment 1'* Ordnung belastet sind.
Wie schon beim reduzierten Gleichgewichtsmodell erliutert (Kapitel 3.4.3), muss bei diesen Stiit-
zen eine Annahme zur Verformungsfigur und zur Lage des meist ausgelenkten Stiitzenquerschnitts
getroffen werden. Da sich das vereinfachte Gleichgewichtsmodell lediglich durch die Berechnung
der Momenten-Kriimmungs-Beziechung vom reduzierten Gleichgewichtsmodell unterscheidet,
konnen die gleichen Annahmen zur geometrischen Form der Stiitzenbiegelinie getroffen werden.
Die Verformungsfigur wird somit nach Gleichung 3.23 bestimmt, wihrend die Lage des meist
ausgelenkten Stiitzenquerschnittes mit Gleichung 3.24 zu berechnen ist. Die Beziehung zwischen
der Verformung W und der Kriitmmung 7 beim meist ausgelenkten Stiitzenquerschnitt wird mit
der Variablen o gemiss Gleichung 3.25 beschrieben.

Die Traglasten asymmetrisch belasteter Stiitzen sind mit dem vereinfachten und dem erweiter-
ten Gleichgewichtsmodell fiir unterschiedliche Temperaturen und Schlankheiten berechnet und in
Abbildung 4-14 gegeniibergestellt. Bei Stiitzen, die um die starke Achse belastet werden (links), ist
eine sehr gute Ubereinstimmung der Resultate der beiden Modelle ersichtlich, mit Ausnahme der
Stiitzen, welche bei tiefen Temperaturen durch eine Momentenverteilung W = -0.5 belastet sind.
Fir positive Werte des Parameters W, welcher die Verteilung der Biegemomente beschreibt
(Abb. 3-15), ergeben sich aus dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell Traglasten, die etwas tiefer
liegen als diejenigen des erweiterten Gleichgewichtsmodells. Dies liegt einerseits in der Wahl der
Verformunggsfigur, die keine Konzentration der Kriimmungen in den meist beanspruchten Stiit-
zenquerschnitten erlaubt, und anderseits in der teilweise ungenauen Abbildung der Momenten-
Kriimmungs-Beziehung durch das vereinfachte Gleichgewichtsmodell. Dennoch kénnen die Trag-
lasten mit dem vereinfachten Modell sehr gut angenihert werden. Bei Stiitzen, die um ihre schwa-
che Achse belastet werden (Abb. 4-14 rechts), ist die Ungenauigkeit in der Berechnung der Trag-
lasten grosser. Die Ursache liegt hauptsichlich in der grosseren Schwierigkeit die Momenten-
Kriimmungs-Beziehung durch das vereinfachte analytische Modell abzubilden, besonders bei tie-
fen Temperaturen und grossen Kriimmungen. So kommt es zu einer starken Unterschitzung der
Traglasten bei den Stiitzen, die zusitzlich zur Normalkraft durch einen hohen Anteil an Biegung
belastet werden. Bei kleineren Werten des Parameters \ verbessert sich die Ubereinstimmung der
Ergebnisse der beiden Modelle. Stiitzen, die sowohl durch positive wie auch negative Biegemo-
mente 1" Ordnung belastet werden (Abb. 4-14 unten), weisen bei kleiner Normalkraftbelastung
eine geschwungene Verformungsfigur auf. Diese erzeugt grosse Kriimmungen entlang der Stiitzen-
achse, ohne dass diese grosse Verformungen aufweist. Steigt die Belastung durch die Normalkraft,
kommt es infolge der Effekte 2'" Ordnung zu einer Verschiebung des Wendepunktes der Verfor-
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4.3 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

munggsfigur in Richtung Auflager. Dies verursacht ein starkes Anwachsen der Stiitzenauslenkung,
ohne dass sich die Kriimmung im meist beanspruchten Querschnitt stark verindert. Somit verin-
dert sich die Beziehung zwischen der Stiitzenauslenkung und der Stiitzenverformung, wie dies
beim reduzierten Gleichgewichtsmodell zu beobachtet ist (Abb. 3-16 rechts). Die Verwendung des
vereinfachten Gleichgewichtsmodells ist deswegen nur fiir positive Werte W zu empfehlen, obwohl
die Ubereinstimmung der Traglasten in Abbildung 4-14 unten gut ist.

4.3 Zusammenfassung und Schilussfolgerungen

* Die Bemessungsverfahren des Eurocodes zur Berechnung der Knicklast von Stiitzen mit
nichtlinearem Materialverhalten, sei es fiir Stahlstiitzen im Brandfall oder Stiitzen aus Alu-
minium oder hochlegiertem Stahl bei Raumtemperatur, basieren auf Berechnungsmodellen
fiir linear elastisches Materialverhalten. Die Nichtlinearitit des Materialverhaltens ist in die-
sen Modellen durch die Wahl von Ersatzimperfektionen implizit beriicksichtigt.

* Die Bemessungsmodelle des Eurocodes und der SIA Normen fiir die Berechnung der Trag-
last zentrisch gedriickter Stiitzen im Brandfall sind sehr einfach in ihrer Anwendung, bekun-
den jedoch Miihe, die Traglasten bei unterschiedlichen Temperaturen korrekt zu erfassen.
Fiir Stiitzen mittlerer Schlankheit wird durch die Bemessungsmodelle beider Normen der
obere Grenzwert der Traglast, gegeben durch die Verzweigungslast nach Engesser-Kdrman,
teilweise iiberschritten.

* Das Modell nach Toh erlaubt die Berechnung der Traglast von zentrisch und exzentrisch
gedriickten Stahlstiitzen im Brandfall. Das Modell beriicksichtigt jedoch das nichtlineare
Materialverhalten nicht explizit und berechnet Traglasten, die bei gedrungenen Stiitzen den
oberen Grenzwert (Verzweigungslast) iiberschreiten.

* Das vereinfachte Spannungsmodell zur Berechnung zentrisch gedriickter Stiitzen mit nicht-
linearem Materialverhalten ist in seiner Anwendung sehr einfach, verletzt jedoch die Vertrig-
lichkeitsbedingungen bei Stiitzen mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenz-
schlankheit. Dieses Modell berechnet die Randspannungen im meist beanspruchten
Querschnitt nach der elastischen Theorie 2" Ordnung und begrenzt diese mit einem vari-
ablen Grenzwert in Funktion der Stiitzenschlankheit. Das vereinfachte Spannungsmodell
erlaubt die Abschitzung der Traglast zentrisch gedriickter Stahlstiitzen im Brandfall mit
einer Abweichung zur genauen Lsung bei gedrungenen Stiitzen von etwa 10%.

* Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell entspricht dem reduzierten Gleichgewichtsmodell,
wobei die Momenten-Kriimmungs-Beziehung durch ein einfaches Modell angenihert wird.
Dieses beschreibt die Momenten-Kriimmungs-Beziehung mit einer initialen Biegesteifigkeit
fir nichtlineares Materialverhalten nach Engesser-Kdrmdn und einer elliptischen Funktion
bis zum Erreichen des voll plastischen Tragwiderstandes. Die iterative Berechnung wird
somit vermieden.

¢ Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell erlaubt die Uberpriifung der Stabilitit zentrisch und
exzentrisch gedriickter Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten. Zudem erlaubt es eine
Abschitzung der Stiitzenverformung fiir eine gegebene Belastung und somit die Berechnung
des gesamten Last-Verformungs-Pfades der Stiitze. Mit dem vereinfachten Gleichgewichts-
modell kann die Stabilitit von Stiitzen sehr gut beurteilt werden.

* Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell ist zwar in der Berechnung aufwindiger als das ver-
einfachte Spannungsmodell, ermoglicht jedoch eine bessere Beurteilung der auf die Stiitze
einwirkenden und riickhaltenden Krifte, sowie eine Abschitzung der Schnittkrifte und Ver-
formungen 2*" Ordnung mit Berticksichtigung des nichtlinearem Materialverhaltens.
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5 Verzweigungslast der Platte

Das Tragverhalten von Stiitzen oder Trigern wird unter anderem stark durch die Querschnittssta-
bilitdt beeinflusst. Beult der Querschnitt aus, reduziert sich die Steifigkeit des Tragelementes, wel-
che bei der Betrachtung von globalen Stabilititsproblemen wie Knicken oder Kippen eine ent-
scheidende Rolle spielt. Im Kapitel 3 zum Tragverhalten von gedriickten Stiitzen wird aufgezeigt,
wie es durch die Effekte 2" Ordnung zu einer Mehrbelastung der dusseren Querschnittsbereiche
der Stiitze kommt. Tritt nun ein lokales Stabilitdtsproblem bei den meist beanspruchten Quer-
schnittselementen auf, so fiihrt dies neben der Reduktion des Querschnittswiderstandes zu einer
starken Reduktion der Steifigkeit und dementsprechend zu grosseren Verformungen, die je nach
Schlankheit der Stiitze zum Versagen fiithren konnen. Bei der Betrachtung globaler Stabilititspro-
bleme ist somit die Steifigkeitsinderung der einzelnen Querschnittselemente infolge der Belastung
von grossem Interesse. Einerseits verdndert sich die Steifigkeit dieser Elemente infolge der nichtli-
nearen Materialbeziechung, wie dies bei den Berechnungsmethoden zum Knicken in den Kapiteln
3 und 4 schon beriicksichtigt wird, anderseits wird die Steifigkeit durch die geometrische Stabilitit
der Querschnittselemente selber beeinflusst.

In diesem Kapitel gilt die Aufmerksamkeit derjenigen Belastung, die zum Ausbeulen der Quer-
schnittselemente und somit zu einem zusitzlichen Steifigkeitsverlust des gesamten Systems fiihrt.
Das Augenmerk gilt dem Tragverhalten von dreiseitig und vierseitig gelenkig gelagerten Platten,
welche in ihrer Ebene durch eine linear verteilte Belastung beansprucht werden. Nach einem
geschichtichen Riickblick auf schon vorhandene Berechnungsmodelle zur Verzweigungslast von
Platten werden zwei numerische Berechnungsmodelle erliutert, welche die Grundlage bilden zur
Entwicklung neuer analytischer Modelle zur Berechnung der Verzweigungslast von Platten mit
nichtlinearem Materialverhalten. Zum Schluss wird ein vereinfachtes analytisches Berechnungs-
modell vorgestellt, das eine unkomplizierte Niherungslésung des Verzweigungsproblems von drei-
seitig und vierseitig gelenkig gelagerten Platten mit linear verteilter Belastung ermoglicht.

5.1 Geschichtlicher Ruckblick

Zu den ersten, welche sich mit der Plattentheorien beschiftigten, gehéren Leonhard Euler und
Jakob Bernoulli. Leonhard Euler untersuchte die Durchbiegung und die Schwingung biegeweicher
Membranen und Jakob Bernoulli suchte eine Erklirung zu den Schwingungsversuchen von
Chladnis an biegesteifen Platten [44]. Diese Versuche stammen aus dem Jahre 1787 und sind die
ersten, welche die Beulfiguren von Platten bei unterschiedlichen Lagerungsbedingungen sichtbar
machten. In den folgenden Jahren wurde insbesondere in Frankreich eine mathematische Losung
fir das Beulproblem gesucht. Es dauerte jedoch bis zum Jahr 1820, als Navier fur allseitig gelenkig
gelagerte Rechteckplatten mit gleichmissig verteilter Belastung eine zufriedenstellende Losung
fand. Zudem stellte er fiir eine an den Rindern gedriickte Platte die Differentialgleichung auf und
lieferte somit einen wesentlichen Beitrag fiir folgende Forschungsarbeiten. Weitere 30 Jahre spiter
unterstrich Kirchhoff die Richtigkeit der Plattendifferentialgleichung von Navier, wobei er diese
auch fir Platten mit grossen Durchbiegungen erweiterte. In den folgenden Jahren befassten sich
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weitere Forscher mit der Plattentheorie, unter anderem Airy, Bryan und Timoshenko. Insbesonde-
re der letztgenannte befasste sich mit der Verzweigungslast von Platten und gab diese in einem
umfassenden Werk [73] fiir Rechteckplatten mit unterschiedlichen kinematischen und statischen
Randbedingungen an. Weil die strenge Losung der Plattendifferentialgleichung schwierig zu fin-
den ist, entwickelte Timoshenko eine Niherungsmethode, welche auf der Energiebetrachtung des
Systems basiert. Dabei wird zur Bestimmung der Verzweigungslast der Platte die Zunahme der
Forminderungsarbeit beim Ausbeulen, der freigesetzten Arbeit durch die Verschiebung der von
aussen an das System angreifenden Druckkraft gleichgesetzt. Durch eine Variation der Verfor-
mungsfiguren konnte Timoshenko fiir die unterschiedlichen kinematischen und statischen Rand-
bedingungen der Platten deren Verzweigungslast berechnen.

Die Losungen des Verzweigungsproblems von Timoshenko basieren auf linear elastischem
Materialverhalten und haben nur solange Giiltigkeit, bis die Vergleichsspannung im Plattenquer-
schnitt nirgends die Proportionalititsgrenze iiberschreitet. Dies ist bei Platten mit einer grosseren
bezogenen Schlankheit als die Grenzschlankheit }_”P,grenz der Fall. Bei der Betrachtung von Platten
mit nichtlinearem Materialverhalten, wie zum Beispiel Stahl bei erhohter Temperatur, kann die
Grenzschlankheit mit folgender Gleichung angegeben werden.

E
= (5.1)
kp

Ap, grenz =

K’\_‘

Obwohl es sich bei Platten, im Gegensatz zum Knickstab, um ein zweidimensionales Stabilitdts-
problem handelt, entspricht die Grenzschlankheit fiir Platten Xp,grenz genau derjenigen fiir Knick-
stabe Ak grenz (Gl. 2.6 und Tab. 2-1). Beide sind einzig eine Funktion des Verhiltnisses der Reduk-
tionsfaktoren des E-Moduls und der Proportionalititsgrenze. Ist die Platte gentigend gedrungen,
kommt es vor dem Erreichen der Verzweigungslast zu Plastifizierungen, die bei den Berechnungen
beriicksichtigt werden miissen. Dies erkannte auch Bleich, der im Jahre 1924 seine Theorien zur
Verzweigungslast von Platten mit nichtlinearem Materialverhalten veréffentlichte [6]. Wihrend
Forscher wie Bijlaard und Stowell eine eher rationale Losung des Problems suchten, versuchte
Bleich eine einfach anwendbare Niherungslosung zu finden. In seinen Untersuchungen, befasste
er sich hauptsichlich mit der durch gleichmissige Linienlast beanspruchten orthotropen Platte,
mit welcher er das zweidimensionale plastische Verhalten abzubilden versuchte. Die von ihm vor-
geschlagene Niherungslosung entspricht der Losung der isotrop elastischen Platte, ergidnzt durch
den Beiwert «/?E (Gl 5.2). Dieser Beiwert entspricht in seinen ersten Publikationen dem Verhilt-
nis des Knickmoduls T nach Engesser-Kdrman (Kapitel 2.3.1) zum E-Modul E, wihrend er in
den spiteren Publikationen den Knickmodul durch den Tangentenmodul T ersetzte.

O¢r =

(5.2)

M.(z)z.k

12(1=v%) P

Dabei bezeichnet b die Plattenbreite, t die Plattendicke (Abb. 5-1) und K der Beulfaktor, welcher
die Lagerungs- und Belastungsbedingung der Platte beschreibt. Da der Tangentenmodul T von der
Belastung 6, abhingig ist, muss fiir eine gegebene Plattenschlankheit die Verzweigungslast iterativ
gesucht werden, wihrend fiir eine gegebene Belastung die zugehérige kritische Plattenschlankheit
analytisch ohne Iteration berechnet werden kann. Die Unsicherheiten der vereinfachten Losung
von Bleich betreffen einerseits den eher willkiirlich gewéhlten Beiwert A/’C_E, sowie anderseits die
Annahme der von der Verzweigungsspannung unabhingigen Querdehnzahl v im plastischen
Bereich. Zudem wird der Beulfaktor K in Gleichung 5.2 mit der Losung der isotrop linear elasti-
schen Platte berechnet. Dies vereinfacht zwar die Berechnungen, verunmdoglicht jedoch die
Beriicksichtigung von variablen Belastungen, die nur in den meist beanspruchten Plattenbereichen



5.1 Geschichtlicher Rickblick
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Abb. 5-1: Statisches Modell der Platte mit linear verteilter Belastung, Definition der Koordinaten sowie
Dehnungs-Verschiebungs-Beziehung der verformten Platte.

plastische Dehnungen verursachen, wihrend die weniger beanspruchten Plattenbereiche elastisch
bleiben.

Im Gegensatz zu Bleich betrachtet Chwalla das Verhalten der im nichtlinearen Materialbereich
belasteten Platte stets als isotrop, wobei der E-Modul in Funktion der Belastung in allen Richtun-
gen durch den Tangentenmodul T ersetzt wird. Auch bei diesem Ansatz treten die gleichen Unsi-
cherheiten wie bei der Losung nach Bleich auf. Die Losung nach Chwalla ergibt im Vergleich zur
Losung nach Bleich im nichtlinearen Bereich tiefere Verzweigungslasten (Abb. 5-2 links), da die
versteifende Wirkung quer zur Belastungsrichtung mit einer kleineren Steifigkeit angenommen
wird.

Die Grundlage zur Bestitigung dieser Berechnungsmodelle bildete eine Serie von 359 Versu-
chen an Aluminiumplatten, die an der ETH Ziirich durch Kollbrunner durchgefiihrt und im Jahre
1946 veroftentlicht wurde [42]. Nebst verschiedener Schlankheiten und Breite-zu-Linge-Verhalt-
nissen wurden unterschiedliche Lagerungsbedingungen untersucht. Durch seine Beobachtungen,
insbesonders der sich verindernden Anzahl von sich ausbildenden Halbwellen beim Ausbeulen
von Platten im nichtlinearen Bereich des Materialverhaltens, konnte er das anisotrope Verhalten
solcher Platten bestitigen. Sowohl die Anzahl Halbwellen wie auch die Verzweigungslasten, welche
in den Versuchen gemessen wurden, liegen zwischen den Werten der theoretischen Modelle von
Chwalla und Bleich. Zudem beobachtete Kollbrunner bei seinen Versuchen, dass bei Platten, die
im elastischen Bereich ausbeulen, eine starke Steigerung der Belastung im iiberkritischen Bereich
moglich ist, wihrend Platten, die im nichtlinearen Bereich ausbeulen, nur eine geringe Mehrbelas-
tung tragen konnen.

Zeitgleich entwickelten mehrere Forscher weitere theoretische Modelle zur Berechnung der
Verzweigungslast von Platten im nichtlinearen Bereich des Materials. An dieser Stelle sei insbeson-
dere Iljuschin [25] erwihnt, der eine streng analytische Losung fiir das Stabilitdtsproblem im plas-
tischen Bereich des Materialverhaltens erarbeitete. Diese wertvolle Arbeit wurde von Kollbrunner
im zweiten Bericht der ,, Technische Kommission des Verbandes Schweizerischer Briickenbau- und
Stahlhochbau-Unternehmungen® erldutert und mit seinen eigenen Versuchen verglichen [43]. In
den folgenden Jahren galt das Interesse der Forschung hauptsichlich der Berechnung des Tragwi-
derstandes von geometrisch imperfekten Platten, wihrend das Verzweigungsproblem von ebenen
Platten mit nichtlinearem Materialverhalten weniger Beachtung fand.
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5 Verzweigungslast der Platte

5.2 Numerische Berechnungsmodelle

Die numerischen Modelle beruhen auf der von Timoshenko [74] vorgeschlagenen Betrachtung
der im System gespeicherten Energie. Durch Gleichsetzten der infolge kleiner Verformung an der
Platte geleisteten inneren und dusseren Arbeit, kann das Verzweigungsproblem von Platten mit
beliebigen kinematischen und statischen Randbedingungen gelost werden. Die Modelle beriick-
sichtigen den mehrdimensionalen Spannungszustand, wobei das nichtlineare Materialverhalten
durch eine isotrope Verfestigung und dem Fliessgesetz nach von Mises angenihert wird.

Die zwei in der Folge erliuterten numerischen Berechnungsmodelle unterscheiden sich in der
Beriicksichtigung der elastischen Entlastung. Analog zu den Betrachtungen beim Knickstab, ent-
spricht die Losung des Verzweigungsproblems ohne Beriicksichtigung der elastischen Entlastung
der maximalen Belastung, fiir welche eine perfekt ebene Platte nicht ausbeult. Erst durch eine fini-
te Verformung der Platte kommt es zu einer elastischen Entlastung, die einen Beitrag zur Platten-
steifigkeit leistet und somit eine hohere Belastung ermdglicht. Obwohl, wie von Shanley gezeigt
[64], dies nicht der theoretischen Losung des Verzweigungsproblems entspricht, kommt dieser
Losung eine wichtige Bedeutung zu, denn sie beschreibt die maximale Last, die von der Platte auf-
genommen werden kann, ohne dass Umlagerungen der inneren Krifte benétigt werden, wie dies
im tiberkritischen Bereich der Fall ist.

5.2.1 Modell mit Berlicksichtigung der elastischen Entlastung

Das numerische Berechnungsmodell besteht hauptsichlich aus zwei Schritten. Im ersten wird der
Spannungs- und Verzerrungszustand der unverformten Platte infolge der in der Plattenebene wir-
kenden Linienlast  berechnet. Da die Platte nur in x-Richtung belastet wird und sich entlang
ihres gesamten Umfangs in y-Richtung frei verschieben kann, entsteht ein einachsiger Spannungs-
zustand. Dieser wird durch die Spannung oy o beschrieben, wihrend der dazugehérige raumliche
Verzerrungszustand durch den Tensor g;; ) gegeben ist.

In einem zweiten Schritt wird die Platte durch eine infinitesimal kleine Verformung W und
einer angenommenen Verformungsfigur von ihrer ebenen Lage ausgelenkt. Bei dieser Verformung
entstehen zusitzliche Verzerrungen Ag;;, die zusitzliche Spannungen AGj; verursachen. Genauere
Angaben zu den verwendeten Materialmodellen sind im Anhang A enthalten. Aus den zusitzli-
chen Spannungen und Dehnungen lisst sich die Deformationsenergie respektive die infolge der
Verformung geleistete innere Arbeit berechnen und der durch die Verschiebung der Angriffspunk-
te der Linienlast q geleisteten dusseren Arbeit gegeniiberstellen. Heben sich diese gerade auf, so ist
die gespeicherte Energie in der Platte gegentiber der Plattenverformung indifferent, was dem kriti-
schen Zustand des Verzweigungsproblems entspricht. Die Belastung q stimmt dann mit der Ver-
zweigungslast der Platte fur die gegebenen statischen und kinematischen Randbedingungen iiber-
ein. Bei dieser Berechnung hat die Annahme beziiglich der geometrischen Form der Mittelfliche
der ausgebeulten Platte einen entscheidenden Einfluss auf die Verzweigungslast.

Die Berechnung der inneren Arbeit U; infolge der infinitesimal kleinen Verformung W ergibt
sich als Summe der am Volumenelement dV geleisteten Verformungsarbeit. Dafiir wird das Plat-
tenvolumen in allen drei Dimensionen in finite kleine Volumenelemente aufgeteilt. Fiir jedes die-
ser Elemente werden die zusitzlichen kleinen Verzerrungen Ag;j; infolge der Plattenverformung w
berechnet und dem urspriinglichen Verzerrungszustand €;;  aus dem ersten Schritt tiberlagert.

2
Ag, = %)% = -z %—)—(yz-v mit U = —%\L:Z (5.3a)
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5.2 Numerische Berechnungsmodelle
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Abb. 5-2: Links: Vergleich der Berechnungsmodelle bei einer vierseitig gelenkig gelagerten Platte.
Rechts: Berechnung der inneren Arbeit, welche am Volumenelement geleistet wird.

_ov_ _ dw o ow

Aey = Jy = -z ay2 mit V = —ayZ (5.3b)
_ Ju av a W Ay Xy

AYyy = Ayyy = ay x -2z axay und Ag,, 5 (5.3¢)

Die kinematischen Beziehungen 5.3a bis 5.3 ¢ beruhen auf der Annahme, dass die Querschnitte
eben bleiben (Navier-Bernoulli-Hypothese), sowie auf der Vereinfachung, dass alle Punkte einer
zur Mittelfliche normalen Achse (Punkte A und B in Abb. 5-1 rechts), die gleiche vertikale Ver-
schiebung W erfahren. Aus dem nun bekannten Verzerrungszustand wird mit den Materialmodel-
len des Anhangs A der zugehérige ebene Spannungszustand berechnet. Kommt es zu Plastifizie-
rungen entstehen Spannungen Gy, die integriert iiber die Plattendicke mit der Belastung g nicht
im Gleichgewicht sind. Dies ist so, weil bei der elastischen Entlastung eine grossere Steifigkeit vor-
handen ist und es somit fiir die gleichen Verzerrungen zu einer grésseren Reduktion der Spannun-
gen kommt als in den Plattenbereichen, die eine Zunahme der Belastung erfahren (Abb. 5-2
rechts). Um dies zu korrigieren wird einzig in x-Richtung eine zusitzliche tiber die Plattendicke
konstante Dehnung €xq eingefiihrt. Diese wird iterativ so gesucht, bis das Gleichgewicht zwischen
der dusseren Belastung g und den inneren Spannungen O, in jedem Punke der Platte erfiillt ist.

Fir die Berechnung der inneren Arbeit wird nun die an jedem Volumenelement geleistete
Deformationsarbeit berechnet und summiert. Dabei werden alle drei Spannungs- und Dehnungs-
komponenten betrachtet, die den ebenen Spannungszustand beschreiben. In Abbildung 5-2 rechts
ist die Berechnung der inneren Arbeit durch die schraffierte Flichen gekennzeichnet. Dabei wird
unterschieden, ob ein Punke in der Platte durch die Verformung zusitzlich belastet oder entlastet
wird. Bei einer zusitzlichen Belastung entspricht die innere Arbeit der schraffierten Fliche ABCD,
wihrend bei einer Entlastung die innere Arbeit der Fliche ADEF entspricht. Durch Integration
der Spannungen und Dehnungen iiber das Plattenvolumen kann die geleistete innere Arbeit U; fiir
jede gegebene Verformung berechnet werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die vierseitig und die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte
(Abb. 5-1) mit folgenden Verformungsfiguren betrachtet, wobei die Variablen mund n die Anzahl
Halbwellen in x- bezichungsweise y-Richtung bezeichnen, wihrend @ und b den Kantenlidngen der
rechteckigen Platte entsprechen.
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W(X,y) = w,- COS(%() . Cos(n—gy) vierseitig gelenkig gelagert (5.4a)
WX, y) = W, - % COS(m:X) dreiseitig gelenkig gelagert (5.4b)

Durch die Verformung der Platte verschieben sich die Lastangriffspunkte der linear verteilten Lini-
enlast, wobei eine dussere Arbeit U, geleistet wird. Die Verschiebung AX (Abb. 5-1) ist einerseits
von der Plattengeometrie und von der Verformungsfigur abhingig, anderseits aber auch von den
zusitzlichen Stauchungen &g die benétigt werden um in x-Richtung das Gleichgewicht zwischen
den inneren Spannungen und der dusseren Belastung Q herzustellen. Die Verschiebungen AX kon-
nen somit in einen elastischen und einen plastischen Anteil aufgeteilt werden, wobei der letztere
nur infolge der zusitzlichen Stauchungen €,  entsteht. Werden die Terme hoherer Ordnung ver-
nachlissigt, kann die folgende quadratische Beziehung der elastischen Verschiebung zur Platten-
verformung erstellt werden.

I+ a 1
AXy = a-— j‘ a\: 5-‘- (5.5)

-a/2 -a/2
2
AXg = WS (n;n) 2‘ (COS—bY) vierseitig gelenkig gelagert (5.5a)
> (mm\?a (y)? eitio oclenkio vel
AXgy = W - =) 1\ dreiseitig gelenkig gelagert (5.5b)

Durch Multiplikation der elastischen Verschiebung mit der linear verteilten Belastung g und Inte-
gration iiber die Plattenbreite ergeben sich folgende Ausdriicke fiir den elastischen Anteil der dus-
seren Arbeit. Dabei ist bei der dreiseitig gelenkig gelagerten Platte zu unterscheiden, ob sich bei der
linear verteilten Belastung der kleinere Randwert (|, beim freien Rand (Fall 1) oder beim gelen-

kig gelagerten Rand (Fall 2) befindet (Abb. 5-1 und Abb. 5-4 links).

Uy = —Wé : (m?n) ?’—2 “Qo(1 +y) vierseitig gelenkig gelagert (5.6a)

U& o = _W(z) . ( ) 2: do(W +3) dreiseitig gelenkig gelagert (Fall 1) (5.6b)
2

U& o = _Wé . (m‘;—t) 2—2 -gy,(3y +1) dreiseitig gelenkig gelagert (Fall 2)  (5.6¢)

Wie oben ersichtlich, ist der elastische Anteil der dusseren Arbeit eine quadratische Funktion der
Plattenverformung W, und hat stets ein negatives Vorzeichen, weil die dussere potentielle Energie
der angreifenden Belastung durch die Verschiebung in x-Richtung abnimmt. Der inelastische
Anteil der dusseren Arbeit ergibt sich aus der Integration der Stauchungen €, ; und der Belastung
tiber das gesamte Plattenvolumen.

Upe = I( LY (57)



5.2 Numerische Berechnungsmodelle

Die Verzweigungslast |y, respektive die Verzweigungsspannung G, entspricht derjenigen Belas-
tung, bei welcher die Summe der inneren und dusseren Arbeit infolge der Plattenverformung ver-
schwindet. Dies entspricht einem fiir die potentielle Energie der Platte gegeniiber der Verformung
gleichgiiltigen Zustand und somit der Definition des Verzweigungsproblems. Die Suche nach der
Verzweigungslast erfordert jedoch bei nichtlinearem Materialverhalten einen iterativen Berech-
nungsprozess.

Mit der beschriebenen Berechnungsmethode wird der gesamte Spannungs- und Verzerrungs-
zustand in der Platte erfasst. Dementsprechend ist die gegenseitige Beeinflussung zwischen den
Spannungen in Lingsrichtung, denjenigen in Querrichtung und den Schubspannungen bertick-
sichtigt. Nebst dem mathematischen Modell zur Beschreibung des Materialverhaltens, muss eine
Verformungsfigur der ausgebeulten Plattenmittelebene angenommen werden, wobei aus den még-
lichen Verformungsfiguren diejenige zu wihlen ist, welche zur kleinsten Verzweigungslast fiihrt.
Da es sich um infinitesimal kleine Verformungen handelt und die ebene Platte einen homogenen
Spannungs- und Verzerrungszustand erfihrt, scheint bei der vierseitig gelenkig gelagerten Platte
eine sinusférmige Verformung in beiden Richtungen respektive eine sinusférmige Verformung in
x- und eine lineare Verformung in y-Richtung fiir die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte sinnvoll
Zu sein.

Die Verzweigungslasten, welche sich durch dieses numerische Berechnungsverfahren ergeben,
sind in Abbildung 5-3 fiir vierseitig und dreiseitig gelenkig gelagerte Platten in Funktion der Plat-
tenschlankheit und der Belastung dargestellt. Es ist ersichtlich, dass bei schlanken Platten
Ap > Xp’grenz) das numerische Berechnungsmodell genau der elastischen Losung entspricht, wih-
rend bei gedrungenen Platten die Verzweigungslasten infolge des nichtlinearen Materialverhaltens
deutlich unterhalb der elastischen Losung liegen. Dieser Unterschied wird kleiner bei Platten, die
durch Druck und Biegung (W < 1.0) belastet werden. Dies, weil sich durch die ungleichférmige
Belastung sich der plastische Bereich insbesonders in den stirker beanspruchten Bereichen der
Platten ausbildet, wihrend diejenigen Bereiche mit niedrigerer Belastung elastisch bleiben. Des
Weiteren sind die Ergebnisse des numerischen Modells ohne Beriicksichtigung der elastischen Ent-
lastung dargestellt, sowie die Ergebnisse des analytischen Modells nach Iljuschin. Diese beiden
Modelle werden im Kapitel 5.2.2 respektive im Kapitel 5.3.1 beschrieben.

5.2.2 Modell ohne Berlicksichtigung der elastischen Entlastung

Wird die elastische Entlastung beim numerischen Berechnungsmodell nicht beriicksichtigt, so
ergibt sich in allen Richtungen eine iiber die Plattendicke konstante Steifigkeit. Dies erlaubt eine
vereinfachte Berechnung, wobei das Berechnungsmodell wiederum aus den zwei Hauptschritten
besteht, die im Kapitel 5.2.1 beschrieben sind. Wihrend der erste Schritt zur Berechnung des ein-
dimensionalen Spannungszustands an der ebene Platte unverindert bleibt, wird beim zweiten
Schritt zur Berechnung des zweidimensionalen Spannungszustands der ausgebeulte Platte das
Berechnungsverfahren geindert. In diesem Berechnungsschritt werden die Biegesteifigkeiten der
Platte in Funktion der Initialspannung oy o mit Beriicksichtigung des nichtlinearen Materialver-
haltens berechnet. Nach wie vor wird das Materialverhalten durch eine isotrope Verfestigung und
dem Fliessgesetz nach von Mises angenihert, wobei es sich bei dieser Problemstellung um einen
zweidimensionalen Spannungszustand handelt (Anhang A). Zur Berechnung der Steifigkeiten in
jedem Plattenpunkt infolge der Initialspannung G o, wird die Platte in ihrer Ebene in kleine Ele-
mente mit der Dicke t und Fliche dA aufgeteilt. Fiir jedes dieser Elemente werden die insgesamt
neun Steifigkeitskomponenten 96;/dg; berechnet, wobei die Indizes i und j die drei Belastungs-
richtungen X, Y, und Xy beschreiben. Bei dieser Berechnung werden die Elemente kleinen Dehnun-
gen 8¢,, 8¢, und 8¢,y unterworfen, um die daraus resultierenden Spannungen 86, 66, und 80,
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5 Verzweigungslast der Platte
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Abb. 5-3: Ergebnisse der numerischen Berechnungsmodelle. Verzweigungslasten von vierseitig (links)
und dreiseitig (rechts) gelenkig gelagerten Plaften in Funktion der Plattenschlankheit bei unterschiedli-
chem Materialverhalten und bei unterschiedlicher Belastung.



5.2 Numerische Berechnungsmodelle

zu berechnen. Mit folgender Gleichung lassen sich anschliessend die neun Steifigkeitskomponen-
ten berechnen.

_ J0; J0; J0; .
do; = a—%(-88X+a_8y-88y+E.8£Xy mit i = X, Yy, Xy (5.8)
Sind alle Steifigkeitskomponenten im Plattenelement bekannt, kann die Deformationsarbeit infol-
ge der Plattenverformung berechnet werden. Dazu werden die Biegemomente dm infolge des Aus-
beulens der Platte in Funktion der Plattenverformung W beschrieben. Da es sich um infinitesimal
kleine Auslenkungen handelt, kann die dabei geleistete Deformationsarbeit wie Folgt berechnet

1T 12 " 9xdy

werden.
sU . = Lam. 2% ga it =
T3 m; - ? mit ] = X, Y, Xy (5.9)
3 32 .32 ) 2
om = L [ﬁ oIw 99; oW, 9, B_W} (5.92)

dg, 9y’ 98y y’ CIy
Die gesamte innere Arbeit Uj, welche von der Platte geleistet wird, ergibt sich als Summe aller
Anteile der einzelnen Volumenelemente. Der inneren Deformationsarbeit wird die dussere Arbeit
U, gegeniibergestellt, welche durch die Verschiebung der Angriffspunkte der dusseren Belastung q
geleistet wird. Diese ldsst sich mit den Gleichungen 5.6a bis 5.6¢ berechnen, wobei der inelasti-
sche Anteil Ua,e nach Gleichung 5.7 nicht beriicksichtigt werden muss, da die Mittelebene der
Platte keine Dehnung in x-Richtung erfihrt. Wiederum erfolgt eine iterative Suche nach derjeni-
gen Belastung 0, die zum Verschwinden der Summe der inneren und dusseren geleisteten Arbeiten
fiihre.

In Abbildung 5-3 ist die Verzweigungslast fiir vierseitig und dreiseitig gelenkig gelagerte Plat-
ten mit unterschiedlicher Belastung in Funktion der Schlankheit bei unterschiedlichen Tempera-
turen dargestellt. Weil die elastische Entlastung nicht beriicksichtigt wurde, liegen die Verzwei-
gungslasten dieses Berechnungsmodells im plastischen Bereich tiefer als diejenige des numerischen
Modells mit Beriicksichtigung der elastischen Entlastung. Des Weiteren ist ersichtlich, dass eine
kombinierte Belastung aus Druck mit Biegung (y < 1.0) dazu fiihrt, dass die Ergebnisse der
numerischen Berechnungsmodelle sich der elastischen Losung annihern. Dies ist hauptsichlich
auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass Bereiche der Platte elastisch bleiben oder zumindest geringe-
re Plastifizierungen als die stark beanspruchten Bereiche erfahren. Da in diesen Plattenbereichen
die Beriicksichtigung der elastischen Entlastung von untergeordneter Bedeutung ist, verkleinert
sich die Differenz in den Ergebnissen der beiden numerischen Berechnungsmodelle. Dies ist auch
bei den Verzweigungslasten der dreiseitig gelenkig gelagerten Platte der Fall. Liegt der meistbean-
spruchte Bereich beim freien Plattenrand, so hat dies einen grdsseren Einfluss auf die von der Plat-
te geleistete Verformungsarbeit, als wenn der meistbeanspruchte Bereich am gelenkig gelagerten
Plattenrand liegen wiirde. Dies zeigt sich in einer grosseren Differenz der Ergebnisse der numeri-
schen Berechnungsmodelle beim Belastungsfall 2 gegentiber dem Belastungsfall 1.
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5.3 Vereinfachte analytische Berechnungsverfahren

Wird das nichtlineare Materialverhalten mit einer isotropen Verfestigung und dem Fliessgesetz
nach von Mises angenihert, so bedarf es eines iterativen Vorganges, um einen ebenen Spannungs-
zustand infolge einer gegebenen Verzerrung zu berechnen (Anhang A). Dies erschwert eine
geschlossene analytische Losung des Verzweigungsproblems von Platten mit nichtlinearem Materi-
alverhalten. Mit gewissen Vereinfachungen lassen sich jedoch analytische Niherungslosungen
angegeben. Einige davon werden in den folgenden Abschnitten erldutert.

Bevor eigene neue Ansitze zur Berechnung der Verzweigungslast von Platten mit nichtlinea-
rem Materialverhalten vorgestellt werden, wird das Berechnungsverfahren nach Iljuschin niher
erldutert. Dieses ist fir das Verstindnis der Tragwirkung von Platten mit nichtlinearem Material-
verhalten sehr hilfreich, obwohl sein Modell die Verzweigungslast von Platten mit Beriicksichti-
gung der elastischen Entlastung auf der Zugseite der Platte berechnet. Dies erschwert einerseits die
Berechnung und fihrt zu komplizierteren mathematische Ausdriicken und liefert anderseits zu
hohen Verzweigungslasten. Dies ist der Fall weil, wie in der Einfithrung des Kapitels 5.2 erldutert,
das Verzweigungsproblem fiir die ebene Platte ohne Beriicksichtigung der elastischen Entlastung
zu losen ist.

Nach den Erlduterungen zum Modell von Iljuschin wird das Verzweigungsproblem der elas-
tisch orthotropen Platte gelost (Kapitel 5.3.2). In einem ersten Schritt wird eine allgemeine
Losung gesucht, die in Belastungsrichtung und quer dazu die Zuordnung unterschiedlichen elasti-
schen Materialverhaltens ermdglicht. In einem zweiten Schritt wird diese allgemeine Losung fiir
die dreiseitig und vierseitig gelenkig gelagerte Platte fiir den Spezialfall elastischen isotropen Mate-
rialverhaltens mit den bekannten Losungen iiberpriift, wobei ein besonderes Augenmerk der
Annahmen der Verformungsfiguren gilt. In einem weiteren Schritt wird in Belastungsrichtung die
Steifigkeit in Funktion der Belastung und des nichtlinearen Materialverhaltens vermindert, wih-
rend quer dazu stets elastisches Materialverhalten angenommen wird. Die damit berechneten Ver-
zweigungslasten werden fiir unterschiedliche Plattenschlankheiten und Temperaturen mit den
Ergebnissen der numerischen Modelle sowie der analytischen Modelle von Bleich und Iljuschin
verglichen (Abb. 5-5). Basierend auf dieser Modellvorstellung wird im Kapitel 5.3.3 eine neues
analytisches Modell erldutert, welches das Verzweigungsproblem der Platte 16st, wobei auch die
Beeinflussung der Belastung auf die Plattensteifigkeiten in Belastungsrichtung und quer dazu
sowie der Drillsteifigkeit erfasst wird. Dieses neue analytische Modell erméglicht es, die spezielle
lastabhingige Anisotropie der Platte zu beschreiben und das Verzweigungsproblem fiir reinen
Druck aber auch fiir Druck mit Biegung zu losen. Ein Vergleich mit den Ergebnissen der numeri-

schen Modelle zeigt eine gute Ubereinstimmung (Abb. 5-7 und Abb. 5-8).

5.3.1 Losung von lljuschin

Das Berechnungsverfahren von Iljuschin ist in [43] von Kollbrunner beschrieben und beruht auf
den Annahmen von Ebenbleiben ebener Querschnitte sowie inkompressiblem Materialverhalten
(v =0.5) sowohl im elastischen wie auch im plastischen Bereich. Mit dieser Vereinfachung gelang
es ihm, im Jahre 1944 die Bezichungen zwischen den Biegesteifigkeiten sowie Schubsteifigkeiten
mit den Verzerrungskomponenten der Platte mittels Variationsrechnung herzuleiten und eine ana-
lytische Losung des Verzweigungsproblems jenseits der Proportionalititsgrenze herbeizuftihren.
Iljuschin betrachtet eine ebene Platte, die durch eine Linienlast q in x-Richtung belastet wird.
Der in der Platte verursachte eindimensionale Spannungszustand wird durch die Plastizitdtsfunkti-
on ® beschrieben, welche dem Verhiltnis der plastischen Dehnungen € zu den Vergleichsdeh-
nungen nach von Mises €, entspricht. Im Rahmen einer Variationsberechnung wird eine fiktive
infinitesimal kleine Ausbeulung der Platte betrachtet, wobei die geometrische Form der Platten-
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mittelfliche angenommen werden muss. Bei der Verformung entstehen unendlich kleine Inkre-
mente der Dehnungen und der Spannungen, aus denen die Biegesteifigkeiten in der Platte berech-
net werden kénnen. Mit diesen und der Differentialgleichung der Platte (Gl. 5.12) lisst sich fur
die angenommene Belastung ( eine Plattenschlankheit berechnen, die dem kritischen Zustand des
Verzweigungsproblems entspricht. Um diese sehr wichtige Arbeit fiir das Verstindnis des Tragver-
haltens von Platten mit nichtlinearem Material besser zu verstehen, werden in der Folge die wich-
tigsten Berechnungsschritte erldutert. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Berechnungen hat Koll-
brunner in [43] zusammengestellt.

Um die Biegesteifigkeiten respektive Schubsteifigkeit in Funktion des Verzerrungszustandes
der Platte beschreiben zu kénnen, miissen die Beziehungen zwischen den Dehnungen und den
Spannungen im inelastischen Bereich des Materials bekannt sein. Mit dem zweidimensionalen
Spannungszustand gemiss Anhang A und der Annahme eines inkompressiblen Materialverhaltens
(V= 0.5) ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den Dehnungen und den Spannungen.

£
o, = 4G(€x+ %Sy)(l -) mit ® = ;:ij_,l Plastizititsfunktion (5.10a)
_ 1 ) _ __E _E
o, = 4G(ey+zsx (1-w) and G = s = = (5.10b)
Ty = Tyx = Glyy(l —0) (5.10¢)

Dank diesen Bezichungen kénnen nun alle neun Steifigkeitskomponenten 00;/dg; der
Gleichung 5.8 analytisch berechnet werden. Diese beschreiben die Reaktion der Spannungen in
einer beliebigen Richtung der Platte in Folge einer kleinen Verinderung der Dehnung in einer
weiteren beliebigen Richtung. Fiir eine Platte, die nur in x-Richtung durch die Spannung Oy 0

belastet wird, ergibt sich folgende Steifigkeitsmatrix

6(5)( 4M_§ 2“ 0 88)(

8(5y = 2 4p 0| 88y (5.11)
8Ty, 0 0 W |8y,
= T
wobei 1 = G(1 —w) und § = Gx,o'm mit Tg = E (5.11a)

Da auch die Plastizititsfunktion ® von der Initialspannung G, , abhingig ist, hat diese auf alle 5
Steifigkeitskomponenten, die nicht Null sind, einen Einfluss. Wegen der Variablen & verindert
sich mit zunehmender Belastung auch das Verhiltnis der Steifigkeitskomponente in x-Richtung zu
derjenigen in y-Richtung. Diese spezielle Art der Anisotropie beeinflusst die Anzahl Halbwellen in
Belastungsrichtung beim Erreichen der minimalen Verzweigungslast einer vierseitig gelenkig gela-
gerten Platte. Die minimale Verzweigungslast ist, wie spiter fiir die orthotrope Platte erldutert,
einerseits von den Kantenlingen der Platte, anderseits vom Verhiltnis der Steifigkeiten in x- und
in y-Richtung abhingig (Gl. 5.20a).

Zur Beriicksichtigung der elastischen Entlastung unterteilt Iljuschin die Platte in eine obere
und eine untere Platte. Die obere erfihrt durch das Ausbeulen der Platte zusitzliche plastische Ver-
formungen, wihrend die untere eine elastische Entlastung erfihrt. Da die Zunahme der Spannun-
gen infolge der Verformungen im plastischen Bereich nicht der Abnahme der Spannungen durch
die elastische Entlastung entspricht, resultieren kleine Inkremente der Normalkraft 0N, 8Ny und
der Schubkraft 8N,y . Um einen Widerspruch mit den statischen Randbedingungen zu vermeiden,
muss analog zu den Berechnungen des Momenten-Kriimmungs-Diagramms der Stiitze (Abb. 3-4
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links), eine zusitzliche tiber die Plattendicke konstante Dehnung eingefiihrt werden. Diese stellt
das Gleichgewicht der Spannungen in den jeweiligen Richtungen wieder her und lisst die Inkre-
mente der Normalkrifte 8N,, 8Ny sowie der Schubkraft 8N,y verschwinden. Dies fithrt zu einem —
im Vergleich zum elastischen — vergrosserten plastischen Bereich in der Platte. Ist das Gleichge-
wicht der Normal- und Schubkrifte erfiillt, kdnnen die Biegesteifigkeiten 6M,, Sl\/ly und Sl\/lxyder
Platte berechnet werden, die zusammen mit folgender Differentialgleichung der Platte zur Losung
des Verzweigungsproblems von beliebig gelagerten, rechteckigen Platten mit gleichmissig verteilter

Belastung g (y = 1.0) fiihren.

a_ZSM +2.a_2,8|\/| +a_28|\/| = to az_\N (512)

PG X 0Xay Xy ayz y X0 e '
t/2

oM, = (0,2)dz (5.12a)
—t/2

Analog zum Verzweigungsproblem des Knickstabes wird bei der Berechnung der Verzweigungslast
der Platte fiir eine gegebene Belastung die zugehorige Plattenschlankheit bestimmt. Dies, weil alle
Steifigkeitskomponenten der Platte von der initialen Belastung abhingig sind und sich die Berech-
nung wegen des nichtlinearen Materialverhaltens nicht fiir die Verzweigungsspannung analytisch
16sen ldsst. Fiir eine vierseitig gelenkig gelagerte Platte mit gegebener Belastung in x-Richtung,
ergibt sich die minimale Verzweigungslast fiir eine einzige Halbwelle in Querrichtung (n = 1.0)
und m Halbwellen in Lingsrichtung.

_b fimorsve o (AT e s T
m_a'44(1——q))E mit ¢ = (1_ 2E) (1_ 2E) +4'1—(1—E—J§L5)m o

Mit der Annahme einer geometrischen Form der Mittelfliche der verformten Platte sowohl in x-
wie in y-Richtung affin zu einer Sinusfunktion lisst sich die Differentialgleichung der Platte 16sen.
Fiir die geometrische Plattenschlankheit Ap , welche der Losung des Verzweigungsproblem fiir die
angesetzte Initialspannung oy o entspricht, ergibt sich

- 1—0+31
Ap = EJM ) (1 + q)—E) (5.14)
Oy, 0 4(1-9)
Die zugehorige bezogene Plattenschlankheit Ap entspricht dem Verhiltnis der geometrischen
Schlankheit Ap zur Materialschlankheit A .

_ A
Tp = % mitAg = 7 /‘;—E (5.15)
E y

Bleibt die Initialspannung unterhalb der Proportionalititsgrenze, geht dieser Ausdruck in die
bekannte Form der Verzweigungslast fiir elastisches Materialverhalten tiber.

Bei der dreiseitig gelenkig gelagerten Platte wird die Verformungsfigur in Lingsrichtung affin
zu einer Sinusfunktion und in Querrichtung linear angenommen. Die minimale Verzweigungslast
wird fiir eine Halbwelle in Langsrichtung (M = 1) erreicht, wobei die entsprechende geometrische
Schlankheit, die der Losung des Verzweigungsproblem entspricht, folgendermassen zu bestimmen
ist
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_ B =9) [120%3T o by, o
xP_J oy a7 (8) rea-v)] 510)

Dabei wurde der letzte Term unter der Wurzel gegeniiber der Losung von Iljuschin modifiziert,
damit fiir Spannungen Oy unterhalb der Proportionalititsgrenze die Gleichung 5.16 der elasti-
schen Losung entspricht. In Abbildung 5-3 ist die Losung des Verzweigungsproblems nach Iljus-
chin mit den Ergebnissen der numerischen Berechnungsmodellen fiir vierseitig und dreiseitig
gelenkig gelagerten Platten verglichen. Der Vergleich ist nur fiir die Platten mit einer tiber ihre
Breiten konstanten Belastung q (y = 1.0) méglich, da die Losung nach Iljuschin keine linear ver-
teilte Belastungen zulidsst. Die gute Ubereinstimmung mit dem numerischen Berechnungsmodell,
welches die elastische Entlastung beriicksichtigt, ist besonders fiir die vierseitig gelenkig gelagerte
Platte bemerkenswert.

5.3.2 Elastisch orthotrope Platte

Die Formel von Bleich (Gl. 5.2) zur Bestimmung der Verzweigungslast bei nichtlinearem Materi-
alverhalten beruht auf analytischen Untersuchungen der orthotropen Platte. Mit dieser kann die
wegen der Plastifizierungen vorhandene Anisotropie der Platte welche bei den numerischen
Modellen durch Gleichung 5.8 beschrieben wird, annihernd erfasst werden. In den folgenden
Abschnitten werden die Grundlagen des Verzweigungsproblems bei der orthotropen Platte in
einem ersten Schritt fiir linear elastisches Materialverhalten erarbeitet, um diese in der Folge fiir
nichtlineares Materialverhalten zu erweitern.

Fiir linear elastisches Materialverhalten gelten folgenden Beziehungen zwischen den rdumli-
chen Verzerrungen und dem zweidimensionalen Spannungszustand.

_ _E _ ZE (Pw 9w
Ox = 1—vay(8X+Vy8y) T _vay(axz +Vyay2 (5.17a)
E Z- E, (9w, o'w
o, = —L (g, +V,&,) = — s + v, (5.17b)
1=V, y X 1=V, ayZ P
9*w
Ty = Gyy Ty = 226,y X9y und Ty, = Ty Yy = Yy (5.17¢)

Aus diesen und dem schon bekannten Verzerrungszustand kann die geleistete Verformungsarbeit
der gesamten Platte durch folgendes Integral berechnet werden.

U; = J‘%(exo)ﬁeyoy+%yrxy+%(ryx)dv (5.18)

Dieses Intergral ldsst sich analytisch 16sen und ergibt fiir die vierseitig gelenkig gelagerte Platte mit
einer Verformungsfigur gemiss Gleichung 5.4a folgenden Ausdruck, bei dem die unterschiedli-
chen Beitrige infolge Biegung um die x- und y-Achse sowie der Schubanteil der Verdrillung klar
ersichtlich sind.
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3
Ui = M(Eff\t,xv Wy (f)z%)[(%t)z +Vy(nﬁn)2} e

)
ﬁ%.wg.(%ryazb[@mx(grﬂ+ (519

(Cyy* Gy - t W2 (m_n)z(n_n)z@

12 0 la/ \bh/ 4
Da die dussere Arbeit bei der linear elastischen Platte nur aus dem elastischen Anteil gemaiss
Gleichung 5.6a respektive 5.6b oder 5.6¢ besteht, kann die Verzweigungslast durch Gleichsetzen
der inneren und dusseren Arbeit analytisch bestimmt werden. Zudem kann die Anzahl der Halb-
wellen mund n bestimmt werden, was zur folgenden minimalen Verzweigungslast fiihrt.

2
_ O _ T Emod (1)2
%o T T 2(1-vyy) \b (5.20)
wobei
a |E
m = 544/;1/ und n =1 Anzahl Halbwellen in x- und y-Richtung (5.20a)
X
2
Emod = [vyEX +2 /EXEy + VXEy +2(1 _vay)(ny + ny)] T3 v (5.20b)

Fir isotrop elastisches Materialverhalten vereinfacht sich der Ausdruck des modifizierten

E-Moduls zu folgendem Ausdruck

E

=k-E mit dem Beulfaktor k = 8

mod T+y (5.20¢)

In Abbildung 5-4 links ist der Beulfaktor K in Funktion der Verteilung der Linienlast q fiir eine
isotrop elastische Platte dargestellt und wird mit den Angaben des Eurocodes (EN 1993-1-5) und
den Berechnungen von Timoshenko [74] verglichen. Bei diesen wird anstelle der Gleichung 5.4a
ein grosseres Spektrum an moglichen Verformungsfiguren durch folgenden Ansatz angenommen

w = Z;: 12:: 1Wmn- cos(mf:x) : cos(n—gy) (5.21)

Je mehr Summanden in der Gleichung 5.21 beriicksichtigt werden, desto genauer kann die
Losung des Verzweigungsproblems angenihert werden. Wird nur ein Summand betrachtet, so ent-
sprechen die Beulfaktoren von Timoshenko der Gleichung 5.20¢, wihrend sie bei Beriicksichti-
gung sehr vieler Summanden gegen die Werte der Abbildung 5-4 links streben (strichpunktierte
Linie). Die genaue Losung des Verzweigungsproblems wird dabei durch einen oberen Grenzwert
angenihert. Je besser die Beulfigur erfasst werden kann, desto geringer werden die Beulfaktoren k.
Fir positive Werte W, kann die Beulfigur schon mit einem einzigen Summanden der
Gleichung 5.21 sehr gut beschrieben werden, was sich in der guten Ubereinstimmung der unter-
schiedlichen Ansitze zeigt. Bei negativen Werten Wy und insbesondere bei reiner Biegung
(y = -1.0) geniigt eine Beschreibung der Beulfigur mit Gleichung 5.4a nicht mehr, da der Beul-
faktor K nach Gleichung 5.20¢ berechnet bei reiner Biegung unendlich gross wird. Die Beulfakto-
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k 4-seitig gelagerte isotrope Platte k 3-seitig gelagerte isotrope Platte
25 T T m T T T T T T T T T T T T T 2 T T T T T T T TT T T T T T T T T
] | | ] [ | T | ]
C \k - 23i9 — — Timoshenko ] L EN 1993-1-5 ' p=1702 4
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Abb. 5-4: Beulfaktor in Funktion der Lastverteilung fUr eine isotrop elastische Platte, die vierseitig (links)
oder dreiseitig (rechts) gelenkig gelagert ist.

ren des Eurocodes liegen insbesondere bei negativen Werten W unterhalb der Niherungswerte von
Timoshenko.

Fir die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte mit einer geometrischen Form der ausgebeulten
Plattenmittelebene gemiss Gleichung 5.4b verschwindet bei der inneren Arbeit der Anteil infolge
Plattenbiegung in y-Richtung.

ab

3 3
E.t 4 G, +G )t 2
X 2 (mn) -ab+( x ) W(z) ' (mn)
a 24

Ui = 144(1 _vay)‘Wo'

-ab (5.22)
Zudem weist die Beulfigur, welche der minimalen Verzweigungslast entspricht, stets nur eine
Halbwelle (m = 1) in Lingsrichtung auf. Da es sich nun um ein asymmetrisches Problem handelt,
miissen die beiden Belastungsfille 1 und 2 (Abb. 5-4 rechts) unterschieden werden, wie dies schon
im Kapitel 5.2.1 notwendig war. Die Verzweigungslast ist durch die Gleichung 5.20 gegeben,
wobei der modifizierte E-Modul folgendermassen zu bestimmen ist.

i 2 6(1 -V |

Erod = | Ex- (g) + (—ZXL)(GXy + ny) 3 fllf Belastungsfall 1 (5.23a)
L T -
i 2 6(1=vyV i

Erog = | Ex- (g) + (—TCZLL)(GXy +Gyy) |- 3\|l4+ . Belastungsfall 2 (5.23b)

Fiir eine isotrop elastische Platte vereinfacht sich der Ausdruck des modifizierten E-Moduls, wobei
wiederum Gleichung 5.20¢ verwendet wird. Es ergeben sich folgende Beulfaktoren fiir unendlich
lange Platten (a» b).

b\2 . 6 4 24(1 —V)

k:[— +—1—v] > Belastungsfall 1 (5.24a)
(a) nz( ) v +3) nz(w+3) elastungsfa a
b\2 . 6 4 24(1 —V)

k:[— +—1—v] 5 Belastungsfall 2 (5.24b)
() + 509 5y S g
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In Abbildung 5-4 rechts ist der Beulfaktor in Funktion der Lastverteilung fiir beide Belastungsfille
dargestellt und mit den Angaben des Eurocodes verglichen. Die bemerkenswert gute Ubereinstim-
mung ist eine Folge der passenden Beschreibung der Verformungsfigur durch Gleichung 5.4b.
Diese wird durch die unterschiedlich verteilte Belastung ¢ nur sehr geringfiigig beeinflusst, so dass
der Einfluss auf die Verzweigungslast vernachlissigbar wird.

Nichtlineares Materialverhalten

Bleich [6] postuliert in seiner Arbeit, dass die Steifigkeit der Platte in Belastungsrichtung dem
Tangentenmodul T in Funktion der vorhandenen Spannung entsprechen muss, wihrend quer
dazu die Platte elastisch bleibt. Mit der analytischen Losung des Verzweigungsproblems gemiss
Gleichung 5.20 und dem modifizierten E-Modul gemiss Gleichung 5.20b fiir die vierseitig gela-
gerte Platte respektive der Gleichungen 5.23a oder 5.23b fur die dreiseitig gelagerte Platte ldsst
sich die Verzweigungslast berechnen. Dabei wird fiir die Steifigkeit in Belastungsrichtung E, der
Tangentenmodul T des Materials fiir die gegebene Belastung und quer dazu fir Ey der elastische
E-Modul eingesetzt. Vorausgesetzt, das Material folgt dem elastischen Gesetz, ergibt sich der
Schubmodul aus den Querdehnzahlen und E-Moduli in x- respektive in y-Richtung wiefolgt.

E,E
G=G,=G X

VT T E(THvy) FE(1+ V) (5.25)

mit E, = T(c,) und E, = E (5.25a)

In Abbildung 5-5 sind die Ergebnisse des Verzweigungsproblems der orthotropen Platte mit nicht-
linearem Materialverhalten mit der Gleichung von Bleich fiir vierseitig und dreiseitig gelenkig
gelagerte Platten verglichen. Fiir die vierseitig gelenkig gelagerte Platte sind die beiden Losungen
deckungsgleich, wihrend fiir die dreiseitig gelagerte Platte die Gleichung von Bleich hohere Lasten
als die Losung des Verzweigungsproblems der orthotropen Platte liefert. Die Ursache dafiir liegt in
der nicht korrekten Abbildung der Biegesteifigkeiten der Platte bei nichtlinearem Materialverhal-
ten. Beim Betrachten der Steifigkeitsmatrix D; i welche das Verhalten der Platte beschreibrt,
erkennt man eine starke Asymmetrie im plastischen Bereich des Materialverhaltens, gegeben durch
den Unterschied der Biegesteifigkeiten ny und Dyx-

Dj = DD, 0|=—"F |VEE 0 (5.26)
12(1 -V°) 5
0 0 D 0 0 2G(1-V)

Diese Asymmetrie in der Steifigkeitsmatrix ist fiir ein Materialverhalten, welches durch eine isotro-
pe Verfestigung und der Vergleichsspannung nach von Mises beschrieben wird (Anhang A), nicht
zuldssig. Mit einem solchen Materialverhalten muss sich eine symmetrische Matrix der Biegestei-
figkeiten ergeben, solange die Platte durch eine gleichmissig verteilte Linienlast q belastet wird. In
Abbildung 5-6 sind die Komponenten der Biegesteifigkeit mit dem numerischen Modell des Kapi-
tels 5.2.2 in Funktion der Belastung oy o berechnet und dargestellt. Es ist ersichtlich, dass alle
Komponenten im nichtlinearen Bereich an Steifigkeit verlieren, was jedoch in der Steifigkeitsmat-
rix gemiss Gleichung 5.26 nicht der Fall ist. Dies fithrt dazu, dass wihrend bei der vierseitig gelen-
kig gelagerten Platte die Losung von Bleich mit derjenigen der orthotropen Platte gut iiberein-
stimmt, dies fiir die dreiseitig gelagerte Platte nicht mehr zutrifft. In Abbildung 5-5 ist des
Weiteren ersichtlich, dass die Losung der orthotropen Platte fiir die vierseitig gelagerte Platte mit
den Ergebnissen des numerischen Berechnungsmodells des Kapitels 5.2.2 ohne Beriicksichtigung
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Serp/ fy,20°C 4-seitig gelagerte Platte (S235) Serp/ fy,20°C 3-seitig gelagerte Platte (S235)
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Abb. 5-5: Vergleich zwischen der Lbsung von Bleich und dem Verzweigungsproblem der orthotropen
Plafte bei einer vierseitig und einer dreiseitig gelenkig gelagerten Platte.

der elastischen Entlastung in etwa tibereinstimmt, wihrend sie fiir die dreiseitig gelagerte Platte
deutlich tiefer liegt.

Da sowohl die Gleichung nach Bleich wie auch die Losung des Verzweigungsproblems der
orthotropen Platte die Biegesteifigkeit fiir die gesamte Platte einheitlich berechnen, kénnen sie das
Verhalten von Platten mit linear verteilter Belastung (y < 1.0) im nichtlinearen Bereich des Mate-
rialverhaltens nicht korrekt beschreiben. Dafiir muss das Berechnungsmodell erweitert werden, da
sich die Steifigkeiten tiber der Plattenbreite in Funktion der Belastung q verindern. So weisen die
Plattenbereiche mit grosserer Belastung kleinere Steifigkeiten auf im Vergleich zu den weniger
stark belasteten Bereichen.

5.3.3 Modell mit belastungsabhdngiger Plattensteifigkeit

Wie in der Einfithrung zum Kapitel 5.3 erwihnt, wird das nichtlineare Materialverhalten durch
eine isotrope Verfestigung und die Fliessgrenze nach von Mises angenihert, was fiir die Berech-
nung des zweidimensionalen Spannungszustands ein iteratives Vorgehen erfordert. Dies erschwert
die mathematisch korrekte Erfassung des Verzweigungsproblems von Platten im nichtlinearen
Bereich des Materialverhaltens. Mit folgender Niherung fiir die Abhingigkeit der nun symmetri-
schen Steifigkeitsmatrix Dj; von der Initialbelastung Gy kann diese Schwierigkeit umgangen wer-

den.

3 T VE(1 - o) 0
Dj = ——— |VE(1-0) E(1-0) 0 (5.27)
12(1—=Vv") 2
0 0 2G(1-)(1-V)

In Abbildung 5-6 sind die einzelnen Steifigkeitskomponenten in Funktion der Belastung und fiir
unterschiedliche Temperaturen dargestellt. Es ist ersichtlich, dass zwar die Komponenten Dyy und
Dy, durch die Naherung sehr gut zu den numerischen Ergebnisse passen, die Niherung der Kom-
ponenten Dy, und D,y respektive Dy, die numerische Losung jedoch leicht unterschitzen. Die
Beziehung zwischen den Biegemomenten und den Kriimmungen in der Platte kann mit der Stei-
figkeitsmatrix folgendermassen beschrieben werden.
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Dji/ Dy Steifigkeitskomponenten (400°C) D;i/ Dy Steifigkeitskomponenten (600°C)
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Abb. 5-6: Abnahme der Steifigkeitskomponenten in Funktfion der Belastung fur nichtlineares Materialver-
halten. Vergleich des Modells nach Kapitel 5.2.2 mit dem N&herungsverfahren gemdss Gleichung 5.27.

oM, ) o*w/ax*
SMy = Dij . 8Xy = Dij . 82W/8y2 (5.28)
SMxy 81$}xy azw/axay

Zusammen mit der Differentialgleichung 5.12 der Platte lisst sich das Verzweigungsproblem fiir
nichtlineares Materialverhalten l6sen.

Vierseitig gelenkig gelagerte Platte

Bei der Losung des Verzweigungsproblems von vierseitig gelenkig gelagerten Platten mit einer line-
ar verteilten Linienlast g, miissen zwei Belastungszustinde betrachtet werden (Abb. 5-7 links).
Beim ersten Belastungszustand sind die Initialspannungen G, in der gesamten Platte entweder
unterhalb oder oberhalb der Proportionalititsgrenze (a). Beim zweiten Belastungszustand bleiben
die Initialspannungen in einem Plattenbereich unterhalb der Proportionalititsgrenze, wihrend in
der restlichen Platte diese iiberschritten wird (b). Bei diesem Belastungszustand miissen die elasti-
schen und plastischen Bereiche getrennt betrachtet werden. Fiir beide Belastungszustinde wird bei
der Berechnung der Verzweigungslast eine Verformungsfigur angenommen, die in beiden Rich-
tung affin zur Sinusfunktion ist (Gl. 5.4a)

Ist die gesamte Platte vollstindig elastisch, entspricht die Losung der Differentialgleichung fiir
die Verzweigungslast folgendem Ausdruck, wobei der Beulfaktor k nach Gleichung 5.20¢ zu
berechnen ist.

2
n Ek t)?2
. = (t (5.29)
a0 -vh (b)

Uberschreiten die Initialspannungen die Proportionalititsgrenze in der gesamten Platte, so miissen
die Plastifizierungen in der Steifigkeitsmatrix Dj; beriicksichtigt werden. Die Anzahl Halbwellen m
in Lingsrichtung wird sich nach dem Verhiltnis der Steifigkeitskomponenten D,y zu Dy, einstel-
len, wihrend in Querrichtung stets nur eine Halbwelle (n = 1) vorkommt. Wird die Anzahl Halb-



5.3 Vereinfachte analytische Berechnungsverfahren

Aufteilung der vierseitig gelagerten Platte Ger,0/ 1y,20°C 4-seitig gelagerte Platte (5235)
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Abb. 5-7: Links: Aufteilung der Platte in einen elastischen und plastischen Bereich. Rechts: Verzweigungs-
lasten far unterschiedliche Belastungen ¢ und Temperaturen 6.

wellen M in Lingsrichtung in der Berechnung beriicksichtigt, so ergibt sich aus der Differential-
gleichung 5.12 folgender Beulfaktor fiir die minimale Verzweigungslast nach Gleichung 5.29

4
kK= [Jtg(1-0)+ (1 -)]- Tty (5.30)
. a D a [1-
wobei m = 6.4 _XYDXX = 5.4 _TE(D (5.30a)

Wihrend fiir eine gleichmissig belastete Platte (¢ = 1.0) die Materialkennwerte ® und 7 eindeutig
bestimmt werden kénnen, verindern sich diese bei einer Belastung durch Druck mit Biegung
(W < 1.0) entlang der Plattenbreite (Abb. 5-7 links). Vereinfachend wird angenommen, dass diese
zwischen den Eckwerten ®; und , respektive Tg; und Tg, linear verlaufen. Fiir die Berechnung
der Beulfaktoren nach Gleichung 5.30 sind die jeweiligen Mittelwerte einzusetzten.

2

T, 71T
und g = ——F2 (5.31)

w =
2

Bleiben die Spannungen unterhalb der Proportionalititsgrenze geht die Gleichung 5.30 fiir die
Berechnung des Beulfaktors in diejenige der elastischen Platte iiber (Gl. 5.20¢). Uberschreitet
jedoch die grossere Eckspannung die Proportionalititsgrenze, wihrend die kleinere darunter
bleibt, so muss die Platte in einen elastischen und einen plastischen Bereich unterteilt werden,
wobei die Trennung der beiden Bereiche mit der Koordinate Y, beschrieben wird (Abb. 5-7 links).
Der Beulfaktor K setzt sich nun aus einem elastischen und einem plastischen Beulfaktor zusam-
men.

K= kgt kpl (5.32)
Die Anzahl der Halbwellen in Lingsrichtung kann bei dieser Belastung nicht direkt mit der
Gleichung 5.30a bestimmt werden, da die Steifigkeiten im elastischen und plastischen Bereich
unterschiedlich sind. Diese werden vereinfacht so bestimmt, dass die Ubergiinge zwischen der voll-
standigen elastischen, der elasto-plastischen und der vollstindig plastischen Losung stetig sind. Die
Anzahl Halbwellen m fiir den elastisch bleibenden Bereich der Platte wird somit mit den elasti-
schen Steifigkeiten berechnet, wihrend jene fiir den plastischen Bereich der Platten mit den plasti-
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schen Steifigkeiten berechnet wird. Dadurch ergibt sich folgender Beulfaktor fiir den elastischen
Bereich

ke = W1 +V)+n(1-V]- 70 (5.33)
: 1. Y, 1 . (21y 1 Yo 1 . (21my
mic = Gt geon( ) wd n=ieR-gen(RY 6

und folgender fiir den plastischen Bereich der Platte

_| 2o THTe) K| 4
Koy _[ Tt K1+(2v+ 2_0)) K, +2(1-V) K3} v (5.35)

wobei
_ 1 2(1_TE)b - .= _Y Yo 1 2my, 1
K, = 2—u+ b2y, -0 mit L = 4b(1_ b) +8n2[1 +cos( b H—IG(S.SSa)
_ 1 2w0b -
K, = 3 “+b—2y0 (5.35b)
_1 20b -~ oo Yo, Yoy L 2mo\7_ L
Ky = 5= +b—2y0 mit N = 4b(1 b) 8n2[1+cos( 0 n l6(5.35c)

In Abbildung 5-7 rechts sind die Verzweigungslasten fiir 400°C und 600°C bei unterschiedlich
verteilter Belastung dargestellt und werden mit den Ergebnissen des numerischen Berechnungsmo-
dells verglichen. Trotz den vereinfachenden Annahmen bei der Bestimmung der Steifigkeiten
sowie bei deren Verteilung in der Platte ist eine sehr gute Ubereinstimmung des analytischen und
numerischen Berechnungsmodells fiir simtliche Belastungen zu beobachten.

Dreiseitig gelenkig gelagerte Platte

Uberschreiten die Spannungen Gy im gesamten Querschnitt die Proportionalititsgrenze, kann
die Platte ohne Trennung in elastische und plastische Bereiche betrachtet werden. Bei der Berech-
nung der Verzweigungslasten wird eine Verformungsfigur wie schon fiir die elastisch orthotrope
Platte gemiss Gleichung 5.4b angenommen. Zusammen mit der Steifigkeitsmatrix Dj; gemiss
Gleichung 5.27 kann der Beulfaktor, welcher zusammen mit Gleichung 5.29 zur minimalen Ver-
zweigungslast fithrt, berechnet werden.

2
k = [TEC:D + —6-5(1 -V)(1 —m)} 3 44-\|I Belastungsfall 1 (5.36a)
s

_ by? ., 6 4
K = [TE(;) +-3(1-v)(1_<,))]3w1 Belascungsfall 2 (5.36b)
T

Mit der Annahme einer linearen Verteilung der Materialkennwerte ® und T ergibt sich aus der
analytischen Berechnungen, dass analog zur vierseitig gelenkig gelagerten Platte, die Variable o als
Mittelwert der Eckwerte zu bestimmen, wihrend T folgendermassen zu berechnen ist.



5.3 Vereinfachte analytische Berechnungsverfahren

Aufteilung der dreiseitig gelagerten Platte Ger,0/ 1y,20°C 3-seitig gelagerte Platte (5235)
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Abb. 5-8: Links: Aufteilung der Platte je nach Belastungsfall in einen elastischen und plastischen Berei-
che. Rechts: Verzweigungslasten fur unterschiedliche Belastungen ( und Temperaturen 6.

Tg, 37
g = H—F8 (5.37)

4
Dabei entspricht Tg; dem Eckwert des aufgelagerten Plattenrandes und Tg, dem Eckwert des frei-
en Plattenrandes. Liegen die Spannungen des Initialzustandes sowohl im elastischen wie auch im
plastischen Bereich des Materialverhaltens, werden die elastischen und plastischen Bereiche der
Platte getrennt betrachtet. Wiederum setzt sich der Beulfaktor K aus einem elastischen und einem
plastischen Beulfaktor zusammen (Gl. 5.32). Fiir den elastisch bleibenden Bereich ergibt sich

_ (D Yo 6 Yo 4
Ke = (a) (1 —(1 — b) ) + 7?(1 _V)E} 3 v Belastungsfall 1  (5.38a)
yo 4
k, = 1-v Bel fall 2 .38b
o azb n ( V)= } Sl elastungsfa (5.38b)

wihrend sich fiir den plastischen Bereich der Platte folgender Beulfaktor ergibt

(b-yy)’ 3-1¢ Yo\(, o] _4
ol = { aZbO " n (l—v)(l— g)(l_i) '3+\If Belastungsfall 1 (5.39a)

L e L it 3 Yol 4
= ()-8 + 5ot syt

2
6 o1 Yo, o (% _b]] _4
TCZ(I V)|:1 b+b—y0(y0 2b 2):| 3w+1

In Abbildung 5-8 rechts sind die Verzweigungslasten fiir den Belastungsfall 1 dreiseitig gelenkig

Belastungsfall 2 (5.39b)

gelagerter Platten in Funktion der bezogenen Schlankheit angegeben. Die Ergebnisse des analyti-
schen Berechnungsmodells stimmen mit denjenigen des numerischen Berechnungsmodells fiir
simtliche Belastungen gut tiberein.
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5.3.4 Vereinfachtes Modell

Aus dem beschriebenen analytischen Modell zur Berechnung der Verzweigungslasten bei Platten
mit nichtlinearem Materialverhalten lisst sich ein vereinfachtes Modell ableiten, welches in der
Anwendung einfacher ist. Wie in den Abbildungen 5-7 und 5-8 ersichtlich, besteht besonders bei
kleinen Werten W eine niherungsweise lineare Beziechung zwischen der bezogenen Schlankheit und
der Verzweigungslast im plastischen Bereich. Diese lineare Beziehung kann durch zwei Fixpunkte
beschrieben werden, welche in Funktion der Variablen Wy zu bestimmen sind. Der erste Fixpunkt
beim Ubergang des elastischen in den plastischen Bereich kann durch die Spannung f, 4 und die
Grenzschlankheit Ap gen, nach Gleichung 5.1 beschrieben werden. Der zweite Fixpunkt ist hinge-
gen durch die Spannung f, ¢ und die Schlankheit Appy gegeben, welche mit dem Beulfaktor Ky
berechnet werden kann. Dieser lisst sich fiir die vierseitig gelenkig gelagerte Platte niherungsweise
wie folgt angeben

_ k
kol = 8(1—y) - f (5.40)
y

wihrend fur die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte, je nach Belastungsfall, folgende Ausdriicke ver-
wendet werden konnen.

_ _ _ k
ko = 81—V -y) Tp Belastungsfall 1 (5.41a)
p 2 k
T y
_ _ _ k
Kol = 240 -v)d-y) % Belastungsfall 2 (5.41b)

n’ Ky
Mit dem Beulfaktor Rp| kann nun die bezogene Schlankheit XF’,DI bei Raumtemperatur berechnet

werden. Dabei entspricht der Beulfaktor K der linear elastischen Losung gemiss Gleichung 5.20¢
respektive Gleichung 5.24a oder Gleichung 5.24b.

=~

. —E (5.42)

Yy

XP, pl =

=~

Im Gegensatz zu den vorherigen Losungen, kann mit dieser Vereinfachung die Verzweigungslast
fur eine gegebene Plattenschlankheit ohne Iteration berechnet werden. Dies war in den vorherigen
Losungen nur moglich bei einer gegebenen Belastung, zu welcher diejenige Plattenschlankheit
berechnet wurde, die der Losung des Verzweigungsproblems entsprach. Mit dieser vereinfachten
Berechnungsmethode ergibt sich die Verzweigungslast als

K

GCI’ = __’Lze * RE fur XP 2 }_LP, grenz (5.433)
Ap y
fy 0 _fp 0 y N .. A N
GCI’ = fy,e - > ’_ . (7\4P _7\‘P’ p|) S fy,e fur 7\,P < }LP’ grenz (5.43]3)

kP, grenz— kP, pl

In Abbildung 5-9 wird diese Niherungslosung des Verzweigungsproblems mit den Ergebnissen des
numerischen Berechnungsmodells fiir unterschiedliche Temperaturen verglichen. Die Niherung
kann sowohl fiir die vierseitig wie auch fiir die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte die numerischen

Ergebnisse grob wiedergeben.



5.4 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen
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Abb. 5-9: Vereinfachte Berechnung der Verzweigungslasten von Platten mit nichtlinearem Materialver-
halten verglichen mit den Ergebnissen des numerischen Berechnungsmodells.

5.4 Zusammenfassung und Schilussfolgerungen

* Die Verzweigungslast der Platten mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenz-
schlankheit wird stark von der Nichdinearitit der Spannungs-Dehnungs-Beziehung des
Materials beeinflusst.

* Esbestehen analytische Berechnungsmodelle zur Bestimmung der Verzweigungslast fiir Plat-
ten mit nichtlinearem Materialverhalten und reiner Druckbelastung. Besonders das Modell
von Iljuschin liefert gute Ergebnisse sowohl fiir dreiseitig wie auch fir vierseitig gelenkig
gelagerte Platten. Die vorhandenen analytischen Modelle kénnen jedoch die Verzweigungs-
last von Platten mit gemischter Belastung aus Druck und Biegung nicht korreke erfassen.

* Die Losung des Verzweigungsproblems nach Bleich folgt aus der Losung der elastisch ortho-
tropen Platte, wobei einzig fiir die Belastungsrichtung die Steifigkeit mit dem fiir die gegebe-
ne Belastung vorhandenen Tangentenmodul ersetzt wird. Dieses Berechnungsmodell ist in
der Anwendung sehr einfach, liefert jedoch bei gedrungenen Platten zu tiefe Verzweigungs-
lasten. Das Modell nach Bleich 16st das Verzweigungsproblem nur bei Platten mit reiner

Druckbeanspruchung,.

* Zwei numerische Modelle berechnen die Verzweigungslast von Platten mit nichtlinearem
Materialverhalten und beliebiger Belastung mit respektive ohne Beriicksichtigung der elasti-
schen Entlastung. Diese Berechnungsmodelle 16sen das Verzweigungsproblem durch Gleich-
setzen der infolge der Plattenverformung geleisteten Deformationsenergie mit der dusseren
durch die Verschiebung der Belastung gewonnenen potentiellen Energie. Die Ergebnisse der
numerische Modelle dienen als Ausgangslage fiir die Entwicklung neuer analytischer Model-
le zur Bestimmung der Verzweigungslast von Platten mit nichtlinearem Materialverhalten
mit gemischter Belastung aus Druck und Biegung,.

* Der Einfluss der Belastungskonfiguration durch Druck und Biegung kann fiir gedrungene
Platten, die im nichtlinearen Bereich der Spannungs-Dehnungs-Beziehung ausbeulen, nicht
mit dem elastisch berechneten Beulfaktor erfasst werden.

* Das Berechnungsmodell mit belastungsabhingiger Plattensteifigkeit beschreibt die Platten-
steifigkeit in den unterschiedlichen Tragrichtungen in Funktion der dusseren Belastung
durch vereinfachende Annahmen. Zusammen mit der Plattendifferentialgleichung kann die
Verzweigungslast von vierseitig und dreiseitig gelenkig gelagerten Platten berechnet werden.

99



5 Verzweigungslast der Platte

* Das Berechnungsmodell mit belastungsabhingiger Plattensteifigkeit erlaubt eine einfache
und zuverlissige Berechnung der zum Verzweigungsproblem gehorenden Schlankheit einer
Platten bei gegebener Belastung durch Druck und Biegung. Wird diese Schlankheit tiber-
schritten, beult die idealisierte, perfekt gerade Platte aus.

* Das vereinfachte Modell erlaubt eine schnelle, aber grobe Berechnung der Verzweigungslas-
ten von Platten besonders bei kombinierter Beanspruchung durch Druck und Biegung.
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6 Querschnittstragfahigkeit

Die Tragfihigkeit von Querschnitten, die sich durch Plattenelemente zusammensetzen, wird
hauptsichlich durch das Tragverhalten der einzelnen Platten und deren Zusammenwirkung
bestimmt. In den folgenden Abschnitten wird in einem ersten Schritt das Berechnungsmodell
nach Kdrmdan zur Beschreibung des Tragverhaltens von Platten erldutert, welche in ihrer Ebene
durch Druck und Biegung belastet werden. Dieses Modell wird in der Folge fiir zentrisch gedriick-
te Platten mit nichtlinearem Materialverhalten erweitert. In einem zweiten Schritt wird das Trag-
verhalten des gesamten Querschnittes anhand der Momenten-Kriimmungs-Beziehung beschrie-
ben, wobei neu das Verhalten des einzelnen Querschnittselements beriicksichtigt wird.
Insbesondere wird die maximale Traglast der Platten, die zusammen den Querschnitt bilden, bei
der Berechnung des auf Biegung und Normalkraft beanspruchten Stiitzenquerschnittes bertick-
sichtigt. Zudem wird nebst der Berechnung der Traglast des Stiitzenquerschnittes fiir eine gegebe-
ne Lastkombination stets auch dessen Verformung respektive Kriimmung beim Erreichen der
Traglast abgeschitzt. Dies erlaubt schlussendlich die Berechnung von gedriickten Stiitzen, bei
denen je nach Belastung lokales oder globales Stabilitidtsversagen auftreten kann.

6.1 Geschichtlicher Riickblick

Schon frith wurde bemerkt, dass bei schlanken Platten nach dem Erreichen der Verzweigungslast
eine Laststeigerung infolge einer Umlagerung der Spannungen innerhalb der Platte moglich ist
(Abb. 6-1). Zu den ersten analytischen Modellen, die zur Berechnung der Traglast von Platten im
tiberkritischen Bereich entwickelt wurden, gehért die Methode der wirksamen Breiten nach Kér-
mdn, welche im Jahre 1932 veroffentlicht wurde [35]. Diese Methode bildet noch heute die
Grundlage der meisten Bemessungsmethoden, die zur Berechnung der Plattentraglast in den Nor-
men verankert sind. Besonders zu erwihnen ist in diesem Zusammenhang das Berechnungsmodell
nach Winter [79], welches heutzutage wohl das meist benutzte Modell zur Berechnung der Trag-
last von Platten ist. Dass die Methode der wirksamen Breite so verbreitet ist, beruht hauptsichlich
auf der Einfachheit in der Anwendung sowie auf der Zuverlissigkeit der Ergebnisse. Dies, obwohl
die Spannungsverteilung beim Erreichen der Traglast durch Spannungsblocke angenihert wird
und die Annahme einer wirksamen Breite zur Beschreibung des gesamten Beulfelds die Realitit
nur vereinfachend beschreibt.

Seit der Mitte des 20*" Jahrhunderts befassten sich viele Forscher mit dem Tragverhalten der
Platte im iiberkritischen Bereich. Die Schwierigkeit, die Spannungsumlagerungen in der Platte
sowie das Beulverhalten richtig zu erfassen, machte eine korrekte analytische Beschreibung des
Problems unmdéglich. Dafiir wurden mehrere Niherungslosungen entwickelt, wobei diejenige von
den Autoren Kloppel, Bilstein und Unger [40] besonders erwihnt sei. Diese Niherungsmethode
beruht, dhnlich wie der Ansatz von Timoshenko [74] zur Berechnung der Verzweigungslasten von
Platten, auf einem Energieansatz und erlaubt das Beschreiben des Tragverhaltens einer dreiseitig
gelenkig gelagerten Platte mit Beriicksichtigung einer Vorverformung. Eine Zusammenstellung
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Abb. 6-1: Links: Tragverhalten der Platte. Rechts: Statisches Modell zur Berechnung der wirksamen Brei-
fen bei der vierseitig und dreiseitig gelenkig gelagerten Platte.

der jiingsten Entwicklungen beziiglich der Berechnung der Traglast von Platten mit nichtlinearem
Materialverhalten ist in der Dissertationsarbeit von Niederegger [49] enthalten.

6.2 Traglast von Platten

Beult die auf Druck belastete Platte aus, kommt es zu einer Spannungsumlagerung innerhalb der
Platte. Dabei entzichen sich die Plattenbereiche, welche die grossten Verformungen erfahren der-
von aussen einwirkenden Belastung, wihrend die lagerungsnahen Bereiche, welche nur kleine Ver-
formungen erfahren, dies ausgleichen miissen. Solange die gesamte Platte elastisch bleibt, zeigt
Timoshenko in seiner Veroffentlichung [74], wie die Spannungsverteilung in der Platte und an
deren Rindern in Funktion der Verformungsfigur berechnet werden kann. Kommt es zu Plastifi-
zierungen ist die Spannungsverteilung in der verformten Platte sehr schwer zu erfassen.

6.2.1 Methode der wirksamen Breiten

Die Methode der wirksamen Breiten ist eine vereinfachte Betrachtung der plastischen Spannungs-
verteilung in der verformten Platte, die auf die Arbeit von Kdrman [35] zuriickgeht. Bei dieser
wird die nichtlineare Spannungsverteilung am belasteten Plattenrand durch Spannungsblocke
konstanter Spannung ersetzt (Abb. 6-1 rechts). Die Spannungsblocke der idealisierten Spannungs-
verteilung wirken auf der reduzierten, wirksamen Breite Dyt und besitzen eine Spannung, die der
Verzweigungsspannung O, g der auf die wirksame Breite reduzierten Platte entspricht. Gleichzei-
tig ist die wirksame Breite so zu wihlen, dass die resultierende Druckkraft in der Platte erhalten
bleibt. Folgende Gleichung beschreibt die idealisierte Spannungsverteilung an der verformten Plat-
te, indem sie die Beziehung zwischen der Amplitude der Spannungen G & in den Spannungsblo-
cken und deren wirksamen Breite by beschreibt.
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2
o _ T Koett Eo (
b

t 2
cr, eff — 2 ) (6'1)
12(1 -V

eff

Dabei ist der Beulfaktor Kg o der auf die wirksame Breite reduzierten Platte von der Temperatur 0
abhingig und gemiss der nichtlinearen Theorie zur Verzweigungslast des Kapitels 5 zu berechnen.
Durch Umformen dieser Beziehung lésst sich die wirksame Breite in Funktion der Belastung, wel-
che den Spannungsblécken zugeordnet ist, folgendermassen beschreiben.

Ko ot E o,
by = Bt |2 0 mit f =~ (6.2)
Gecr, eff /12(1 _Vz)

Diese Gleichung dient als die Grundlage fiir die Modelle zur Berechnung der Traglast von Platten,
welche die Methode der wirksamen Breiten benutzen, wie unter anderen auch diejenige von Win-
ter [79]. Zur Beriicksichtigung geometrischer und struktureller Imperfektionen der Platte wird bei
den Bemessungsansitzen nach Kdrmdn oder Winter die Konstante  in Gleichung 6.2 mit der
Variable o0 multipliziert. Diese kann analog zum Knicknachweis des Kapitels 4.1.2 als Imperfekti-
onsbeiwert verstanden werden. Wahrend der vereinfachte Bemessungsansatz nach Kirmdn die
Imperfektionen der Platte mit einem Beiwert o = 0.9 beriicksichtigt, ist dieser Beiwert beim
Bemessungsmodell nach Winter von der Plattenschlankheit abhingig. Somit unterscheiden sich
die zwei erwidhnten Bemessungsansitze nur in der Wahl der geometrischen und strukturellen
Imperfektionen der Platte, die nun in den Modellen implizit durch den Beiwert o abgebildet wer-
den.

Der Abminderungsfaktor p setzt die wirksame Breite Dy ins Verhiltnis zur realen Plattenbreite
b. Wird zusitzlich die Verzweigungslast bei Raumtemperatur gemiss Gleichung 6.3a eingefiihrt,
ergibt sich der Abminderungsfaktor p durch folgende Gleichung.

%‘ _ kE ) fy ) ke,eff ) 1

p = = = (6.3)
Gcr, eff k 7\1P, 20°C
. n’kE t)2 fy .
mit G = — (E) =5 bei Raumtemperatur (6.3a)
12(1 _V ) }\’P,ZOOC

Die resultierende Normalkraft in der Platte ergibt sich aus den Spannungsblécken mit der Span-
nung O g und der wirksamen Breite Dgg.

Ko, eff 1
NR, 0 = ptb . GCI’, eff = bt . /\/kE . fy . i(e . GCI', off X— (64)
P, 20°C

Bleiben die Spannungen der gesamten Platte unterhalb der Proportionalititsgrenze, entspricht der
Beulfaktor Kg  dem Beulfaktor k der gesamten Platte bei Raumtemperatur. Dies bedeutet, dass
die Traglast NR,e der Platte, nebst den Konstanten der Geometrie und des Materials einzig von der
noch unbekannten Verzweigungslast G, ¢ abhingt. Je grosser diese gewédhle wird, desto kleiner
wird die wirksame Breite der Platte (Gl. 6.2). Dennoch vergréssert sich die Traglast, je grosser die
Spannung der Spannungsblécke gewidhlt wird, wie dies aus der Gleichung 6.4 hervorgeht. Die
maximal zuldssige Spannung entspricht der Proportionalititsgrenze f, g, da eine hohere Belastung
zu Plastifizierungen und dementsprechend zu unterschiedlichen Beulfaktoren Kg & und K fithren
wiirde. Fiir die elastisch bleibende Platte entspricht somit die maximale Traglast ohne Beriicksich-
tigung geometrischer oder struktureller Imperfektionen folgendem Ausdruck
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Abb. 6-2: Links: Verminderung des Beulfaktors der auf die wirksame Breite reduzierten Platte in Funktion
der Belastung. Rechts: Traglast der Platte in Funktion der Spannung in den Spannungsbldcken.

Ap g - _
NR,G = ptb * fp7e mlt p = _P’ Lenz fU.I‘ 7\«P’ ZOOCZ 7\«P’ grenz (6-5)
P, 20°C

Diese elastische Losung gilt fiir alle Platten, welche eine bezogene Schlankheit bei Raumtempera-
tur grosser gleich der Grenzschlankheit gemiss Gleichung 5.1 aufweisen. Bei Platten mit kleineren
Schlankheiten kommt es zu Plastifizierungen, die bei der Berechnung des Beulfakrors Kg ¢ bertick-
sichtigt werden miissen. Je grosser die Beanspruchung der Platte, desto mehr wird der Beulfaktor
infolge der zunehmenden Plastifizierung in der Platte reduziert. Dementsprechend sind in
Gleichung 6.4 zwei Variablen von der Spannung in den Spannungsblocken abhingig, was eine
genauere Untersuchung zur Bestimmung der maximalen Traglast der Platte erfordert. In
Abbildung 6-2 links ist die Verminderung des Beulfaktors der auf die wirksame Breite reduzierten
Platte bei erhohten Temperaturen in Funktion der Spannung der Spannungsblocke dargestellt. Es
ist ersichtlich, dass der Beulfaktor beim Uberschreiten der Proportionalititsgrenze, besonders bei
niedrigeren Temperaturen, stark vermindert wird. Dies fithrt dazu, dass die maximale Traglast der
Platte fiir eine moglichst kleine Spannung in den Spannungsblocken erreicht wird, wie in
Abbildung 6-2 rechts auch dargestellt. Aus derselben Abbildung geht hervor, dass die maximale
Traglast der Platte stets fiir eine Belastung erreicht wird, die der Verzweigungslast der Platte ent-
spricht.

NR, 0 = bt ° Gcr, 0 fur XP, 20°C < XP’ grenz (6.6)

Es ist zu beachten, dass bis anhin noch keine geometrischen oder strukturellen Imperfektionen der
Platte berticksichtigt wurden. Diese werden durch den Beiwert o0 in Gleichung 6.2 implizit im
Modell beriicksichtigt. Bei Raumtemperatur wurde diese Konstante anhand einer Vielzahl von
Versuchen und numerischen Simulationen kalibriert. Aus den unterschiedlichen Vorschligen, die
in der heutigen Normung zu finden sind, berticksichtigt der einfachste Ansatz die strukturellen
und geometrischen Imperfektionen durch einen fiir alle Plattenschlankheiten konstanten Imper-
fektionsbeiwert o = 0.9. Fiir die Berechnung der Traglasten bei erhéhten Temperaturen wird die-
ser Ansatz {ibernommen, wobei die Reduktion des Faktors B durch den Beiwert o im plastischen
Bereich angepasst wird, um bei sehr gedrungenen Platten die maximale plastische Tragfihigkeit zu
erreichen.
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Abb. 6-3: Links: Traglast der Platten mit unterschiedlichen Imperfektionen im Vergleich. Rechts: Vergleich
des Berechnungsmodells mit den Ergebnissen der FE-Berechnungen.

A _ _
NRe = ptb . fp’e mlt p = 0.9 * _ig&rlz fur }LP’ ZOOCZ 7\4P’ grenz (6.73)
P, 20°C
No o =|1-0.1 A jee bt fiir A x
rRe — |1=U.1-2 "OU- O g tir Ap, 20°c <Ap, grenz (06.7b)
P, grenz

Dieses vereinfachte Berechnungsmodell, das auf der Modellvorstellung der Platte im tberkriti-
schen Bereich nach Kdrman basiert, wurde anhand von numerischen Simulationen verifiziert. Bei
diesen Berechnungen, die den Ansatz der finiten Elemente [1] benutzen, wird eine quadratische
Platte konstanter Dicke (t =5 mm) und einer in Funktion der bezogenen Schlankheit variablen
Breite respektive Linge betrachtet. Die Platte ist allseitig gelenkig gelagert, wobei entlang der Kan-
ten simtliche Verschiebungen in der Plattenebene zugelassen werden, mit Ausnahme der Lingsver-
schiebungen der durch die Linienlast belasteten Kanten. Die Belastung der Platte erfolgt durch
eine Stauchung der Platte in x-Richtung, bei der die belastete Kante stets gerade bleibt. Die Span-
nungs-Dehnungs-Bezichung des Materials wird mit dem Materialmodell des Eurocodes
EN 1993-1-2 beschrieben, wobei eine isotrope Verfestigung und ein Fliesskriterium nach von
Mises angewendet wird. Die Platten sind eigenspannungsfrei und die geometrischen Imperfektio-
nen werden mit einer Plattenverformung affin zur ersten elastischen Eigenform bei Raumtempera-
tur angenommen. In Abbildung 6-3 links werden die Traglasten der numerischen Berechnung mit
der Methode der finite Elemente fiir unterschiedliche Temperaturen in Funktion der bei Raum-
temperatur bezogenen Plattenschlankheit mit den Verzweigungslasten verglichen. Die Verzwei-
gungslasten werden mit den numerischen Modellen aus Kapitel 5.2.1 und 5.2.2 berechnet. Aus
der Abbildung geht hervor, dass im elastischen Bereich Traglasten weit tiber der Verzweigungslast
erreicht werden konnen, wihrend die Traglasten bei sehr gedrungenen Platten infolge der Plastifi-
zierungen und der geometrischen Imperfektionen in etwa der Verzweigungslast entsprechen.

In Abbildung 6-3 rechts sind die Traglasten des finiten Elementen Modells mit einer Ersatzim-
perfektion €, = b/200 [16] dem analytischen Modell gemiss Gleichungen 6.7a und 6.7b gegenii-
bergestellt. Dabei wird die Verzweigungslast G g wie auch der Beulfaktor Kg g mit den
Gleichungen 5.29 und 5.30 berechnet. Besonders bei den hoheren Temperaturen kann die Trag-
last mit dem analytischen Modell gut abgebildet werden, wihrend bei tieferen Temperaturen und
grossen Plattenschlankheiten die Traglasten des analytischen Modells tiefer liegen im Vergleich zu
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den numerischen Ergebnissen. Fiir Platten mit einer bei Raumtemperatur bezogenen Schlankheit
in der Grossenordnung der Grenzschlankheit liegen die Traglasten des analytischen Modells teil-
weise hoher als die numerischen Ergebnisse.

6.3 Querschnittstragfahigkeit

Die Querschnittstragfihigkeit eines Stahlprofils, welches durch Normalkraft und Biegung bean-
sprucht wird, ergibt sich aus dem Tragverhalten der einzelnen Querschnittselemente. Nebst der
geometrischen Anordnung und Abmessungen beeinflusst insbesondere das Stabilitdtsverhalten der
einzelnen Querschnittselemente die Tragfahigkeit des gesamten Querschnittes. Um das komplexe
Zusammenwirken der unterschiedlichen Einfliisse zu erfassen, wird die Momenten-Kriimmungs-
Beziehung des Querschnittes betrachtet. Diese erméglicht die Verformungen in Folge der Belas-
tung in den meist beanspruchten Querschnittselementen zu quantifizieren und somit den Einfluss
des lokalen Last-Verformungs-Verhaltens dieser Elemente auf das Tragverhalten des gesamten
Querschnittes zu beschreiben.

6.3.1 Rechteckige Hohlquerschnitte

Das Tragverhalten recheckiger Hohlquerschnitten ergibt sich durch die Last-Verformungs-Bezie-
hung der vierseitig gelagerten Platten, aus denen sich der Querschnitt zusammensetzt. In
Abbildung 6-4 sind die Last-Stauchungs-Beziehungen von allseitig gelenkig gelagerten Platten mit
gleichmaissiger Belastung fiir unterschiedliche Temperaturen und Schlankheiten dargestellt. Die
Last-Stauchungs-Beziehungen werden mit einem finiten Elemente Modell berechnet, wobei eine
geometrische Imperfektion von €, =0/200 angenommen ist. Es ist ersichtlich, dass zwar sehr
gedrungene Platten in etwa das Materialverhalten wiedergeben, bei den schlankeren Platten aber
der Einfluss der Stabilitit auf das Last-Stauchungs-Verhalten bedeutend ist. Je schlanker die Platte,
desto weicher ist das Verhalten und desto kleiner ihr maximaler Tragwiderstand. Um den Einfluss
der Last-Stauchungs-Beziechung auf das Last-Verformungs-Verhalten des gesamten Querschnittes
zu beschreiben, sind besonders die Dehnungen beim Erreichen der Verzweigungslast €, und dieje-
nige beim Erreichen der maximalen Belastung €, von Interesse. Mit der Methode der wirksamen
Breiten fiir nichtlineares Materialverhalten des Kapitels 6.2.1 lassen sich diese abschitzen. Die
Dehnung €, ergibt sich aus der Spannungs-Dehnungs-Beziechung des Materials bei gegebener
Temperatur und der Verzweigungsspannung G g des betrachteten Querschnittselements. Glei-
chermassen ergibt sich die Dehnung €, aus der maximalen Spannung, die an der auf die wirksame
Breite reduzierten Platte angreift. Diese entspricht bei sehr schlanken Platten der Proportionalitits-
spannung, wihrend sie fiir Platten mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenzschlank-
heit (GL. 5.1) der Verzweigungslast G g entspricht.

& = f(fp,e) fiir XP, 20°C2XP, grenz (6.8a)

€, € = f(ocr,e) fiir 7\4:)7 20°C < Xp, grenz (6.8b)

In Abbildung 6-4 ist fir die Last-Stauchungs-Beziechung der unterschiedlichen Platten die Deh-
nung €, mit einem gefiillten Kreis und die Dehnung €., mit einem leeren Kreis gekennzeichnet.
Fir Platten mit einer bei Raumtemperatur bezogenen Schlankheit kleiner als die Grenzschlankheit
sind die beiden Dehnungen gleich gross. Im Allgemeinen ist eine Unterschitzung der Dehnung
beim Erreichen der Maximallast ersichtlich, die fiir gedrungene Platten eher klein ausfillt und fir
schlankere Platten zunimmt. Dieser Unterschied ist hauptsichlich durch die vereinfachende Abbil-
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Abb. 6-4: Last-Stauchungs-Beziehung fur allseitig gelenkig gelagerte Platten unterschiedlicher Schlank-
heit mit gleichmdssiger Belastung bei 400°C und 700°C.

dung der wahren Spannungsverteilung der ausgebeulten Platte durch die Spannungsblocke zu
erkliren. Riickhaltende Spannungen quer zur Platte, die dem Ausbeulen entgegenwirken, sowie
geometrische Imperfektionen sind im analytischen Berechnungsmodell nur indirekt berticksich-
tigt. Dennoch kann mit der Dehnung €, in etwa abgeschitzt werden, ab welcher Stauchung die
grossten Steifigkeitsverluste des Plattenelements zu erwarten sind. Bei schlanken Platten mit einer
bei Raumtemperatur bezogenen Schlankheit grosser als die Grenzschlankheit ist ein etwas geringe-
rer Steifigkeitsverlust schon beim Uberschreiten der Dehnung €, zu beobachten.

In Abbildung 6-5 ist die Bezichung zwischen der Belastung und der Verformung des Quer-
schnittes in zwei Momenten-Kriimmungs-Diagrammen fiir unterschiedliche quadratische Hohl-
profile und axiale Belastung dargestellt. Diese Beziehung wird an einer sehr gedrungenen Stiitze,
die dreimal so hoch ist wie breit, mit einem finiten Elemente Modell [1] berechnet. Nebst den
Eigenspannungen, welche gemidss Abbildung 3-11 angenommen werden, sind geometrische
Imperfektionen berticksichtigt, die affin zur ersten Eigenform des Querschnittes mit reiner Druck-
belastung verteilt sind und einen Maximalwert €, = b/200 haben. Die kurze Stiitze, die an beiden
Enden zwangsfrei gelagert ist, wird zuerst durch die Normalkraft N und dann durch das Biegemo-
ment M belastet. Mehr Informationen zur Modellbildung der Stiitze mit der finiten Elemente
Methode sind in [41] enthalten. Zusitzlich zu den Ergebnissen des finiten Elemente Modells, ist
die Momenten-Kriimmungs-Beziehung mit dem in Kapitel 3.3.1 erlduterten Gleichgewichtsmo-
dell dargestellt. Dieses beriicksichtigt das Materialverhalten, Eigenspannungen gemiss
Abbildung 3-11 und die geometrische Anordnung der Querschnittselemente, nicht aber die geo-
metrischen Imperfektionen der Querschnittselemente sowie deren Stabilititsverhalten. Wie in
Abbildung 6-5 ersichtlich, fiihren diese geometrischen Imperfektionen der Plattenelemente beson-
ders bei hoher axialer Belastung zu einem weicheren Verhalten der kurzen Stiitze. Der Unterschied
in der Momenten-Kriimmungs-Bezichung der beiden Berechnungsmodelle vergrossert sich mit
zunehmender Beanspruchung des Querschnittes. Dies ist eine Folge des Last-Stauchungs-Verhal-
tens des meist beanspruchten Querschnittselements (Abb. 6-4), welches infolge der Ausbeulung,
mit zunehmender Belastung weicher wird. Um das lokale Stabilititsversagen des meist bean-
spruchten Querschnittselements bei der Momenten-Kriimmungs-Beziehung gemiss dem Gleich-
gewichtsmodell zu beriicksichtigen, wird die maximale Stauchung dieses Plattenelements auf die
Dehnung €, beschrinkt. Dabei wird das Plattenelement als allseitig gelenkig gelagert und seine
Breite auf die freie Breite des Flansches (b - 3t) angenommen, wobei die Ausrundungen beidseitig
1.5t betragen. Dieser Belastungszustand, der in Abbildung 6-5 durch die gefiillten Kreise darge-
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Abb. 6-5: Einfluss des Last-Stauchungs-Verhaltens der einzelnen Querschnittselemente auf die Momen-
fen-Krimmungs-Beziehung. Vergleich der FE-Ergebnisse mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell

stellt ist, entspricht somit der maximal méglichen Biegebelastung des Querschnittes fiir die gege-
bene Normalkraft. Verglichen mit den Ergebnissen des finiten Elemente Modells fiihrt dies bei
rechteckigen Hohlquerschnitten zu einer guten Niherung der maximalen Traglast.

Um die iterative Berechnung des Gleichgewichtsmodells zu umgehen, ist im Kapitel 4.2.2 ein
vereinfachtes Modell erldutert, welches die Momenten-Kriimmungs-Bezichung durch eine ellipti-
sche Funktion annihert. Bei diesem vereinfachten Gleichgewichtsmodell konnen die Stauchungen
in den meist beanspruchten Querschnittselementen nicht direkt berechnet werden, da besonders
die Dehnungen €,y (Abb. 3-4 links) unbekannt sind. Diese sind jedoch notwendig, um das axiale
Gleichgewicht auch bei einer Querschnittsverdrehung zu sichern. Durch eine vereinfachte
Betrachtung der Spannungsverteilung im Querschnitt gemiss Abbildung 2-2 kénnen diese zusitz-
lich notwendigen Dehnungen abgeschitzt werden. Dabei wird die Randdehnung €, des Quer-
schnittes in Funktion der Kriimmung ¢ und der gegebenen axialen Belastung mit folgendem Aus-
druck berechnet.

. Ee

& =X h1 mit h1 = TGTEQ -h (6.9)
Wird der Querschnitt um seine schwache Achse belastet, so ist die Hohe h in der obigen Glei-
chung mit der Breite b des Querschnittes zu ersetzen. Der fiir die Berechnung des Hebelarms h;
benétigte Tangentenmodul ist eine Funktion des Materials, der Temperatur und der Belastung des
Querschnittes durch die Normalkraft. Mit der Verdrehung des Querschnittes wachsen die Span-
nungen am dusseren Rand an und fithren dort zu einer weiteren Abnahme des Tangentenmoduls.
Um diese zusitzliche Plastifizierung zu beriicksichtigen, wird der Tangentenmodul mit einer um
By vergrosserten Normalspannung berechnet. Berechnungen zeigen, dass eine Vergrosserung die-
ser Normalspannungen um 20% zu einer guten Ubereinstimmung mit den numerischen Ergeb-
nissen des finiten Elemente Modells fithrt. Diese Vergrosserung ist besonders bei den Querschnit-
ten spiirbar, die durch eine Normalkraft wenig unterhalb der Proportionalititsgrenze beansprucht
werden. Mit By = 1.0 wiirde bei diesen Querschnitten der innere Hebelarm der halben Héhe h
entsprechen, da der Tangentenmodul in diesem Fall dem E-Modul entspricht. Die Plastifizierun-
gen, welche infolge der zusitzlich zur Normalkraft einwirkenden Biegebelastung verursacht wer-

den, wiirden in diesem Falle nicht berticksichtigt. Um dies zu korrigieren, wird der Beiwert
By = 1.20 gewihle.
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Abb. 6-6: Einfluss des Last-Stauchungs-Verhaltens der einzelnen Querschnittselemente auf die Momen-
tfen-Krimmungs-Beziehung.

In Abbildung 6-6 sind die Momenten-Kriimmungs-Beziehungen des vereinfachten Gleichge-
wichtsmodells des Kapitels 4.2.2 den Ergebnissen der finiten Elemente Berechnungen gegeniiber-
gestellt. Zusitzlich ist mit den gefiillten Kreisen diejenige Kriimmung in der Momenten-Kriim-
mungs-Bezichung des vereinfachten Gleichgewichtsmodells gekennzeichnet, bei der das meist
beanspruchte Querschnittselement eine Dehnung €, erfihrt. Diese ergibt sich einerseits durch die
Schlankheit des meist beanspruchten Querschnittselements, anderseits durch das Materialverhal-
ten und die Temperatur. Die maximale Kriimmung, welche zur Randdehnung €, gemiss den
Gleichungen 6.8a und 6.8b fiihrt, wird mit der Gleichung 6.9 berechnet. Diese Begrenzung der
Momenten-Kriimmungs-Beziehung fiihrt zu einem maximalen Biegewiderstand des durch Nor-
malkraft belasteten Querschnittes mit nichtlinearem Materialverhalten. Wie in Abbildung 6-6
ersichtlich, kénnen die Traglasten des finiten Elemente Modells mit dem vereinfachten Gleichge-
wichtsmodell und der Begrenzung der maximal zulissigen Randdehnungen in etwa abgeschitzt
werden.

Mehraxiale Belastung

Bis anhin wurde der Stiitzenquerschnitt durch eine Normalkraft und ein Biegemoment entweder
um die starke oder die schwache Achse betrachtet. Ist eine Stiitze durch eine Normalkraft und
zweiachsiger Biegung belastet, muss nebst der Normalkraft-Biegung Interaktion auch eine Bezie-
hung zwischen den Biegemomenten um beide Achsen gefunden werden. Erst diese zusitzliche
Beziehung erméglicht es, jede Belastungskombination abzudecken. Ohne genauere Untersuchun-
gen wird auf die Interaktionsformel des Eurocodes zuriickgegriffen, welche die Tragwirkung der
schiefen Biegung bei Raumtermperatur gut beschreibt. Fiir rechteckige Hohlquerschnitte ist die
Interaktion der Biegemomente My g und My ;g durch folgende zwei Ausdriicke gegeben.

M « ;M B
(__L_’E) +(—-——ZE ) <1.0 (6.10)
IVIN,y,R IVIN,LR
N
(x:B=1'—662S6.0 mitn = —= (6.11)
1-1.13n Np)
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Abb. 6-7: Traglasten mehraxial beanspruchter Querschnitte bei 400°C. Vergleich zwischen den Ergebnis-
sen des finiten Elementen Modells, des analytischen Berechnungsmodells sowie des Eurocodes.

Dabei entsprechen My y g und My, den fiir die gegebene Normalkraft maximalen Biegewider-
stinden, welche mit der Momenten-Kriimmungs-Beziehung und der Begrenzung der Randdeh-
nung €, gemiss Abbildung 6-5 oder 6-6 berechnet werden. In Abbildung 6-7 oben werden die
Traglasten von unterschiedlich belasteten Stiitzen mit einem finiten Elemente Modell berechnet
und mit den Ergebnissen der Gleichung 6.10 verglichen. Bei diesen sind die maximalen Biegewi-
derstinde My g einerseits mit dem numerischen Gleichgewichtsmodell und anderseits mit dem
vereinfachten Modell des Kapitels 4.2.2 berechnet. Fiir die Berechnung der Dehnung €, , bei wel-
cher die maximale Traglast des meist beanspruchten Querschnittselements erreicht wird, wird der
Beulfaktor Kq stets mit Gleichung 5.30 bestimmt. Wie in Abbildung 6-7 oben ersichtlich, kénnen
die Traglasten sowohl fir den eher kompakten Querschnitt RRW120x120x5 wie auch fir den
schlankeren Querschnitt RRW200x200x5 gut abgeschitzt werden. Zusitzlich sind die Traglasten
des finite Elemente Modells in Abbildung 6-7 unten mit den Traglasten des Eurocodes verglichen.
Obwohl der RRW120x120x5 Querschnitt bei erhohter Temperatur zur Querschnittsklasse 1
(QSK) gehort, konnen die Traglasten bei erhéhten Temperaturen mit dem Berechnungsmodell des
Eurocodes nur schlecht abgebildet werden. Beim RRW200x200x5 Querschnitt, welcher bei
Raumtemperatur zur Querschnittsklasse 2 gehort, jedoch bei den erhéhten Temperaturen in die
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Abb. 6-8: Traglasten eines mehraxial beanspruchten rechteckigen Hohlguerschnitts bei 400°C. Vergleich
zwischen den Ergebnissen der Gleichgewichtsmodelle und der EN 1993-1-2

Querschnittsklasse 3 respektive 4 iibergeht, ist eine verniinftige Abschitzung der Traglast mit dem
Berechnungsmodell des Eurocodes kaum moglich. Wegen der Abhingigkeit der Klassifizierung des
Querschnittes von der Belastung, kommt es je nach dusserer Einwirkung zu einem Klassenwechsel.
So gehort der Stiitzenquerschnitt bei schiefer Biegung der QSK 3 an, wihrend er bei Normalkraft
und Biegung nur um eine Achse in die QSK 4 rutscht. Dies fithrt zu einer Unstetigkeit in der
Berechnung der Traglast und somit auch zu gewissen physikalischen Paradoxen. So ist ein Quer-
schnitt mit Normalkraft und Biegung um eine Achse weniger belastbar, als wenn zusitzlich eine
Biegebeanspruchung um die zweite Achse auftritt.

In Abbildung 6-8 sind die Traglasten eines rechteckigen Hohlquerschnitts dargestellt, der
mehraxial beansprucht wird. In der linken Abbildung sind die Ergebnisse des finite Elemente
Modells mit den Ergebnissen des reduzierten und des vereinfachten Gleichgewichtsmodells vergli-
chen, wihrend in der rechten Abbildung diese den Traglasten nach Eurocode gegeniibergestellt
sind. Obwohl die Ergebnisse der Gleichgewichtsmodelle diejenigen der numerischen Simulation
besser wiedergeben als das Modell des Eurocodes, sind doch grossere Abweichungen zu beobach-
ten als bei der Berechnung der Traglasten von quadratischen Hohlquerschnitten (Abb. 6-7).
Besonders bei grosserer Normalkraft wird der Biegewiderstand um die starke Achse tiberschitzt,
wihrend der Biegewiderstand um die schwache Achse unterschitzt wird. Dies ist eine Folge unter-
schiedlicher Schlankheit der Querschittselemente, die beim RRW120x60x4 Profil sehr deutlich
ist. Bei reiner Druckbelastung beulen die schlankeren Plattenelemente der Stege vor den gedrunge-
nen Plattenelementen der Flansche aus. Dabei entsteht eine gegenseitige Beeinflussung zwischen
den Platten, da die ausbeulenden Stege durch die gedrungeneren Flansche zuriickgehalten werden.
Dies fiihrt zu einer hheren Traglast der Stege, was eine hohere Biegebelastung um die z-Achse
ermoglicht. Gleichzeitig werden die Flansche zusitzlich beansprucht, was deren Traglast vermin-
dert und deshalb die maximal mégliche Biegebelastung um die y-Achse reduziert, die vom Quer-
schnitt aufgenommen werden kann. Diese Interaktion ist in den Ergebnissen des finite Elemente
Modells beriicksichtigt, nicht aber im reduzierten oder vereinfachten Gleichgewichtsmodell. Fiir
zentrisch gedriickte Querschnitte mit linear elastischem Material wurde diese Interaktion durch
Bleich analytisch beschrieben [6]. Eine Umsetzung dieses analytischen Modells von Bleich ist
jedoch fiir mehraxial beanspruchte Querschnitte sehr schwierig und wird auch bei Raumtempera-
turen hauptsichlich durch die Berechnung mit der finite Elemente Methode erfasst.
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6.3.2 Offene I- oder H-Querschnitte

Das Tragverhalten offener I- oder H-Querschnitte ist hauptsichlich durch die Tragwirkung der
dreiseitig gelagerten Platten bestimmt, die den Flansch bilden. Das Verhalten dieser Querschnitts-
elemente wird analog zu den vierseitig gelagerten Platten durch die Gleichungen 6.7a und 6.7b
beschrieben, wobei zur Bestimmung der Verzweigungslast das analytische Modell des
Kapitels 5.3.3 benutzt wird. Gleich wie bei der vierseitig gelagerten Platte kann eine der Traglast
zugehorige Dehnung €, respektive €., mit den Gleichungen 6.8a und 6.8b berechnet werden. Die-
se Dehnungen sind in den Last-Stauchungs-Diagrammen unterschiedlich schlanker Platten in der
Abbildung 6-9 mit gefiillten respektive leeren Kreisen dargestellt. Das Last-Stauchungs-Verhalten
der dreiseitig gelenkig gelagerten Platten ist mit einem finite Elemente Modell berechnet, wobei
geometrische Imperfektionen €, = b/200 beriicksichtigt sind. Wie aus der Abbildung ersichtlich,
weisen die Platten ein stark nichtlineares Last-Stauchungs-Verhalten auf, das bis zum Erreichen der
Verzweigungslast dem Materialverhalten folgt. Erst beim Ausbeulen kommt es zu einem starken
Steifigkeitsverlust, besonders bei Platten mit einer bei Raumtemperatur bezogenen Schlankheit
kleiner als 1.50. Die Dehnung, bei der dieser Steifigkeitsverlust eintritt, kann mit der Dehnung €,
gemiss den Gleichungen 6.8a und 6.8b auch fiir die dreiseitig gelenkig gelagerte Platte abge-
schitzt werden, wobei diese bei sehr gedrungenen Platten eher unterschitzt wird.

Die Berechnung der Traglast von mehraxial beanspruchten Stiitzenquerschnitten verlangt
einerseits eine Bezichung zwischen der Stauchung in der meist beanspruchten Platte und der
Kriimmung des Querschnittes, anderseits eine Interaktionsformel zur Beriicksichtigung schiefer
Biegung bei einwirkender Normalkraft. Die Beziehung zwischen der Stauchung des meist bean-
spruchten Querschnittselements und der Kriimmung des Querschnittes erfolgt wie bei den recht-
eckigen Hohlquerschnitten durch die Betrachtung der vereinfachten Spannungsverteilung im
Querschnitt gemidss Abbildung 2-2. Aus dieser ergeben sich folgende Bezichungen zwischen der
Kriimmung Y in der Stiitze und der Plattenstauchung €, des dussersten Querschnittselements.

EG

e, = x-h; mit h, = T.+E, -h fiir y-Achse (6.12a)

E
- B

e fiir z-Achse (6.12b)

b
JTo+ [Eo

Dabei entspricht die Beziehung fiir eine Belastung um die starke Achse der Gleichung 6.9, die bei
den Stiitzen mit rechteckigen Hohlquerschnitten zur Anwendung kommt. Wie schon bei den

e, = x-b mit

geschlossenen Hohlquerschnitten wird der Tangentenmodul Ty in Funktion der im Querschnitt
vorhandenen Normalkraft, die durch den Faktor By = 1.20 vergrossert wurde, berechnet. Mit der
Vergrosserung der Normalspannungen um 20% bei der Berechnung des Tangentenmoduls werden
zusitzliche Plastifizierungen, die am Rande des Querschnittes geschehen, implizit beriicksichtigt.
Dies ist besonders bei Stiitzen von Bedeutung, die durch eine Normalkraft knapp unterhalb der
Proportionalititsgrenze beansprucht werden. Ohne Vergrosserung der Normalspannung wiirde bei
diesen der innere Hebelarm an der elastisch bleibenden Stiitze berechnet ohne Beriicksichtigung
der infolge der Verdrehung hervorgerufenen Plastifizierungen am Stiitzenrand. Eine Vergrosserung
der Normalspannung mit By = 1.20 fiihrt zu einer guten Ubereinstimmung mit den numerischen
Ergebnissen des finite Elemente Modells, wobei hauptsichlich diejenigen Stiitze betroffen sind,
welche durch eine Normalkraft in der Grossenordnung der Proportionalititsgrenze belastet sind.

Die Beschreibung der schiefen Biegung bei einem durch Normalkraft belasteten Stiitzenquer-
schnitt erfolgt mit der Interaktionsformel des Eurocodes (Gl. 6.10), jedoch mit unterschiedlichen
Exponenten o und . Diese werden wie folgt bestimmt
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Abb. 6-9: Last-Stauchungs-Beziehung fur dreiseitig gelenkig gelagerte Platten unterschiedlicher Schlank-
heit mit gleichmdassiger Belastung bei 400°C und 700°C

o =2 und B=5n>1.0 mit N = — (6.13)

In Abbildung 6-10 sind die Traglasten des vereinfachten Gleichgewichtsmodells mit den Ergebnis-
sen der finite Elementen Berechnungen fiir unterschiedliche Stiitzenquerschnitte und Stahlsorten
verglichen. Werden die Querschnitte unter reiner Druckbelastung in die Querschnittsklassen
(QSK) des Eurocodes eingeteilt, so gehdrt der HEB300 Querschnitt bei 400°C mit der Stahlsorte
S235 zur Querschnittsklasse 1, wihrend derselbe Querschnitt mit einer Stahlsorte S460 der
QSK 3 angehort. Der wenig schlankere Stiitzenquerschnitct HEA200 (Abb. 6-10 Mitte) entspricht
bei der erhéhten Temperatur der QSK 2, falls er aus einer Stahlsorte S235 besteht, oder der
QSK 3, falls aus S460. Der noch schlankere Stiitzenquerschnict HEA280 (Abb. 6-10 unten) ent-
spricht bei erhéhter Temperatur mit Stahlsorte $235 der QSK 3, wihrend derselbe Querschnitt
mit $460 bei reinem Druck der QSK 4 entspricht.

Bei einem sehr gedrungenen Querschnitt der QSK 1, wie zum Beispiel ein HEB300 Quer-
schnitt aus $235 (Abb. 6-10 oben links), erméglicht das Berechnungsmodell des Eurocodes eine
gute Schitzung der Traglasten von mehraxial beanspruchten Stiitzenquerschnitten. Mit dem auf
die maximale Kriimmung begrenzten vereinfachten Gleichgewichtsmodell ergeben sich zum Euro-
codemodell dhnliche Traglasten, wobei diese bei hoher Normalkraft die Ergebnisse der numeri-
schen Berechnungen unterschitzen. Der gleiche Stiitzenquerschnitt, jedoch aus der Stahlsorte
$460, wird nach Eurocode in die QSK 3 eingeteilt. Dies fithrt zu einer starken Unterschitzung der
Traglasten, da der Nachweis des mehraxial belasteten Stiitzenquerschnittes elastisch erfolgt. Im
Gegensatz dazu vermeidet das vereinfachte Gleichgewichtsmodell eine Einteilung der Querschnit-
te in Klassen und benutzt stets Gleichung 6.10 zur Beschreibung der Interaktion zwischen der
schiefen Biegung und der Normalkraft. Dies fiihrt zu einer sehr guten Ubereinstimmung mit den
Ergebnissen der numerischen Berechnungen bei kleinen Normalkriften, wihrend bei héherer axi-
aler Belastung die Traglasten mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell unterschitzt werden.
Dennoch erlaubt in diesem Fall das vereinfachte Gleichgewichtsmodell eine bessere Abschitzung
der Traglasten im Vergleich zum Modell des Eurocodes.

Ahnlich wie beim HEB300 Stiitzenquerschnitt kénnen die Traglasten des HEA200 Quer-
schnittes (Abb. 6-10 Mitte links) mit dem Eurocodemodell gut abgeschitzt werden, solange der
Querschnitt nicht zur QSK 3 gehért. Entspricht die Stahlsorte des HEA200 Querschnittes dem
Stahl 8235, so fillt der Querschnitt in die QSK 2 des Eurocodes. Die Traglasten, berechnet nach
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Abb. 6-10: Traglasten mehraxial beanspruchter Querschnitte mit offenen H-Profilen der Stahlsorte 5235
und S460 bei 400°C. Vergleich zwischen den Ergebnissen des finite Elemente Modells mit dem verein-
fachten Gleichgewichtsmodell sowie dem Eurocode.
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Eurocode, stimmen gut mit den Ergebnissen der numerischen Berechnungen iiberein, besonders
bei kleiner Normalkraft. Bei einer grosseren Beanspruchung durch die Normalkraft werden die
Traglasten des Querschnittes mit dem Modell des Eurocodes iiberschitzt. Mit dem vereinfachten
Gleichgewichtsmodell resultieren im Vergleich zum Eurocode kleinere Traglasten, die jedoch
besonders bei einer hohen Beanspruchung durch die Normalkraft zu einer starken Unterschitzung
der Traglast fihren.

Beide Modelle konnen das Tragverhalten des mehraxial beanspruchten HEA200 Querschnit-
tes mit der Stahlsorte S235 in etwa abbilden. Wird der gleiche Querschnitt mit der Stahlsorte
S460 betrachtet, so entspricht dieser bei zentrischem Druck der Querschnittsklasse 3 des Euro-
codes. Dies fithrt wiederum zu einer durch die Klassierung verfilschten Abschitzung der Traglas-
ten, wobei diese als Folge der linearen Interaktionsformel besonders bei schiefer Biegung stark
unterschitzt werden. Im Gegensatz dazu ermoglicht das vereinfachte Gleichgewichtsmodell eine
gute Abschitzung der Traglasten besonders bei kleiner Beanspruchung des Querschnittes durch
die Normalkraft. Bei grossen Normalkriften wird das Tragvermdgen des Querschnittes mit dem
vereinfachten Gleichgewichtsmodell stark unterschitzt.

In Abbildung 6-10 unten sind die Traglasten des mehraxial beanspruchten HEA280 Quer-
schnittes dargestellt, welcher schon mit einer Stahlsorte S235 nach Eurocode der QSK 3 angehort.
Ahnlich wie beim HEA200 S460 Querschnitt werden die Traglasten des HEA280 S235 Quer-
schnittes durch die elastische Interaktionsbezichung des Eurocodes besonders bei schiefer Biegung
stark unterschitzt. Im Gegensatz dazu werden die Traglasten mit dem vereinfachten Gleichge-
wichtsmodell besonders bei kleiner Normalkraft sehr gut abgeschitzt, wihrend diese bei hoherer
axialer Belastung unterschitzt werden. Gegeniiber dem Modell des Eurocodes erlaubt das verein-
fachte Gleichgewichtsmodell eine deutlich bessere Abschitzung der Traglasten bei mehraxialer
Belastung.

Besteht der HEA280 Querschnitt aus Stahl $460, so fillt er bei reiner Druckbelastung gemiss
Eurocode in die QSK 4. Massgebend fiir diese Klassierung ist der sehr schlanken Flansch, der bei
reiner Druckbelastung ausbeult und somit gemiss dem Modell des Eurocodes mit einem reduzier-
ten, wirksamen Querschnitt berechnet werden muss. Wird der Querschnitt zusitzlich mit einem
Biegemoment um die schwache Achse belastet, so verindert sich die Spannungsverteilung im
Flansch, was bei geniigend grossem Biegemoment M, zu einem Klassenwechsel fiihrt. Dies ist in
der Abbildung 6-10 unten rechts durch die Unstetigkeit der Ergebnisse des Modells nach Euro-
code (punktierte Linie) ersichtlich. Da mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell die Klassie-
rung der Querschnitte umgangen wird, kénnen die Traglasten des Querschnittes besser abge-
schitzt werden. Wiederum stimmen die Traglasten des vereinfachten Gleichgewichtsmodells bei
kleiner axialen Belastung sehr gut mit den Ergebnissen der numerischen Berechnungen tiberein,
wihrend diese bei hoher axialer Belastung unterschitzt werden.

In Abbildung 6-11 rechts sind die Traglasten eines IPE300 Querschnittes der Stahlsorte S460
dargestellt. Bei diesem Querschnitt ist es nicht der Flansch, sondern der Steg, der gemiss Eurocode
bei reiner Druckbeanspruchung zu einer Klassierung in die QSK 4 fiihrt. Bei geniigend grosser
Beanspruchung des Querschnittes durch ein Biegemoment My kommt es zu einem Klassenwechsel
des nun durch Druck und Biegung beanspruchten Steges. In der Abbildung entspricht dieser Klas-
senwechsel der Unstetigkeit, die beim Modell des Eurocodes ersichtlich ist. Ahnlich wie beim
HEA280 S460 Querschnitt werden die Traglasten des IPE300 S460 Querschnittes durch das
Modell des Eurocodes stark unterschitzt, mit Ausnahme bei fehlender Normalkraft. Fehlt die
Belastung durch die Normalkraft, ist der Steg durch reine Biegung belastet, was zu einer héheren
Klassierung in die QSK 1 fihrt. Dementsprechend darf in diesem Belastungsfall gemiss dem
Modell des Eurocodes eine plastische Interaktionsformel benutzt werden. Sobald eine Belastung
des Querschnittes durch Normalkraft vorhanden ist, muss gemiss Eurocode eine elastische Inter-
aktionsformel verwendet werden, die wiederum zu einer starken Unterschitzung der Traglasten im
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Abb. 6-11: Traglasten eines mehraxial belasteten IPE300 Querschnittes. Vergleich zwischen den Ergebnis-
sen des finite Elemente Modells mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell und Eurocode.

Vergleich zu den Ergebnissen der numerischen Berechnungen fithrt. Mit dem vereinfachten
Gleichgewichtsmodell kénnen die Traglasten besser abgeschitzt werden.

6.4 Interaktion Knicken und Beulen

Sowohl beim vereinfachten wie auch beim reduzierten oder erweiterten Gleichgewichtsmodell
wird das lokale Tragverhalten des Stiitzenquerschnittes in der Form einer Momenten-Kriim-
mungs-Beziehung berechnet. Diese Bezichung beschreibt den inneren Widerstand My g der
Stiitze in Funktion der Stiitzenverformung, der Querschnittsgeometrie, der einwirkenden Normal-
kraft und des Materialverhaltens. Wie im Kapitel 6.3 erldutert, ist diese Beziehung durch eine
maximale Kriimmung 7, begrenzt, die im meist beanspruchten Querschnittselement eine Stau-
chung €, verursacht, welche zum lokalen Ausbeulen dieses Querschnittselements fithre (Abb. 6-12
links). Dem inneren Biegewiderstand My g g setzt das Gleichgewichtsmodell eine dussere Einwir-
kung Mg gegeniiber, die Effekte 2" Ordnung an der gesamten Stiitze beriicksichtigt. Diese
Gegeniiberstellung der dusseren und inneren Biegemomente erlaubt die Beurteilung der globalen
Stabilitit der Stiitze und die Berechnung ihrer Verformung. Die globale Stabilitit ist gesichert,
solange ein Gleichgewichtszustand zwischen den inneren und dusseren Biegemomenten méglich
ist. Daraus ldsst sich die Kriimmung ) gq, bestimmen, womit die Verformung der Stiitze berechnet
werden kann. Zudem kann tiberpriift werden, ob die Verformungen 2" Ordnung der Stiitze nicht
zu einem Ausbeulen des meist beanspruchten Querschnittselements fithren. Ein solches lokales
Versagen kann ausgeschlossen werden, falls die Kriimmung Xgaw > welche zum Gleichgewichtszu-
stand gehort, kleiner als die Kriimmung , ist, die in dem meist beanspruchten Querschnittsele-
ment zum Stabilitdtsversagen fiithrt (Abb. 6-12 links). Sind die Querschnittselemente derart
schlank, dass die Kriimmung Y, kleiner als die Kriimmung Xoggw wird, kommt es zum lokalen
Beulversagen, bevor die Knicklast der Stiitze erreicht wird. Beim Ausbeulen des meist beanspruch-
ten Querschnittselements kommt es zu einem betrichtlichen Steifigkeitsverlust des gesamten Stiit-
zenquerschnittes, der zu einem Versagen der gesamten Stiitze fithrt, da dieser Steifigkeitsverlust in
der Regel ein mogliches Gleichgewicht zwischen den inneren und dusseren Biegemomente verhin-
dert.

Nur bei Stiitzen aus sehr diinnen Profilblechen konnen die Flansche ausbeulen, ohne dass es
dabei zu einem Versagen der gesamten Stiitze kommt. Dies, weil nach dem Erreichen der Verzwei-
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Abb. 6-12: Links: Begrenzung der Tragféhigkeit der Stltze durch lokales oder globales Stabilitétsversa-
gen. Rechts: Vergleich der Traglasten des analytischen Modells mit eigenen Versuchen

gungslast des Querschnittselements eine Laststeigerung bis zur Traglast moglich ist. Bei nichtlinea-
rem Materialverhalten ist dies jedoch nur bei Flanschen mit einer auf Raumtemperatur bezogenen
Schlankheit grosser als die Grenzschlankheit denkbar, da nur bei diesen Platten die Verzweigungs-
last nicht direkt der Traglast der Platte entspricht (Gl. 6.8a und 6.8b). Wie in Abbildung 6-4 oder
6-9 ersichtlich, kommt es bei diesen sehr schlanken Platten beim Uberschreiten der Verzweigungs-
last infolge des Ausbeulens zwar zu einem Steifigkeitsverlust, der jedoch im Vergleich zu demjeni-
gen beim Erreichen der Traglast viel kleiner ist. Der Einfluss des lokalen Steifigkeitsverlustes auf
die Biegesteifigkeit des gesamten Querschnittes ist kleiner, was ein Gleichgewicht zwischen den
inneren und dusseren Biegemomenten zwar erschwert, jedoch nicht unmoglicht macht. Solche
sehr schlanken Flanschen kommen bei baupraktischen Anwengungen in der Regel sehr selten vor,
so dass fiir die gingigen gewalzten Stahlprofile bei erhohter Temperatur das lokale Ausbeulen stets
zum Versagen der gesamten Stiitze fiihrt.

Zwei Berechnungsbeispiele im Anhang E zeigen, wie die globale und die lokale Stabilitit einer
zentrisch oder exzentrisch gedriickten Stiitze mit nichtlinearem Materialverhalten beurteilt werden
kann.

6.5 Vergleich mit Versuchen

Am Institut fiir Baustatik und Konstruktion der ETH Ziirich wurden in den letzten Jahren mehre-
re Versuche mit kurzen Stiitzen bei unterschiedlichen Temperaturen durchgefiihrt. Die getesteten
Stiitzen waren dreimal so lang wie breit und wurden bei konstanter Temperatur zentrisch und
exzentrisch belastet. Zudem wurde zu jedem Stiitzenquerschnitt und Versuchstemperatur das
Materialverhalten durch mehrere Zugversuche bestimmt. Einzelheiten zum Versuchsautbau wie
zur Versuchsdurchfithrung kénnen dem Versuchsbericht [52] entnommen werden. Jeder Versuch
wurde mit dem in diesem Kapitel vorgestellten Berechnungsmodell mit Beriicksichtigung der
gemessenen Geometrie und des untersuchten Materialverhaltens nachgerechnet. Zur Berechnung
der Momenten-Kriimmungs-Beziechung wurde das reduzierte Gleichgewichtsmodell verwendet,
wobei die maximale Kriimmung durch das Ausbeulen des meist beanspruchten Querschnittsele-
ment beschrinke ist.

In Abbildung 6-12 rechts sind die gemessenen Traglasten aus den Versuchen den Ergebnisse
des analytischen Modells gegeniibergestellt. Obwohl die Querschnittsgeometrie wie auch das
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Materialverhalten bei der gegebenen Temperatur bekannt ist, bekundet das analytische Modell
Schwierigkeiten die Traglasten, die in den Versuchen gemessen wurden, abzubilden. Die Streuung
der Resultate ergibt sich aus der Summe vieler Modellunsicherheiten. Dazu gehoren die Abschit-
zung der Beullast der Platte sowie die Berechnung der Momenten-Kriimmungs-Bezichung ohne
Beriicksichtigung der lokalen Imperfektionen. Insbesondere die lokalen Imperfektionen haben
einen grossen Einfluss auf das Last-Stauchungs-Verhalten der einzelnen Querschnittselemente und
dementsprechend auch auf das Momenten-Kriimmungs-Verhalten wie dies in Abbildung 6-5
ersichtlich ist. All diese Einfliisse spielen bei der Berechnung der Knicklasten schlanker Stiitzen
eine untergeordnete Rolle, was sich auch in einer viel besseren Ubereinstimmung mit den
Versuchsergebnisse zeigt (Abb. 3-19 unten links).

Zusitzlich zur Gegeniiberstellung der Ergebnisse in der Abbildung 6-12 rechts sind die Trag-
lasten der Versuche sowie die Abweichungen der Ergebnisse des analytischen Modells in der
Tabelle 6-1 angegeben. Im Allgemeinen werden die Traglasten durch das analytische Modell unter-
schitzt, ausser bei einzelnen Versuchen, bei denen die Traglasten teilweise stark abweichen. Insbe-
sonders bei den HEA100 Stiitzen wird die Traglast zweier Versuche deutlich tiberschitze. Dies
fuhrt in der Tabelle 6-1 zu einem triigerisch hohen Mittelwert des Verhiltnisses der Traglasten des
Modells mit denjenigen die im Versuch gemessen wurden und zu einer grossen Standardabwei-
chung.

Tabelle 6-1: Vergleich der Ergebnisse des analytischen Modells mit den Versuchen der ETHZ [52]

HEA100 S355 RRW120x60x3.6 $355 z-z
0 e Nutes  Numodel 0 e Nutes  Numodell
[°C] [mm] [kN] / Nu,T&St [°C] [mm] [kN] / Nu,Test
20 0 948.0 0.96 20 0 482.9 0.95
20 10 (y) 780.0 0.86 20 10 356.0 1.01
20 50 (y) 445.0 0.82 20 50 160.8 1.18
20 10 (z) 724.4 0.79 400 0 407.8 0.70
20 50 (z) 309.1 0.98 400 10 280.1 0.88
400 0 994.6 0.86 400 50 133.3 1.04
400 10 (y) 763.9 0.88 550 0 257.4 0.71
400 50 (y) 466.7 0.84 550 10 205.3 0.83
400 10 (z) 739.3 0.98 550 50 87.0 1.09
400 50 (z) 288.0 1.54 700 0 74.1 0.80
550 0 511.0 0.84 Mittelwert 0.92
550 10 (y) 389.1 0.89 Standardabweichung 0.16
550 50 (y) 225.3 0.89
550 10 (2) 376.4 1.03 RRW160x160x5 S355
550 50() 1404 1.77 0 & Nyt  Nuwmode!
700 0 161.5 0.93 [*C]  [mm] [kN] ! Ny Test
Mittelwert 0.99 20 0 1225.1 0.90
Standardabweichung 0.27 400 0 794.5 0.96
550 0 468.0 1.04
700 0 137.8 1.23

Mittelwert 1.03
Standardabweichung 0.14




6.6 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Verglichen mit der Nachrechnung der Versuchen an schlanken Stiitzen (Tab. 3-3) ist die Streu-
ung der Ergebnisse bei der Nachrechnung der Querschnittstragfihigkeit wesentlich grosser. Dies
verdeutlicht unter anderem die grosseren Unschirfen des Modells zur Berechnung der Quer-
schnittstragfihigkeit gegeniiber demjenigen zur Berechnung der Traglast zentrisch und exzentrisch
gedriickter Stiitzen.

6.6 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

* Die Methode der wirksamen Breiten beschreibt das Verhalten von beulgefihrdeten Platten
mit nichtlinearem Materialverhalten ausreichend gut, sofern die Verzweigungslast korreke
bestimmt werden kann.

* Gemiss der Methode der wirksamen Breiten wirkt beim Erreichen der Traglast von Platten
mit einer bezognenen Schlankheit grosser als die Grenzschlankheit eine maximale Spannung
fo0 auf den wirksamen Querschnitt. Bei gedrungenen Platten mit einer bezogenen Schlank-
heit kleiner als die Grenzschlankheit wirkt beim Erreichen der Traglast eine maximale Span-
nung O g auf den wirksamen Querschnitt. In diesem Fall entspricht der wirksamen Quer-
schnitt dem gesamten Plattenquerschnitt. Eine Laststeigerung im tiberkritischen Bereich ist
gemiss der Methode der wirksamen Breiten bei nichtlinearem Materialverhalten fiir Platten
mit einer bezogene Schlankheit kleiner als die Grenzschlankheit nicht moglich.

* Der Spannung, die am wirksamen Querschnitt der Platte wirkt, kann mit dem Stoffgesetz
eine Stauchung €, zugeordnet werden. Diese Stauchung entspricht in etwa derjenigen Ver-
formung, bei welcher der grosste Steifigkeitsverlust in der Platte zu beobachten ist.

* Die Bezichung zwischen der Stiitzenkriimmung und der Stauchungen in den dussersten
Querschnittsfasern wird bei nichtlinearem Materialverhalten durch eine geeignete Wahl des
inneren Hebelarms abgeschitzt. Der innere Hebelarm ldsst sich mit einer vereinfachten
Betrachtung der Spannungsverteilung im Querschnitt in Funktion der einwirkenden Nor-
malkraft berechnen. Ist diese Beziechung der lokalen Stauchungen der einzelenen Quer-
schnittsfasern mit der Kriimmung des Stiitzenquerschnitts bekannt, kann der Einfluss des
Tragverhalten der einzelenen Querschnittselemente auf die Tragwirkung des gesamten Quer-
schnittes beschrieben werden.

* Die Momenten-Kriimmungs-Bezichung des Stiitzenquerschnitts ist durch die Randdeh-
nung €, bei der die meist belasteten Querschnittselemente ausbeulen, begrenzt. Dies ermog-
licht die Berechnung des infolge der einwirkenden Normalkraft reduzierten maximalen Bie-
gewiderstands der Stiitze ohne eine Klassierung der Querschnitte vornehmen zu miissen.
Ein Vergleich mit finite Elemente Berechnungen zeigt gute Ergebnisse.

* Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell ermdglicht es, zu beurteilen, ob Verformungen 2"
Ordnung zu einem lokalen Beulversagen des am meisten beanspruchten Stiitzenquerschnit-
tes fiihren. Ein solches lokales Stabilititsproblem fiihrt bei nichtlinearem Materialverhalten
in der Regel zum Versagen der gesamten Stiitze.

* Das analytische Berechnungsmodell erméglicht eine Abschitzung der Traglasten eigener
Versuche, wobei diese tendenziell unterschitzt werden. Verglichen mit den Versuchen an
schlanken Stiitzen ist die Modellunsicherheit viel grosser, was sich in einer grésseren Streu-
ung respektive Standardabweichung der Ergebnisse zeigt.
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7 Zusammenfassung und Folgerungen

7.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit will einen Beitrag zum besseren Verstindnis des Tragverhaltens stabilitits-
gefdhrdeter Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten leisten. Das Augenmerk gilt besonders
zentrisch und exzentrisch gedriickten Stahlstiitzen im Brandfall, wobei die erarbeiteten Berech-
nungsmodelle in der Regel auch fiir Stiitzen aus Aluminium oder hochlegierten Stihlen bei Raum-
temperatur gelten. In den unterschiedlichen Kapiteln werden numerische Modelle erldutert, die
das Tragverhalten der Stiitze und deren Querschnitt mechanisch beschreiben und die Beurteilung
verschiedener Einfliisse wie Geometrie, Materialverhalten, Eigenspannungen sowie auch Belas-
tungsart oder Kriechen ermdéglichen. Zudem werden Einfliisse lokaler Stabilititsprobleme des
Querschnittes auf die Tragwirkung der gesamten Stiitze und insbesondere deren globale Stabilitit
erfasst und deren gegenseitige Beeinflussung beschrieben.

Wihrend mit den numerischen Modellen versucht wird, das mechanische Verhalten méglichst
genau zu erfassen, werden vereinfachte Berechnungsmodelle entwickelt, die eine gute und schnelle
Beurteilung der lokalen und globalen Stabilitit gedriickter Stiitzen mit nichtlinearem Materialver-
halten erméglichen. Diese vereinfachten Berechnungsmodelle bauen auf dem gleichen mechani-
schen Grundverstindnis auf wie die numerischen Modelle und erlauben somit eine konsistente
und wirklichkeitsnahe Berechnung des Tragverhaltens zentrisch und exzentrisch gedriickter Stiit-
zen mit nichtlinearem Materialverhalten.

Beginnend mit dem eindimensionalen Stabilititsproblem des Biegeknickens wird im Kapitel 2
die Verzweigungslast der beidseitig gelenkig gelagerten Stiitze mit nichtlinearem Materialverhalten
dargestellt. Insbesondere werden die Modelle nach Engesser-Kdrmdn und nach Engesser-Shanley
zur Berechnung der Verzweigungslast von Stiitzen bei nichtlinearer Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hung erldutert. Diese sehr einfachen Modelle ermoglichen die Berechnung eines oberen Grenzwer-
tes der Traglast sowie eine erste Beurteilung der globalen Stabilitdt zentrisch belasteter Stiitzen. Es
zeigt sich, dass gingige Bemessungsansitze zum Knicken mit nichtlinearem Materialverhalten die-
sen oberen Grenzwert der Traglast bei gedrungenen und mittelschlanken Stiitzen teilweise tiber-
schreiten. Dies verdeutlicht den Handlungsbedarf zur Entwicklung neuer Berechnungsmodelle
zum Knicken, die sich trotz nichtlinearem Materialverhalten auf einen mechanischen Grundge-
danken abstiitzen.

In Kapitel 3 wird das Tragverhalten zentrisch und exzentrisch gedriickter Stiitzen mit nichtli-
nearem Materialverhalten untersucht. Zwei numerische Berechnungsmodelle werden vorgestell,
die das Gleichgewicht zwischen den treibenden und riickhaltenden Kriften in der Stiitze untersu-
chen. Dabei liefert das erweiterte Gleichgewichtsmodell innerhalb der Modellannahmen die exak-
te Losung, die mit einem iterativen Vorgehen angenihert wird. Dieses Modell wurde um die Wen-
de des 19*" ins 20 Jahrhundert von Kdrmdn entwickelt und zur Beurteilung von Stiitzen aus
Gusseisen oder Flusseisen benutzt. In diesem Kapitel es fiir die Berechnung von Stahlstiitzen im
Brandfall angepasst und fiir die Berticksichtigung von Eigenspannungen, thermische Dehnungen
und Spannungen sowie Kriechen bei hohen Temperaturen erweitert. Der Schliissel zum Verstind-
nis des Gleichgewichtsmodells bildet das Momenten-Kriimmungs-Diagramm, in dem sowohl die
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nichtlineare Beziechung zwischen dem Biegewiderstand und der Stiitzenkriimmung wie auch dieje-
nige zwischen dem einwirkenden Biegemoment in Funktion der Stiitzenverformung dargestellt
werden kénnen. Simtliche Einfliisse, wie geometrische oder strukturelle Imperfektionen, Stiitzen-
schlankheit, Kriechen oder Materialverhalten konnen in dieser Darstellung anschaulich erldutert
werden. Zudem wird der Einfluss dieser Effekte auf die Traglast der Stiitze diskutiert. Besonders
die Eigenspannungen beeinflussen bei erhohten Temperaturen hauptsichlich H-Querschnitte um
ihre schwache Achse, wihrend bei anderen Querschnitten die Traglast durch das Vorhandensein
von Eigenspannungen nur geringfiigig verdndert wird.

Das erweiterte Gleichgewichtsmodell erméglicht einerseits die Berechnung der Verformungsfi-
gur der Stiitze und anderseits wie sich diese bei zunehmender Belastung verindert. So kann gezeigt
werden, dass bei zentrisch belasteten Stiitzen eine geometrische Form der Biegelinie affin zur
Sinusfunktion zu einem unteren Grenzwert der Belastung fiihrt, falls das Gleichgewicht zwischen
den treibenden und riickhaltenden Biegemomenten bei gegebener Normalkraft nur in Stiitzenmit-
te tiberpriift wird. Analog fiihrt eine parabolische Verformungsfigur bei exzentrisch belasteten
Stiitzen zum unteren Grenzwert der Traglast.

Zusitzlich zu den Gleichgewichtsmodellen ist in Kapitel 3 ein weiterer Ansatz zur Betrachtung
des Stabilitdtsproblems einer gedriickten Stiitze erldutert. Dieser berechnet die am System infolge
der Verformung geleistete innere und dussere Arbeit und erméglicht es, durch den Sazz des Mini-
mums der potentiellen Energie das Last-Verformungs-Verhalten der Stiitze mit nichtlinearem Mate-
rialverhalten zu beschreiben.

Wihrend im Kapitel 3 versucht wird, das Tragverhalten von Stiitzen bei nichtlinearem Materi-
alverhalten moglichst genau zu beschreiben, widmet sich das Kapitel 4 vereinfachten Methoden
zur Berechnung der maximalen Traglast zentrisch und exzentrisch gedriickter Stiitzen. Nachdem
die Vor- und Nachteile der in der Baupraxis meist gebrauchten Bemessungsansitze diskutiert wer-
den, sind zwei neue, vereinfachte Berechnungsmodelle zum Knicken und Biegeknicken von Stahl-
stiitzen im Brandfall erldutert. Die erste erlduterte Methode ist ein vereinfachtes Spannungsmodell,
bei dem die Verformungen und Schnittkrifte 2'" Ordnung in der Mitte einer zentrisch gedriickten
Stiitze mit einem elastischen Modell berechnet werden. Als Knickkriterium dient ein Grenzwert
der grossten Randspannungen im Stiitzenquerschnitt, der in Funktion der Stiitzenschlankheit und
der Materialparameter zu berechnen ist. Dieses sehr einfache Modell erlaubt eine schnelle Abschit-
zung der Traglast zentrisch gedriickter Stahlstiitzen bei erhohten Temperaturen, verletzt aber bei
gedrungenen Stiitzen die Vertriglichkeitsbedingungen. Dennoch kénnen die Traglasten der nume-
rischen Gleichgewichtsmodelle mit ausreichender Genauigkeit wiedergeben werden.

Die zweite erlduterte Methode ist ein vereinfachtes Gleichgewichtsmodell, welches in seinem
Aufbau dem reduzierten Gleichgewichtsmodell entspricht. Um das iterative Vorgehen des redu-
zierten Gleichgewichtsmodells zu umgehen, wird die Momenten-Kriimmungs-Beziehung des
durch die Normalkraft belasteten Stiitzenquerschnitts mit einem Modell abgeschitzt. Dabei wird
besonders auch das nichtlineare Materialverhalten der Stiitze beriicksichtigt. Dieses ein wenig auf-
wendigere, daftir sehr leistungsfihige Modell ermoglicht die Uberpriifung der Stabilitit zentrisch
und exzentrisch gedriickter Stiitzen und die Berechnung der Verformungen 2" Ordnung. Insbe-
sondere die Informationen tiber den Verformungszustand der belasteten Stiitze erméglicht eine
Verkniipfung globaler und lokaler Stabilititsprobleme. So kann das Auftreten lokaler Stabilitdts-
probleme infolge der Stiitzenbelastung und der Verformungen 2** Ordnung mit dem vereinfach-
ten Gleichgewichtsmodell gepriift werden. Zudem ermdéglicht das vereinfachte Gleichgewichtsmo-
dell dem Benutzer einen tieferen Einblick in das Zusammenspiel der inneren und dusseren Krifte,
die an der verformten Stiitze wirken.

Die Kapitel 5 und 6 widmen sich der Tragfihigkeit der einzelnen Platten, die den Stiitzen-
querschnitt bilden. Dabei wird zuerst die Verzweigungslast dreiseitig und vierseitig gelenkig gela-
gerter Platten mit nichtlinearem Materialverhalten und unterschiedlicher Kombination der Belas-
tungen durch Druck und Biegung untersucht. Ein eigenes Modell mit belastungsabhingiger



7.2 Folgerungen

Plattensteifigkeit ermoglicht die Berechnung der Verzweigungslast von Platten mit nichtlinearem
Materialverhalten. Im Gegensatz zu den Modellen, die in der Vergangenheit fiir Platten mit nicht-
linearem Materialverhalten entwickelt worden sind, ermdoglicht dieses Modell die Berechnung der
Verzweigungslast auch fiir Platten, die durch Druck und Biegung beansprucht werden.

Zur Uberpriifung des vereinfachten Modells mit belastungsabhiingiger Plattensteifigkeit zur
Berechnung der Verzweigungslast wurden zwei numerische Berechnungsmodelle entwickelt. Diese
16sen das Verzweigungsproblem mit der Energiemethode nach Timoshenko, wobei der zweidi-
mensionale Spannungszustand in der Platte mit einer isotropen Verfestigung und der Fliessgrenze
nach von Mises berticksichtigt wird. Bei der Energiemethode nach Timoshenko wird diejenige
Belastung gesucht, fiir welche die Platte gegentiber einer verformten Lage keine Verinderung in
ihrer potentielle Energie verspiirt. Ist die gespeicherte Energie der Platte gegentiber der Verfor-
mung indifferent, so entspricht die Belastung der Losung des Verzweigungsproblems. Die Ergeb-
nisse des vereinfachten Berechnungsmodells mit belastungsabhingiger Plattensteifigkeit zeigen
eine gute Ubereinstimmung mit denjenigen der numerischen Modelle.

Mit der Verzweigungslast und der Methode der wirksamen Breite lisst sich die Traglast der
Platte bei nichtlinearem Materialverhalten abschitzten. Gemiss der vereinfachten Betrachtung
dieser Methode entspricht die Traglast bei Platten, mit einer bezogenen Schlankheit kleiner als die
Grenzschlankheit, der Verzweigungslast. Das Modell erméglicht bei diesen gedrungenen Platten
keine Laststeigerung im iiberkritischen Bereich , gestattet jedoch eine Abschitzung der Platten-
stauchung beim Erreichen der maximalen Traglast sowohl fiir dreiseitig wie auch fiir vierseitig gela-
gerte Platten. Bei dieser Stauchung treten infolge des Ausbeulens die grossten Steifigkeitsverluste
der Platte auf, welche die Steifigkeit des gesamten Stiitzenquerschnittes stark beeinflussen. Mit der
Annahme, dass dieser Steifigkeitsverlust der meist belasteten Querschnittselemente zum Versagen
des gesamten Stiitzenquerschnitts fiihrt und der Verkniipfung der lokalen Dehnungen mit den
globalen Verformungen, kann die Tragfihigkeit der Stiitze beurteilt werden. Diese erméglicht die
Berechnung der Querschnittstragfihigkeit mehraxial beanspruchter Stiitzen mit Beriicksichtigung
der Schnittkrifte 2 Ordnung.

7.2 Folgerungen

Aus den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit lassen sich einige Folgerungen und Erkenntnisse zur
Beschreibung des Tragverhaltens von gedriickten Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten
ableiten:

¢ Das nichtlineare Materialverhalten hat einen erheblichen Einfluss auf die Stabilitit von Stiit-
zen und Platten. Sowohl die Traglast wie auch das Verformungsverhalten werden massgeb-
lich von der nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung beeinflusst.

* Die Verzweigungslast der zentrisch gedriickten Stiitze kann mit dem Modell nach Enges-
ser-Kdrmdn auf einfache Weise berechnet werden. Diese bildet unter Beachtung der getroffe-
nen Vereinfachungen einen oberen Grenzwert der Stiitzentraglast.

* Die Beschreibung des Tragverhaltens von Stiitzen mit nichtlinearem Materialverhalten erfor-
dert ein Berechnungsmodell, welches die wesentlichen mechanischen Eigenschaften des Sys-
tems korrekt abbildet. Dazu gehort nebst dem Stoffgesetz und dem Gleichgewicht mindes-
tens auch eine Vertriglichkeitsbedingung. Das Gleichgewichtsmodell, welches das
Zusammenspiel der treibenden und der riickhaltenden Krifte entlang der Stiitze in Funkti-
on von deren Verformung beschreibt, eignet sich dafiir besonders. Alle Einfliisse auf das Sta-
bilicatsverhalten wie Eigenspannungen, Materialverhalten, Lastexzentrizitit und weitere
kénnen mit diesem Modell in einem Momenten-Kriimmungs-Diagramm veranschaulicht
werden. Dieses Modell ist eine grosse Hilfe zur Forderung des Verstindnisses von Stabilitits-
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problemen und kann fiir beliebige Stoffgesetze, also auch fiir Aluminium und hochlegierte
Stihle angewendet werden.

Die im Stahlbau gingigen Bemessungsmethoden fiir Stiitzen im Brandfall sind sehr einfach
in der Anwendung, beriicksichtigen jedoch das nichtlineare Materialverhalten nicht in expli-
ziter Form. Dies fithrt zu unzuverlissigen Modellen, die Mithe haben, die Traglast der Stiitze
bei erhohter Temperatur zu berechnen. Fiir gedrungene und mittelschlanke Stiitzen liegen
die Traglasten teilweise iiber der Verzweigungslast nach Engesser-Kdrman.

Eine Vereinfachung des Gleichgewichtsmodells ist moglich und erlaubt eine sehr zuverléssi-
ge Abschitzung der Traglast sowie der Verformungen und Schnittkrifte 2*" Ordnung. Das
vereinfachte Gleichgewichtsmodell umgeht jegliches iteratives Vorgehen, erlaubt aber den-
noch das nichtlineare Materialverhalten explizit zu berticksichtigen. Zudem kann die Stabili-
tit von zentrisch belasteten Stiitzen, wie auch von solchen mit einer zusitzlichen, linear ver-
teilten Biegebelastung iiberpriift werden.

Das oft verwendete Modell von Bleich zur Berechnung der Verzweigungslast von zentrisch
gedriickten Platten bei nichtlinearem Materialverhalten eignet sich nicht fiir Platten, die
durch eine Kombination von Druck und Biegung belastet werden. Ahnliches gilt fiir das
weniger bekannte Modell von Iljuschin, welches eine sehr genaue Abschitzung der Verzwei-
gungslast bei vierseitig und dreiseitig gelenkig gelagerten Platten mit zentrischem Druck
ermoglicht.

Das Modell mit belastungsabhingiger Plattensteifigkeit ermoglicht die besondere Art der
Anisotropie bei beulgefihrdeten Platten zu beriicksichtigen. Es erlaubt eine gute Abschit-
zung der Verzweigungslast bei dreiseitig und vierseitig gelenkig gelagerten Platten, die durch
Druck und Biegung belastet sind.

Die Methode der wirksamen Breiten ermoglicht die Berechnung der Traglasten von dreisei-
tig oder vierseitig gelenkig gelagerten Platten mit nichtlinearem Materialverhalten, vorausge-
setzt deren Verzweigungslast wird korrekt berechnet. Fiir Platten mit einer bezogenen
Schlankheit kleiner als die Grenzschlankheit entspricht die Traglast der Verzweigungslast.

Die Querschnittstragfihigkeit von Stahlstiitzen bei erh6hten Temperaturen ist stark von der
Tragwirkung der einzelnen Elemente abhingig, die den Querschnitt bilden, wobei das sehr
komplexe Zusammenwirken sehr schwer zu erfassen ist. Die Beurteilung der Querschnitts-
tragfihigkeit bei nichtlinearem Materialverhalten ist durch eine Einteilung in Querschnitts-
klassen ungeeignet. Auch hier fithrt ein Modell, welches das mechanische Verhalten besser
abbilden kann, zu verlisslicheren Ergebnissen, wie zum Beispiel das Gleichgewichtsmodell.

7.3 Ausblick

In der Folge soll ein Ausblick iiber eine mogliche Erweiterung der in dieser Arbeit erarbeiteten
Grundlagen gemacht und Anregungen fiir weitere Untersuchungen gegeben werden.

* Die Berechnungsmodelle, welche in dieser Arbeit entwickelt wurden, befassen sich einzig

mit den Stabilitdtsproblemen Knicken und Biegeknicken, dem lokalen Ausbeulen von in der
Ebene gedriickten Platten sowie deren Interaktion. Stabilititsprobleme, die insbesonders bei
Tragern vorkommen, wie zum Beispiel Kippen oder Schubbeulen werden nicht betrachtet.
Eine Weiterentwicklung der prisentierten Modelle ist erforderlich, um auch solche Stabili-
tdtsversagen zu untersuchen.



7.3 Ausblick

* Diinnwandige Stiitzen aus Aluminium oder hochlegierter Stahl kommen hauptsichlich im
Fassadenbau immer hiufiger zur Anwendung, wobei die Querschnittsabmessungen dieser
Stiitzen in der Regel durch die Betrachtung von mdoglichen Stabilitdtsversagen bestimmt
sind. Dementsprechend ist eine gute und zuverlissige Berechnungsgrundlage fiir diese Versa-
gensmechanismen notwendig. Eine Betrachtungsweise, welche die Gesetze der Mechanik
nicht vernachlissigt, ermdglicht besonders bei nichtlinearem Materialverhalten die Entwick-
lung von zuverldssigen und dennoch einfachen Berechnungsmodellen. Die in dieser Arbeit
entwickelten Berechnungsmodelle, sowohl zur Beurteilung der globalen wie auch der loka-
len Stabilitdt von Stiitzen bei nichtlinearem Materialverhalten, konnen zur Beurteilung des
Tragverhaltens von Stiitzen aus anderen Materialien verwendet werden. Insbesondere das
vereinfachte Gleichgewichtsmodell eignet sich auch fiir die Beurteilung der globalen Stabili-
tdt von Stiitzen aus Aluminium oder hochlegiertem Stahl bei Raumtemperatur.

* Die Berechnungsmodelle zum Tragverhalten von zentrisch oder exzentrisch gedriickten
Stiitzen im Brandfall beriicksichtigen stets eine homogene Temperaturverteilung im Stiit-
zenquerschnitt. Um den Einfluss von Temperaturgradienten im Querschnitt infolge einseiti-
ger Beflammung auf das Tragverhalten der Stiitze zu erfassen, bedarf es weitere Untersu-
chungen, die insbesonders auch die thermischen Dehnungen und Spannungen
berticksichtigen.

* Eigenspannungen haben einen erheblichen Einfluss auf das Tragverhalten von Stahlstiitzen
bei Raumtemperatur, dennoch ist es schwierig diese zu Erfassen insbesondere weil zuverlissi-
ge Messmethoden fehlen. Im Brandfall erwirmt sich die Stahlstiitze sehr schnell, was zu
einer Verinderung der Eigenspannungen fiihrt. Untersuchungen dazu sind sehr anspruchs-
voll, wiirden jedoch eine grosse Unsicherheit bei der Betrachtung des Tragverhaltens von
Stahlstiitzen im Brandfall vermindern.
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Anhang A Materialverhalten des Baustahls

Wihrend bei Raumtemperatur das Materialverhalten von Stahl durch eine linear elastische, ideal
plastische Spannungs-Dehnungs-Bezichung angenihert werden kann, wird dieses bei erhohten
Temperaturen stark nichtlinear. Dies fithrt auch bei niedrig belasteten Bauteilen zu Plastifizierun-
gen, die bei der Beurteilung der Tragfihigkeit berticksichtigt werden miissen. Das Materialmodell
fiir Stahl bei erhéhten Temperaturen nach EN 1993-1-2 basiert hauptsichlich auf Warmzugversu-
chen von Rubert und Schaumann [59][77]. Das Modell nihert das Spannungs-Dehnungs-Ver-
halten bis zum Erreichen der Proportionalititsgrenze durch eine linear elastische Beziechung, wih-
rend dies fiir grossere Dehnungen durch eine elliptische Beziehung bis zum Erreichen der
Fliessspannung geschieht. Das Fliessplateau wird dabei fiir alle Temperaturen bei 2% Dehnung
erreicht (Abb. A-1). Die Beziechung zwischen den Spannungen und den Dehnungen im mehrdi-
mensionalen Raum wird nebst dem einaxialen Spannungs-Dehnungs-Verhalten, durch das Fliess-
gesetz nach von Mises mit isotroper Verfestigung erfasst. In der Folge werden die mathematischen
Grundlagen zur Berechnung der rdumlichen Spannungs- und Dehnungszustinde fiir nichtlineares
Materialverhalten erldutert.

A.1 Dreidimensionaler Spannungszustand

Die Beschreibung des riumlichen Dehnungs- und Spannungszustandes erfolgt durch je 9 Kompo-
nenten, die in einem Verzerrungstensor &;; beziehungsweise Spannungstensor Gj; zusammengefasst
werden.

O

x Exy ©xz x Oxy Oxz
&ij = |eyx & &y Cjj = [Oyx Oy Oy (A.1)
E€x €7y &; Oz Oz O

Sind die raumlichen Verzerrungen des Volumenelements bekannt, lisst sich der Spannungstensor
mit Hilfe der einaxialen Spannungs-Dehnungs-Bezichung und dem Fliessgesetz nach von Mises
mit isotroper Verfestigung berechnen. Bei dieser Berechnung wird sowohl der Spannungs- wie
auch der Verzerrungstensor in einen volumetrischen und einen deviatorischen Tensor aufgeteilt.
Die volumetrischen Tensoren entsprechen Skalaren, welche die Verinderung des Volumens
beschreiben, wihrend die deviatorischen Tensoren die Forminderung des infinitesimalen Volu-
menelements beschreiben, jedoch volumenneutral sind. Wird die Proportionalititsgrenze nicht
tiberschritten, erfolgt die Umrechnung der riumlichen Dehnungen zu Spannungen analytisch,
wihrend diese in der Regel eine iterative Berechnung erfordert, sobald es zu Plastifizierungen
kommt. Im letzteren Fall fithren diese Berechnungen zur nichtlinearen Gleichung A.7, welche ite-
rativ, zum Beispiel mit dem in Abbildung A-1 rechts dargestellten Newton-Raphson-Verfahren,
geldst wird.
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Abb. A-1: Links: Spannungs-Dehnungs-Beziehung nach EN 1993-1-2 bei unterschiedlichen Temperatu-
ren. Rechts: Darstellung des lterationsverfahrens nach Newton und Raphson.

o = spur (c;;) e = spur (g;;) (A.2)
dev GVO' dev £V0|
100
mit 8” = 1010 (A.3a)
001

Die plastischen Verformungen des Volumenelements werden mit der plastischen Dehnung € und
der Fliessrichtung ny; beschrieben. Diese beeinflussen nur die Forméinderung und dementspre-
chend nur die deviatorischen Dehnungen, wihrend das Volumen des infinitesimalen Elements
davon nicht betroffen ist. Die Fliessrichtung nj; ist einzig eine Funktion des Spannungszustands
und verdndert sich in der Regel wihrend der Belastung, was einen iterativen Berechnungsprozess
zur Losungssuche erfordert. Durch die Einfiihrung einer noch unbekannten plastischen Dehnung
werden die deviatorischen Dehnungen in einen elastischen und einen plastischen Tensor unter-
teilt. Der elastische Tensor der deviatorischen Verzerrungen ergibt sich zu

dev,el _ dev

pl = i

Durch einfache Umformung konnen die deviatorischen Spannungen infolge der elastischen devia-
torischen Dehnungen berechnet werden. Diese wiederum erlauben die Berechnung der Fliessrich-

tung nij.
dev _ dev, el . _ E
Cij = 2G- €] mit G = m (A.5)
_ 3 dev . _ {3, dev _dev

Dabei entspricht 6, der Vergleichsspannung nach von Mises, wobei das Produkt des deviatori-
schen Spannungstensors mit sich selber, als Summe der Quadrate der einzelnen Tensorelementen



A.2 Zweidimensionaler Spannungszustand

zu verstehen ist. Werden die drei Gleichungen A.4, A.5 und A.6 zusammengefasst, ergibt sich fol-
gende Gleichung, welche die plastische Dehnung €pl als einzige Unbekannte enthilt.

(1 +38 epJ -Gﬂe" = 2G- eﬂev (A7)
Oy
Durch die Einfiihrung einer Vergleichsdehnung €, analog zur Vergleichsspannung nach von Mises,

(Gl. A.6) vereinfacht sich der Ausdruck A.7 zu einer Gleichung, die ausschliesslich aus skalaren
Grossen besteht.

. 2, dev d
3G(8V—8p|)—(5v =0 mit €, = [g(eijeveijev) (A.8)

In dieser Gleichung wird eine Beziechung zwischen der Vergleichsdehnung, welche den gesamten
Verzerrungszustand zusammenfasst und der Vergleichsspannung, welche den Spannungszustand
beschreibt, aufgestellt. Die plastische Dehnung ist nun so zu wihlen, dass diese Beziehung zwi-
schen der Vergleichsdehnung und Vergleichsspannung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung des
Materials entspricht. Die Vergleichsspannung 6, in Gleichung A.8 kann somit durch das Material-
verhalten, welches mit der Funktion G (€p1) beschrieben wird, ersetzt werden. Mit dem iterativen
Verfahren nach Newton-Raphson (Abb. A-1 rechts) wird die plastische Dehnung €, bestimmt,
welche die Gleichung A.8 erfiillt. Sobald diese bekannt ist, kann der Spannungstensor mit folgen-
den Gleichungen berechnet werden.

dev _ 2G dev

; . mit 6, = Gy = G(gpy) (A.9)
1+3GE
\%
c —GdeV+K-eV°|-8 ‘tK——-——————E (A.10)
i = Oj i MR T 302y ’

Das iterative Newton-Raphson-Verfahren erméglicht eine schnelle und zuverlissige Losung nicht-
linearer Gleichungen. Wie in Abbildung A-1 rechts dargestell, wird die Losung der
Gleichung A.8 schrittweise angenihert, wobei die Schrittlinge wie auch deren Vorzeichen dndern
konnen. Das gesamte Verfahren kann auf folgende Ausdriicke reduziert werden.

t—1

3G(e,—€,)—0 G, —O0

t+1 _ . _ v pl pl —_ pl pl

€y = €yt Cy mit Cp = 3G+ H und H = - gt_l (A.11)
pl — =pl

Aus den Informationen des vorherigen Iterationsschrittes t-1, wird die Schrittlinge Cy bestimmt,
um die nichste Niherung der plastischen Dehnung zu berechnen.

A.2 Zweidimensionaler Spannungszustand

Die Beziehungen zwischen den Tensoren der Verzerrungen und Spannungen im dreidimensiona-
len Raum erlauben die Berechnung der Spannungen bei einem vollstindig bekannten Verzerrungs-
tensor. Handelt es sich jedoch um ein zweidimensionaler Spannungszustand und ist die Kompo-
nente €, des dazugehéorigen riumlichen Verzerrungstensors € nicht vorweg bekannt, so muss das
Berechnungsverfahren angepasst werden. Fiir die folgenden Betrachtungen seien die ersten vier
Komponenten des Verzerrungstensor gegeben und der zweidimensionalen Spannungstensor sowie
die Verzerrungskomponente €, gesucht.
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€y Eyy 0 Oy Oyy 0
Sij = Syx ey 0 Gij = ny Gy 0 (A.12)
0 0 s, 0 00

Das Vorgehen entspricht dem allgemeinen Berechnungsverfahren im dreidimensionalen Raum,
wobei die Bestimmung der plastischen Dehnung € nicht mit der Gleichung A.8 erfolgt. Werden
die Gleichungen A.4 bis A.6 fur die einzelnen Spannungskomponenten ausgewertet und wird
zusitzlich die Komponente 6, gleich Null gesetzt, so fithrt dies zu folgenden Spannungen im zwei-
dimensionalen Raum

12GK - (e, +¢,) GE,

o, = 3KE +4G 3 (A.13a)
Oxy = 2GTTXY (A.13c¢)
mit &, = 1+eg - %(f und £, = 2£y—ﬁi—4G~(ex+£y) (A.13d)

Der Spannungstensor kann wiederum mit der skalaren Grésse 6, beschrieben werden, wobei sich
diese mit Gleichung A.6 auf den Ausdruck A.14 reduziert. Es gilt nun durch ein iteratives Verfah-
ren die plastische Dehnung zu finden, damit die Vergleichsspannung der Spannungs-Dehnungs-
Bezichung (&) des Materials entspricht

_ [2, 2 2 _
o, = JGX+Gy—GXGy+3GXy = o(gy) (A.14)
Ist der zweidimensionale Spannungszustand bekannt, kann die fehlende Dehnungskomponente €,
berechnet werden.
ol o,+t0o
g, =€ —g,—g = =——JY—¢g —¢

, v = 5K (A.15)

y

Bei den numerischen Modelle zur Berechnung der Verzweigungslast dreiseitig und vierseitig gelen-
kig gelagerten Platten mit nichtlinearem Materialverhalten (Kapitel 5) wird der zweidimensionale
Spannungszustand mit dem obigen Berechnungsverfahren erfasst. Dabei sind die ersten vier Kom-
ponenten des Verzerrungstensors &; durch die gewihlten Verformungsfigur in Funktion der Ver-
formung in Plattenmitte gegeben. Der Spannungstensor G;; sowie die Verzerrungskomponente in
z-Richtung werden dann wie oben erldutert iterativ bestimmt.



A.3 Eindimensionaler Spannungszustand

A.3 Eindimensionaler Spannungszustand

Beim eindimensionalen Spannungszustand sei der Spannungstensor G;; durch die einzige Span-
nung G, gegeben, wihrend der zugehorige riumliche Dehnungszustand ; i gesucht ist.

e 00 6,00
00e, 000

Dank dem gegebenen Materialverhalten in Form einer einaxialen Spannungs-Dehnungs-Bezie-
hung kann mit folgenden zwei Gleichungen der rdumliche Verzerrungszustand als Funktion der
gegebenen Spannung G, ohne Iteration berechnet werden.

O
g = €yt EX (A.17a)

g, =g, = ——5—'— - Oy (A.17b)

mi<

Im ersten Berechnungsschritt der numerischen Modelle des Kapitels 5 zur Berechnung der Ver-
zweigungslast dreiseitig und vierseitig gelenkig gelagerten Platten mit nichtlinearem Materialver-
halten wird der rdumliche Verzerrungszustand infolge der einaxialen Belastung in x-Richtung mit
dem obigen Verfahren bestimmt.
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Anhang B Numerische Berechnungsmodelle

In diesem Anhang werden die iterativen Berechnungsmodelle zum Khnicken, insbesondere deren
[terationsschlaufen niher erliutert. Alle Berechnungsmodelle sind mit Matlab [47] programmiert.

B.1 Reduziertes Gleichgewichtsmodell

Die in den Kapiteln 3.3.1 und 3.3.2 beschriebenen Berechnungsmethoden erfordern eine iterative
Losungssuche zur Berechnung der Knicklast. In der Folge wird ein mdogliches Iterationsschema
vorgestellt, welches eine schnelle Berechnung der Knicklast erlaubt und im Rahmen dieser Arbeit
verwendet wurde. Dieses ist in Abbildung B-1 oben als Flussdiagramm graphisch dargestellt.

Der erste Schritt bei der Losungssuche besteht in der Wahl einer Normalkraft Ng und einer
Kriimmung % (a). Damit ldsst sich nach dem Berechnungsschema des Kapitels 3.3.1, welches in
Abbildung 3-4 dargestellt ist, der Biegewiderstand My ¢ und das einwirkende Biegemoment 2
Ordnung Mg | berechnen (b). Ist fiir die gewihlte Normalkraft und Kriimmung der Biegewider-
stand grosser als das einwirkende Biegemoment, so ist ein Gleichgewichtszustand der verformten
Stiitze moglich, die Normalkraft darf weiter gesteigert werden. Ist dies nicht der Fall, so gilt es
abzukliren, ob fiir eine andere Wahl der Kriimmung das Gleichgewicht zwischen inneren Biegewi-
derstand und Zusseren Biegemoment moglich ist. Um festzustellen, ob fiir die neue Wahl der
Kriimmung 7 diese vergrossert oder verkleinert werden muss, werden die Steigungen Mg der Bie-
gewiderstandsfunktion und Mg der Funktion des einwirkenden Biegemomentes (c) berechnet.
Wie in Abbildung B-1 unten ersichtlich, muss die Kriimmung verkleinert werden, falls die Stei-
gung Mg, kleiner als die Steigung Mg ist, andernfalls ist diese zu vergrossern. In den Schlaufen (d)
und (f) wird das Gleichgewicht zwischen inneren und iusseren Kriften fiir zunehmende oder
abnehmende Kriimmung schrittweise tiberpriift. Der fortlaufende Vergleich der Steigungen mg
und Mg garantiert eine frithzeitige Verfeinerung der Suche nach dem méglichen Gleichgewichtszu-
stand (e) und (g). Bei der Verfeinerung wird die Schrittlinge Ay verkleinert bis ein festgelegter
Grenzwert Ay erreicht wird. Kann fiir die angenommene Normalkraft Ng kein Gleichgewicht
zwischen den inneren und den dusseren Biegemomenten hergestellt werden, wird diese bei der
Suche nach der Knicklast Ng g abgemindert.

Gelangt man in eines der im Interaktionsschema schraffierten Kistchen, ist mit der neu
berechneten Normalkraft wieder bei Punkt (a) zu starten, wobei die Kriimmung 7 frei gewihlt
werden darf. Analog wie bei der Schrittlinge der Kriimmungen kann auch die Schrittlinge AN
fortlaufend reduziert werden. Dies geschieht jedes Mal, wenn es zu einem Vorzeichenwechsel der
Schrittlinge AN kommt.

Aus dem Iterationsschema in Abbildung B-1 oben gehen zwei Kriterien zur Steigerung oder
Minderung der Normalkraft Ng hervor. In Abbildung B-1 unten sind diese in Momenten-Kriim-
mungs-Diagrammen zusitzlich dargestellt. Liegt die gewihlte Normalkraft tiber der Knicklast der
Stiitze (Abb. B-1 unten links), so durchlduft das Programm die Schlaufen (d) und (f) auf der Suche
nach einer Kriimmung, welche ein Gleichgewicht zwischen den dusseren und inneren Kriften her-
stellen kann. Dies wiirde einem Schnittpunkt der Funktion fiir die dussere Belastung Mg ;) (strich-
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Iterationsschema zur Berechnung der Knicklast

@|Wahl von Ny undy

Ne >Nk r Ng <Ngr
M | e M A 0 -
— = Mg JIH -—- Mgy // mg o
-~ Mygpo P £ — Mnro [

AN
\
\
|

R 1
/lZ 4’1&1 Ai 3 /Z e

Ao

0 A1 X2 Xa A3 X 0 X1 X2 x3 X

Abb. B-1: Oben: Iterationsschema zur Berechnung der Knicklast. Unten: Momenten-Krimmungs-Dio-
gramme zur lllustration des Interationsschemas zur Berechnung der Knicklast

punktierte Linie) und der Funktion des inneren Biegewiderstandes My g ¢ (gestrichelte Linie) ent-
sprechen. Wird kein Gleichgewicht gefunden, so wird die Normalkraft reduziert. Ist die gewihlte
Normalkraft kleiner als die Knicklast der Stiitze (Abb. B-1 unten rechts), so durchliuft das Pro-
gramm die Schlaufen (d) oder (f) bis eine Kriimmung gefunden wird, fiir die der innere Biegewi-
derstand My Rg grosser als das dussere Biegemoment 2" Ordnung Mg ; ist. Sobald dies der Fall
ist, darf die Normalkraft vergrossert werden.



B.2 Energiemethode

B.2 Energiemethode

Die Energiemethode, welche im Kapitel 3.3.3 erldutert ist, berechnet die durch die Stiitzenverfor-
mung am System geleistete innere und dussere Arbeit. Bei dieser Berechnung muss die geometri-
sche Form der Biegelinie angenommen werden, welche im Rahmen dieser Arbeit als eine Funktion
aus zwei Geraden und einer Sinusfunktion besteht. Durch die Variable 1 wird der Anteil der Gera-
den an der Verformungsfigur beschrieben (Abb. B-2 links). In der Folge ist die mathematische For-
mulierung der geometrischen Form der Biegelinie, sowie die damit verbundene Herleitung des
analytischen Ausdrucks zur Berechnung des elastischen Anteils an der dusseren Arbeit in Funktion
der Stiitzenverformung (Gl. 3.16) gezeigt. Die mathematische Formulierung der Verformungsfi-

gur W erfolgt durch folgende Ausdriicke:

w = n-gwm% fiir xSn% (B.1a)
1

w = Wm-[é—z-(cos[g-(f—%ﬂ—l)+l} fiirn|5'<x<L(1—g) (B.1b)

1 2

w = n'z;wm-(l—’[() fiir x> L(l—g) (B.1¢)

1
wobei
¢, = n(g—l) +1 und  {, = 1-7 (B.1d)

Infolge der Verformungen entstehen Kriimmungen, welche bei einer linearisierten Berechnung,
durch folgende Ausdriicke in Funktion der Verformung in Stiitzenmitte Wy, und der Variablen n
berechnet werden kénnen

0w _ ] L r
X~87_ 0 furXST]2 undXZL(l 2) (B.2a)
82 W TEZ 1 1 L
N_\N = m el E )_(__ . L _n
XNaXz E CICZ c:os[Cz (L 2)} fiir n2<x< L(l 2) (B.2b)

Sowohl die Verformungsfigur wie auch die Verteilung der Kriimmungen sind in Abbildung 3-8
links fir unterschiedliche 1 dargestellt.

Die mathematische Formulierung der Verformungsfigur erméglicht die Berechnung der Ver-
schiebung U des Lastangriffspunktes der Normalkraft Ng in Funktion der Verformung in Stiitzen-
mitte (Abb. B-2 rechts). Dabei wird angenommen, dass die geometrischen Imperfektionen € zur
Verformungsfigur W affin ist.

L 2 2
1 ow\Z, (€ tWy) T Cz 2 ()T Wy )m2
“’“zf (50 o= = '{;*“JL (Fg) i
0

Bei der Berechnung des elastischen Anteils der dusseren Arbeit U e welche infolge der Verschie-
bung des Lastangriffspunktes der Belastung Ng geleistet wird, ist jedoch nur die Verschiebung Au
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Abb. B-2: Links: Parametrisierung der Verformungsfigur. Rechts: Statisches Ersafzsystem fur unterschiedli-
che StUtzenauslenkungen.

infolge der Verformung W zu beriicksichtigen. Diese ergibt sich aus der Differenz der Verschiebun-

gen U(€y+W,;) und u(gy) zu:

2 ¢ (&) + W) T2 €, 2
N eIt exvcs=n oo I

1

\S]

Die am Gesamtsystem geleistete dussere Arbeit U, ¢ ergibt sich durch das Integrieren des Produkts
der Verschiebung mit der Normalkraft. Die Normalkraft bleibt dabei fiir jede Stiitzenverformung
konstant.

Uge = —I (Au- Np)dw,, (B.5)
0

Da dieser Ausdruck sich nur schwer analytisch 16sen ldsst, wird die am Gesamtsystem geleistete
dussere Arbeit an einem statischen Ersatzmodell berechnet. Dieses ersetzt die Normalkraft NE,
durch die von ihr verursachten Ablenkkrifte g (Abb. B-2 rechts). Beide Betrachtungen fiihren zur
selben Losung, wobei das statische Ersatzmodell mathematisch einfacher zu behandeln ist.

Das statische System einer gelenkig gelagerten Stiitze mit geometrischen Imperfektionen €(X)
und Verformung W(X), welches durch eine Normalkraft Ng belastet wird, kann in ein analoges
Ersatzsystem umgeformt werden, das aus einem einfach gelagerten Balken besteht der mit einer
Linienlast q(X) belastet wird (Abb. B-2 rechts). Damit das statische Ersatzsystem dem statischen
Grundsystem entspricht, miissen die Biegemomente beider Systeme sowohl in ihrem Betrag wie
auch in der Verteilung gleich sein. Die Biegemomente am Grundsystem kénnen durch folgenden
Ausdruck beschrieben werden

Mg 1 (X) = Ng-(w+e) (B.6)

Beim statischen Ersatzsystem wird folgende Belastung eingefiihrt,

q(x) = g-W-cos[i-(f—QJ fir n|5<x< L(l—rzl) (B.7)
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damit die daraus resultierenden Biegemomente

Mg 11 (X) = Ng- (&) + W) - C£ )_I_( fiir xSn% (B.8a)
1
Ne - (g, +W,,)
Mg (X) = E+l : [Qz ' cos[i : (E—B} +ﬂ7ﬂ (B.8b)
Mg 1 (x) = NE.(e0+wm).Cll.(1_)E() fiir x> L(l—g) (B.8¢)

denjenigen des Grundsystems entsprechen (Gl. B.6). In Abbildung B-2 rechts sind fiir drei unter-
schiedliche Verformungsfiguren die Linienlasten  dargestellt, welche beim statischen Ersatzsystem
eingefiihrt werden miissen. Es ist ersichtlich, dass diese in ihrer Verteilung affin zur Krimmung
der Stiitze verlaufen und dass die Belastung linear mit der Stiitzenverformung zunimmt. Der elas-
tische Anteil der am Ersatzsystem infolge der Verformung geleistete dussere Arbeit ldsst sich durch
folgendes Integral berechnen

W,
Ua,el = _J.
0

Der elastische Anteil der dusseren Arbeit ist einerseits linear von der einwirkende Normalkraft Ng
abhingig, anderseits ist er eine quadratische Funktion der Auslenkung W, in Stiitzenmitte. Die
geometrischen Imperfektionen €, sowie die geometrische Form der Stiitzenbiegelinie beeinflussen
diesen Anteil der dusseren Arbeit ebenfalls.

. 'z_lE (28,W, + W) - [1 - 2—? : (’Zt - 1)} (B.9)

—i1a

m L
J- (w- g)dxdw,, = —
0
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Anhang C Eigenspannungen

Beim Herstellungsprozess von Stahlprofilen wird das Grundmaterial zuerst in gleichformige kom-
pakte Balken gegossen, um dann bei sehr hohen Temperaturen in ihre Endform gewalzt zu wer-
den. Wegen den unterschiedlichen Flichen-Volumen Verhiltnissen der einzelnen Querschnittsteile
der Profile kommt es beim Abkiihlen zu Temperaturgradienten innerhalb des Stahlquerschnittes.
Dies hat komplexe thermische und mechanische Prozesse zur Folge, die wegen den internen Zwin-
gungen zu Verzerrungen und Spannungen im Querschnitt fithren. Weil die Materialeigenschaften
des Stahls wihrend der Abkiihlung einem kontinuierlichen Wandel unterworfen sind, verindern
sich die Spannungs- und Verzerrungszustinde im Querschnitt stindig. Sowohl die Steifigkeit wie
auch die Festigkeit des Stahls nehmen bei der Abkiihlung kontinuierlich zu, wihrend die Kriechef-
fekte nur bei erhohten Temperaturen eine wichtige Rolle spielen und bei tieferen Temperaturen
praktisch verschwinden. Als Folge des gesamten Abkiihlprozesses resultieren Eigenspannungen
innerhalb des Stahlquerschnittes, die bei diinneren H-Profilen Spannungsspitzen aufweisen, die
bis zu 50% der Materialfliessgrenze erreichen kénnen.

Da die Eigenspannungen auf Stabilitdtsprobleme einen wesentlichen Einfluss haben, soll die-
ser Anhang die Entstehung von Eigenspannungen an einem idealisierten Querschnitt ohne
Berticksichtigung von Kriecheffekten erliutern. Damit werden die theoretischen Grundlagen im
Hinblick auf die Beurteilung der Entwicklung der Eigenspannungen im Brandfall geschaffen. Bei
der Erwirmung des Stahlprofils in einem Brandereignis entstehen wie bei der Abkiihlung Tempe-
raturgradienten im Querschnitt, die wiederum die schon vorhandenen Eigenspannungen beein-
flussen. Diese Verinderung der Eigenspannungen wihrend dem Erwdrmungsprozess hat insbeson-
dere fur die Betrachtung von Stabilititsproblemen bei erhdhter Temperaturen eine zentrale
Bedeutung und verlangt zumindest eine qualitative Beschreibung,.

C.1 Entstehung der Eigenspannungen

Zur Erlduterung der Entstehung von Eigenspannungen in einem Stahlquerschnitt wird eine ideali-
sierte dreiteilige Platte aus Stahl betrachtet (Abb. C-1). Die dusseren Bereiche A der Platte kithlen
sich langsamer ab als der mittlere Bereich B. Vereinfacht wird eine lineare Temperatur-Zeit-Bezie-
hung fiir die einzelnen Bereiche angenommen. Diese sind mit einer Anfangstemperatur T, und
einer Endtemperatur Tgge welche jeweils beim Zeitpunkt ty respektive tg erreicht wird, beschrie-
ben. Der Abkiihlprozess lisst sich somit in zwei Phasen unterteilen. Bei der ersten Abkiihlphase
(t < tg) kiihlt sich der mittlere Bereich B schneller ab als die dusseren Bereiche A. Bei der zweiten
Abkiihlphase (t > tg) kithlen sich die dusseren Bereiche A weiter ab, wihrend der mittlere Bereich
eine konstante Temperatur Tgqe beibehilt.

Fiir die Berechnung der Eigenspannungen wird der gesamte Prozess in Zeitschritte aufgeteilt.
Im ersten Zeitschritt erfihrt der mittlere Bereich B die grosseren thermischen Dehnungen €, da
er sich gegeniiber den dusseren Bereichen A schneller abkiihle (Abb. C-1). Weil angenommen
wird, dass der Querschnitt der Platte eben bleibt, konnen sich die einzelnen Bereiche der Platte
nicht frei bewegen, was zu einer Zwingung fithrt, die durch die mechanischen Dehnungen €,
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Entstehung der Eigenspannungen beim Abkiihlprozess T
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Abb. C-1: Zusammenwirken der thermischen und mechanischen Dehnungen sowie der zugehd&rigen
Spannungen bei der Enfstehung von Eigenspannungen wé&hrend dem AbkuUhlprozess einer dreiteiligen
Platte.
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beschrieben wird. Die Dehnungsebene der gesamten Platte wird sich bei € so einstellen, dass die
durch die mechanischen Dehnungen verursachten Spannungen iiber den gesamten Querschnitt
integriert zu keiner Normalkraft fithren. Die dabei entstandenen Spannungen kénnen fir den
nichsten Zeitschritt als Eigenspannungen betrachtet werden. In dem Spannungs-Dehnungs-Dia-
gramm entsprechen die Zustinde der einzelnen Plattenbereiche nach dem ersten Zeitschritt den
Punkten (Gp 1, €4 1) und (0 1, €5 1)

Im folgenden Zeitschritt kiihlen sich die einzelnen Bereiche des Plattenquerschnittes weiter ab,
wobei sie von der Temperatur T(t-1) bei Zeitschrittbeginn zur Temperatur T(t) bei Zeitschrittende
tibergehen. Um alle Prozesse wihrend des Zeitschrittes richtig zu erfassen, werden zu Beginn des
Zeitschrittes die Plattenstreifen voneinander freigeschnitten, damit sie sich frei verformen kénnen.
Durch das Freischneiden kommt es zu einer elastischen Entlastung, wobei sich die im vorherigen
Zeitschritt entstandenen Eigenspannungen losen. Das Materialverhalten fiir diesen Berechnungs-
schritt ist durch die Temperatur T(t-1) charakeerisiert. Durch das Abkiihlen der Plattenstreifen
wihrend des Zeitintervalls entstehen einerseits zusitzliche thermische Dehnungen, anderseits
gewinnt das Material an Steifigkeit und Festigkeit. Am Ende des betrachteten Zeitschrittes werden
die Plattenstreifen wieder zusammengefiigt, wobei es durch die unterschiedlichen Dehnungen zu
Zwingungen kommt. Die Dehnungsebene des gesamten Querschnitts €, wird sich so einstellen,
dass die verursachten Spannungen iiber den gesamten Querschnitt zu keiner Normalkraft fithren.
Dabei werden die Spannungen mit dem Materialverhalten am Ende des Zeitschrittes, das heisst
mit einer Temperatur T(t), berechnet. Dies fithrt zu den Belastungszustinden (Gp o, €4 2) und
(0g 2 €g2) im Spannungs-Dehnungs-Diagramm der Abbildung C-1, die wiederum den Anfangs-
bedingungen des nichsten Zeitschrittes entsprechen. Mit diesem Berechnungsmuster kénnen die
Spannungen in den Plattenstreifen infolge der Zwingungen in Funktion der Zeit berechnet wer-
den. Dabei werden die Plattenstreifen stets zu Beginn des betrachteten Zeitintervalls voneinander
geldst, damit sie sich frei ausdehnen konnen, um dann am Ende des Zeitschrittes wieder zusam-
mengefiigt zu werden.

In der ersten Abkiihlphase vergrossern sich die Spannungen der einzelnen Plattenstreifen stin-
dig, da sich der mittlere Plattenstreifen stets mehr verkiirzen mochte als die beiden dusseren. Erst
nach dem Zeitpunke tg, verkleinert sich der Temperaturunterschied zwischen den Bereichen, was
einer Entlastung der Spannungen in den Plattenstreifen gleichkommt. Diese Entlastung ist im
Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abbildung C-1 dargestellt. Weil das Material bei niedriger
Temperatur eine wesentlich hohere Steifigkeit besitzt, geniigen kleine Dehnungsdifferenzen, um
die vorhandenen Spannungen stark zu reduzieren. Der Abbau der mechanischen Dehnungen
endet erst mit dem Zeitpunkt tp, bei dem auch die dusseren Plattenstreifen A die Endtemperatur
erreichen. Am Ende des Abkiihlungsprozess verbleibt in allen Plattenstreifen die gleiche mechani-
sche Enddehnung, weil in der Summe alle Streifen die gleiche thermische Dehnung erfahren
haben. Diese verbleibende mechanische Enddehnung verschwindet, falls es im gesamten Abkiih-
lungsprozess zu keinen plastischen Verzerrungen gekommen ist. Andernfalls ist sie ein Mass fiir die
entstandenen Plastifizierungen inklusive den Kriecheffekten.

In Abbildung C-2 ist die Entstehung der Eigenspannungen an der idealisierten dreiteiligen
Platte fiir unterschiedliche lineare Temperaturverldufe dargestellt. Die dusseren Streifen A der Plat-
te haben in der Summe eine doppelt so grosse Querschnittsfliche wie der mittlere Streifen B. In
der linken Abbildung ist der Verlauf der Spannungen der einzelnen Plattenstreifen in Funktion der
Zeit dargestellt. Der Abkiihlungsprozess folgt den linearen Temperaturverldufen der
Abbildung C-1, wobei die Platte von einer Temperatur T =700°C bis auf Raumtemperatur
Tenge = 20°C abgekiihlt wird. Durch das Verhiltnis tg / ty werden unterschiedlich grosse Tempera-
turgradienten tiber den Plattenquerschnitt simuliert. Die gesamte Platte besteht aus dem gleichen
Stahl §235, wobei dessen Materialverhalten gemiss EN 1993-1-2 angenihert ist.

Es ist ersichtlich, dass in der ersten Abkiihlungsphase die Spannungen aufgebaut werden, wih-
rend es in der zweiten Phase in sehr kurzer Zeit zur Lastumkehr kommt, die schlussendlich zu den
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Anhang C Eigenspannungen

Geig / £ Entstehung der Eigenspannungen c.ie /f,  Verlauf der Spannungen und Dehnungen
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Abb. C-2: Entstehung der Eigenspannungen beim AbkUhlprozess fur unterschiedliche lineare Tempera-
turverldufe, berechnet an der idealisierten dreiteiligen Platte.

verbleibenden Eigenspannungen fiihrt. Je grosser der Temperaturgradient, desto schneller werden
die Spannungen aufgebaut und desto grosser sind die verbleibenden Eigenspannungen im Platten-
querschnitt. Dabei nehmen die Plastifizierungen mit grosseren Temperaturgradienten zu. Weil die
dusseren Streifen A gegeniiber dem mittleren Streifen B doppelt so viel Querschnittsfliche aufwei-
sen, betragen die Spannungen in den dusseren Streifen zu jedem Zeitpunkt der Hilfte der Span-
nung im mittleren Streifen. In der Abbildung C-2 rechts ist der gesamte Entstehungsprozess der
Eigenspannungen fiir tg / tp = 0.70 in einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm dargestellt. Wih-
rend bei der ersten Abkiihlungsphase ein nichtlinearer Anstieg der Spannungen stattfindet, kommt
es in der zweite Abkiihlungsphase zu einer elastischen Lastumkehr. Der nichtlineare Anstieg ist
einerseits durch die nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Beziehung und anderseits durch den nicht-
linearen Zusammenhang der thermischen Dehnungen mit dem Anstieg der Stahltemperatur ver-
ursacht. Da Kriecheffekte bei der Berechnung nicht beriicksichtigt wurden, kommt es in den dus-
seren Plattenstreifen A zu keiner Plastifizierung. Dementsprechend durchliuft die Spannungs-
Dehnungs-Beziechung dieser Plattenstreifen stets den Nullpunkt im Spannungs-Dehnungs-Dia-
gramm (Abb. C-2 rechts). Da es jedoch im mittleren Plattenstreifen zu Plastifizierungen kommt,
entstehen bei der Lastumkehr in der zweiten Abkiithlungsphase die Eigenspannungen G o und
Geing.

Kommt es wihrend einem Brandereignis zu einer raschen Abkiihlung der Stahlstiitze durch
den Einsatz von Loschwasser, entstehen grosse Temperaturgradienten im Querschnitt. Diese fiih-
ren wie in Abbildung C-2 ersichtlich, zu grossen Eigenspannungen und dementsprechend zu einer
starken Beeinflussung des Tragverhaltens der Stiitze. Werden wiederum die zwei idealisierten
Abkiihlunsphasen getrennt betrachtet, so werden in der ersten Eigenspannungen erzeugt, die dann
in der zweite Abkiihlungsphase durch die elastische Entlastung abgebaut werden. Plastifizieren ein-
zelne Querschnittsbereiche in der ersten Abkiihlungsphase, kommt es in der zweiten zu einer Las-
tumkehr, bei der Eigenspannungen im Querschnitt verbleiben. Je schneller die Stahlstiitze abge-
kithlt wird, desto stirker werden die Plastifizierungen und umso grosser die Eigenspannungen die
im Querschnitt verbleiben. Insbesonders die Plastifizierungen wihrend der Abkiihlphase fiihren zu
einem voriibergehenden Verlust der Biegesteifigkeit der Stiitze. Ob dies zum Versagen der Stiitze
fihren konnte, kann nicht direkt beantwortet werden und erfordert genauere Kenntnisse iiber die
Entstehung der Eigenspannungen in einem realen Stiitzenquerschnitt.
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C.1 Entstehung der Eigenspannungen
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Abb. C-3: Links: Einfluss der Relaxation auf die Spannungs-Dehnungs-Beziehung. Rechts: Ver&nderung
der Eigenspannungen wdhrend dem Erwdrmungsprozess bei einer dreiteiligen Platte.

C.1.1 Relaxation infolge Kriechen

In der Berechnung nicht beriicksichtigt sind Kriecheffekte, die besonders bei den erhéhten Tem-
peraturen eine wesentliche Rolle spielen. Diese wiirden hauptsichlich bei der erste Abkiihlungs-
phase zu einer Relaxation der einzelnen Plattenstreifen fithren, wobei die Spannungen bei gleich-
bleibender Dehnungen reduziert werden. Im  Spannungs-Dehnungs-Diagramm  der
Abbildung C-1 entspricht dies einer vertikalen Verschiebung, die bei den Zustinden (Gp 5, €4 2)
und (Og o, €g ) stellvertretend fiir alle Zustinde angedeutet ist. In Abbildung C-3 links ist die
Entwicklung der Spannungen und Dehnungen wihrend eines Zeitschrittes des Plattenstreifens
infolge Relaxation dargestellt. Der Plattenstreifen wird beim Zeitpunkt t-1 bis zu einer gesamten
Dehnung € gedehnt, wobei Spannungen G entstehen. Wihrend dem Zeitschrite bleibt die
Gesamtdehnung konstant, wihrend die Dehnungen infolge Kriechen €, anwachsen und zu einer
Reduktion der Spannungen innerhalb des Plattenstreifens fithren. Am Ende des Zeitschrittes ver-
bleiben im Plattenstreifen die Spannungen Gy . Eine zusitzliche Dehnung des Plattenstreifens
fihrt zu einem Anwachsen der Spannungen, wobei diese nun einer anderen Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung folgt als zuvor. Durch das Kriechen des Materials verschiebt sich die Spannungs-
Dehnungs-Beziechung um die Dehnung €, welche im Zeitschritt durch die Relaxation aufgetreten
ist. Somit wird durch eine zusitzliche Dehnung des Plattenstreifens die Spannung 6,1 im Quer-
schnitt erzeugt. Wie schnell die Dehnungen infolge Kriechen anwachsen, ist einerseits von der
Temperatur des Materials, vom Spannungsniveau im betrachteten Querschnitt und von der Zeit
abhingig. Diese sehr komplexen Zusammenhinge wurden von Norton im Jahre 1929 untersucht
[50]. Im Rahmen dieser Arbeit wird nicht niher auf die Einfliisse von Kriecheftekten eingegan-
gen, wichtig ist jedoch die Erkenntnis, dass diese hauptsichlich bei erhohten Temperaturen, dem-
zufolge in der ersten Abkiihlungsphase auftreten und zu einer Reduktion der Spannungen fiihren,
wobei gleichzeitig Dehnungen infolge Kriechen auftreten. Diese fithren zu inelastischen Verzer-
rungen, die dhnlich wie die Dehnungen infolge Plastifizierung bei der Lastumkehr in der zweiten

Abkiihlungsphase zu Eigenspannungen fiihren.
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Anhang C Eigenspannungen

C.2 Veranderung der Eigenspannungen im Brandfall

Bei der Erwidrmung des Stahlprofils im Brandfall entstehen Temperaturgradienten innerhalb des
Querschnittes, wobei diese gegensitzlich zu denjenigen bei der Abkithlung verlaufen. Die expo-
nierteren Querschnittsbereiche mit dem grésseren Flichen-Volumen-Verhiltnis erwirmen sich
schneller als die besser geschiitzen Bereichen. Um das Verstindnis zur Entwicklung der Eigenspan-
nungen beim Erwirmungsprozess zu fordern, wird die gleiche idealisierte dreiteilige Platte des
Kapitels C.1 betrachtet. Die Temperaturverldufe der einzelnen Plattenstreifen beginnen bei Raum-
temperatur und steigen linear bis die Endtemperatur Tgqe bei den Zeitpunkten ta respektive tg
erreicht wird. Der mittlere Plattenstreifen B erwirmt sich schneller als die dusseren Streifen A, wie
er umgekehrt sich beim Herstellungsprozess schneller abkiihlt. Bei der Berechnung der Spannun-
gen und Dehnungen in den unterschiedlichen Plattenstreifen wihrend dem Erwirmungsprozess,
werden die Effekte des Kriechens nicht berticksichtigt. Mit dem gleichen Berechnungsschema der
Abbildung C-1 kann die Entwicklung der Zwingungen infolge der schon vorhandenen Eigen-
spannungen und des Temperaturgradienten, die bei der Erwdrmung entstehen, untersucht wer-
den. Dabei werden zu Beginn des Zeitschrittes die Plattenstreifen freigeschnitten und von ihren
Zwingungen befreit, um am Ende des Zeitschrittes nach der thermischen Ausdehnung wieder in
einen ebenen Querschnitt gezwingt zu werden.

In Abbildung C-3 rechts ist die Entwicklung der Spannungen im Laufe des Erwirmungspro-
zesses dargestellt. Als Ausgangslage dienen die Spannungs- und Dehnungszustinde am Ende des
Abkiihlungsprozesses der Abbildung C-2 rechts fiir das Verhiltnis tg / tp = 0.70. Zu Beginn der
Erwirmung bleibt das Materialverhalten wegen den tiefen Temperaturen unverindert. Dennoch
entstehen thermische Dehnungen, welche zu einem Anwachsen der Spannungen innerhalb des
Querschnittes fithren. Sobald die Temperaturen héher werden und sich die Materialeigenschaften
des Stahls verindern, werden die Spannungen infolge der geringeren Steifigkeit und Festigkeit
reduziert. Insbesondere bei hoheren Temperaturen ist der Einfluss des weicheren Materialverhal-
tens grosser, was zu einer Reduktion der Spannungen im Querschnitt fithrt. Wie in
Abbildung C-3 rechts ersichtlich, nehmen die Eigenspannungen in einer ersten Phase des Erwir-
mungsprozess zu, wihrend sie in der spiteren Phase stark abnehmen. Kriecheffekte, die hauptsich-
lich bei erhéhten Temperaturen eine Rolle spielen, beschleunigen den Abbau der Eigenspannun-
gen. Zusitzlich ist in der Abbildung C-3 mit den punktierten Linien der reine Einfluss des sich
verindernden Materialverhaltens dargestellt. Die Differenz zu den Spannungsverldufe der Bereiche
A und B (gestrichelte und strichpunktierte Linie) entsteht durch die inneren Zwingungen infolge
der inhomogene Temperaturverteilung tiber den Querschnitt. Bei diesen kommt es zu Plastifizie-
rungen, welche die Steifigkeit der gesamten Platte beeinflussen.
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Anhang D Gleichgewichtsmodell, Naherungslosung
nach Jezek

In diesem Anhang ist das analytische Niherungsverfahren nach Jezek fiir den Spezialfall einer Stiit-
ze mit rechteckigem Vollquerschnitt und linear elastischem, ideal plastischem Materialverhalten
erldutert [30]. Fiir diesen Spezialfall entspricht das Niherungsverfahren nach Jezek (1935) genau
der Losung des reduzierten Gleichgewichtsmodells gemiss Kapitel 3.3.1, erlaubt jedoch eine ana-
lytische Losung des Stabilititsproblems. Zudem erméglicht die Niherungslosung nach Jezek fir
diesen Spezialfall die Last-Verformungs-Beziehung analytisch zu beschreiben.

Zur Erlduterung der Niherungslosung nach Jezek wird eine gerade Stiitze, die an beiden
Enden gelenkig gelagert ist und exzentrisch belastet wird, betrachtet. Die Exzentrizitdt der Belas-
tung wird mit € bezeichnet und durch folgendes Exzentrizititsmass M auf die Querschnittsabmes-
sungen normiert.

- 6¢ mit kK = h Kernweite fiir den Rechteckquerschnitt (D.1)

m=?2
k h 6

In seinem analytischen Losungsverfahren unterscheidet Jezek drei Verzerrungszustinde, auch Aste
der Biegelinie genannt. Die Verzerrungszustinde unterscheiden sich in der Belastungsintensitit des
Stiitzenquerschnittes. Im Zustand I bleiben die Querschnitte elastisch, im Zustand II kommt es zu
Plastifizierungen am Biegedruckrand, wihrend im Zustand III die Querschnitte sowohl am Biege-
druck- wie auch am Biegezugrand plastifizieren. Daraus ergeben sich 6 mégliche Gleichgewichts-
formen, die, ausser die der voll elastischen Stiitze, in Abbildung D-1 links dargestellt sind. Durch
die Vorgabe einer sinusférmigen Biegelinie konzentrieren sich die Berechnungen einzig auf den
Querschnitt in Stiitzenmitte. Somit reduzieren sich die Gleichgewichtsformen auf die drei Verzer-
rungszustinde I, IT & III.

D.1 Last-Verformungs-Beziehung

Die Last-Verformungs-Bezichung ldsst sich aus den Losungen der drei Verzerrungszustinde
zusammensetzen (Abb. D-1 rechts). Dabei muss einerseits fiir jeden Verzerrungszustand die analy-
tische Losung gefunden und anderseits miissen deren Anwendungsgrenzen bestimmt werden. Ein
Vergleich mit dem reduzierten Gleichgewichtsmodell gemiss Kapitel 3.3.1 zeigt eine genaue Uber-
einstimmung.
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Niaherungslosung nach Jezek
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Abb. D-T: Links: Gleichgewichtsformen der Biegelinie. Rechfs: Last-Verformungs-Zustand gemdass der
N&herungsldsung nach Jezek, Aste der Biegelinie sowie deren Grenzen.

Verzerrungszustand | (Elastische Formanderung)
Der erste Ast der Biegelinie (Verzerrungszustand I) beschreibt das elastische Verhalten der Stiitze.

Dieser lasst sich mit der sich aus der elastischen Differentialgleichung (Gl. 2.1) ergebenden Last-
Verformungs-Beziechung beschreiben.

e . _ n’El
W, = N mit N, = — (D.2)
1-—E L
N

Solange die Spannungen im Stiitzenquerschnitt die Proportionalititsgrenze nicht iiberschreiten,
folgt die Last-Verformungs-Beziehung dem ersten Ast der Biegelinie (Abb. D-1 rechts). Die Giil-
tigkeitsgrenze des ersten Astes der Biegelinie kann mit folgendem Ausdruck beschrieben werden.

_h,(l_) . _ Ne
w, = ¢ 5 1 mit n = Np| (D.3)

Wird diese Verformung iiberschritten, kommt es zu Plastifizierungen am Biegedruckrand des Stiit-
zenquerschnitts.

Verzerrungszustand Il (Fliessen am Biegedruckrand)

Der zweite Ast der Biegelinie ist durch eine Plastifizierung des Biegedruckrandes charakterisiert.
Folgende kubische Gleichung fiir W, beschreibt die Last-Verformungs-Beziehung fiir den zweiten
Ast der Biegelinie.

L
@, = (Wm_e)(Bz_Wm)z_oc_ =0 (D.4)

wobei
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D.1

Last-Verformungs-Beziehung
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Abb. D-2: Links: Knickkurven fUr exzentrisch belastete StUtze. Rechts: Vergleich der Last-Verformungs-
Beziehungen zwischen dem reduzierten Gleichgewichtsmodell und dem Modell nach Jezek.

o, = %b'g—;—g’-(%—l)a und P, = 5(}]—1) (D.4a)

Die obere Grenze der Anwendbarkeit des Verzerrungszustands II kann mit folgendem Ausdruck

beschrieben werden

W, = w,-(2n+1) (D.5)

Somit gilt der Verzerrungszustand II in jenen Stiitzenbereichen, deren Durchbiegungen innerhalb
der folgenden Grenzen W, S W, < W, liegen (Abb. D-1).

Verzerrungszustand lll (Beidseitiges Fliessen)

Wird die Verformung weiter gesteigert, so kommt es an beiden Querschnittsrindern zu Plastifizie-
rungen. Die Last-Verformungs-Beziechung lisst sich mit folgender Formel beschreiben:

2
oL
D, = (Wy,—€) /B3—Wm——nz— =0 (D.6)
wobei
oy = ty L und B; = h (1 —nz) (D.6a)
E /3hn 4n
Aus Gleichung D.6 ergibt sich ein maximaler Grenzwert fiir die Belastung durch
(D.7)

Wy, = B3 = g'(l"-n)'wl
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D.2 Knickspannungslinien

Die Knicklast ergibt sich aus dem Scheitelpunkt des Last-Verformungs-Pfades. Dieser kann entwe-
der dem Verzerrungszustand II oder III zugehéren, nicht aber dem Zustand 1. Aus den beiden Ver-
zerrungszustinden ergeben sich folgende Knickspanungslinien:

2 m- 3

A2 = Xn Ef [ _3.(12‘; J fir 2'< (1-2,0) Astll  (D.8a)
Ky K
2 3

A2 = g.JXK.(i_XK_Z?”") fir 52 (1-71) AstTIT (D.8b)
y

wobei
N

Ak = % und A¢ = II: = L-A/:A (D.9)

pl

In Abbildung D-2 links sind die Knickkurven fiir exzentrisch belastete Stiitzen dargestellt. Zusitz-
lich ist die Grenze eingezeichnet (punktierte Linie), welche den Bereich, in dem der Verzerrungs-
zustand II massgebend wird, von jenem abtrennt, in dem der Verzerrungszustand III massgebend
wird.
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Anhang E Berechnungsbeispiele

Zwei numerische Beispiele sollen der Erlauterung der vereinfachten Berechnungsmodelle zur
Beurteilung der lokalen und globalen Stabilitdt von Stahlstiitzen im Brandfall dienen. Im ersten
Beispiel wird eine zentrisch belastete Stiitze betrachtet, wobei deren globale Stabilitit sowohl mit
dem vereinfachten Spannungsmodell (Kapitel 4.2.1), wie mit dem vereinfachten Gleichgewichts-
modell (Kapitel 4.2.2) tiberpriift wird. Beim zweiten Beispiel sei die Stiitze exzentrisch belastet, so
dass die Beurteilung ihrer Stabilitit nur mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell moglich ist.

E.1 Zentrisch belastete Stutze

Die zentrisch gedriickte Stiitze (HEA200, §235) ist bei einer Temperatur von 700°C durch eine
Normalkraft von Ng = 175 KN belastet. Die Stiitze, welche um die schwache Achse ausknicke, hat
eine Knicklinge Ly von zwei Metern und geometrische Imperfektionen von €, = Li/1°000. Die
geometrischen Kennwerte des Stiitzenquerschnitts sowie die Materialkennwerte (EN 1993-1-2)
bei erhéhter Temperatur sind hier aufgelistet:

h =190 mm ky = 0.230

b =200 mm kp = 0.075

t, = 6.5 mm ke = 0.130

te = 10 mm

A = 57380 mn? fye = 54.1 Nimm?
|, = 137400"000 mm* foe = 17.6 N/mm?
Wy , = 1347000 mm? Eq = 27/300 N/mn?
W, , = 2047000 mn?®

E.1.1 Vereinfachtes Spannungsmodell

Bei der Berechnung der Knicklast bei erhdhten Temperaturen werden mit dem vereinfachten
Spannungsmodell in einem ersten Schritt die bezogene Schlankheit der Stiitze sowohl bei Raum-
temperatur wie auch bei der erhéhten Temperatur von 700°C berechnet.

- L, [Af

Ak 7 = — = 0.428 bei Raumtemperatur
2" T WTE P

z
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Anhang E Berechnungsbeispiele

A zo = . 7_LK, 2 = 0.569 bei erhdhter Temperatur — Gl 4.4

=

Mit der bezogenen Schlankheit bei Raumtemperatur wird die Variable o, gemiss den
Gleichungen 4.15a und 4.15b bestimmt. Diese dient zur Berechnung der maximal zuldssigen
Randspannungen in der Stiitze vor ihrem Stabilititsversagen. Dabei wird die bezogene Schlankheit
des Plateaus zu Ay = 0.10 angenommen.

E _
— = 1.32
K

K XK_XK renz ? k o\
o. = (1 _j) B ISR L= T 0.686 wobei 7\4K’ grenz —
p

' ky 7_‘0 - XK, gren ky

ﬁ

Die Traglast der zentrisch gedriickten Stiitze ergibt sich aus der Losung der fiir Ng quadratischen
Gleichung 4.16. Diese Losung wird mit den Gleichungen 4.17a bis 4.17 ¢ beschrieben.

eA k, -
P = 0.5(i+°—~—Y+7»2K,9) = 0.933
o, Wy ky

k= ! = 0.639

2 1 =2
D+ /d) -
a, 7»K,e

Die Traglast der zentrisch gedriickten Stiitze bei 700°C ist somit grosser als die einwirkende Belas-
tung von N = 175 KN. Die Stiitze ist stabil.

E.1.2 Vereinfachtes Gleichgewichtsmodell

Beim vereinfachten Gleichgewichtsmodell wird in einem ersten Schritt die Momenten-Kriim-
mungs-Beziechung der Stiitze fiir die gegebene axiale Belastung und das nichtlineare Materialver-
halten berechnet. Dies geschieht mit der Aufteilung der Spannungs-Dehnungs-Beziechung sowie
der Momenten-Kriimmungs-Beziehung in eine bilineare und eine nichtlineare Beziechung gemiss
Abbildung 4-8. Dazu wird die Spannung oy, die zugehérige Dehnung €y und der Tangentenmo-
dul T fur die gegebene Normalkraft Ng berechnet. Mit dem Materialmodell des Eurocodes fiir
Stahl bei 700°C ergeben sich folgende Werte.

oy = Ng/A = 32.5 N/mn?2 T,

37990 N/mm?
17244 N/mn? — Gl. 4.24

ey = 0.00270 S

Nun werden die infolge der Normalkraft Ng reduzierten elastischen und plastischen Biegewider-
stinde My ¢ und My berechnet. Da die axiale Belastung die Proportionalititsgrenze tiberschrei-
tet (O > ), wird der elastische Biegewiederstand gemiss Gleichung 4.20 gleich Null sein.

My g = 0.0 kNm

Zur Berechnung des infolge der Normalkraft reduzierten plastischen Biegewiderstands, werden die
Interaktionsformeln des Eurocodes EN 1993-1-1 verwendet.
_ A-2bt Ng

a-= A = 0.257 n= A‘fy,e = 0.602
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E.1 Zentrisch belastete Stiutze

o [N/mm?] $235, 700°C (EN1993-1-2) Myro [kNm] HEA200 S235 z-z (700°C)
60 T T T T T T T T T T T T T T T 6 T T T T T T T T T T T T T T T
L | [ | | - L | | | I
i /| 1= 3990 N/mm? S C Myro ]
50 [— T 5 — S —
i ,/ -7 ] i Mgy ~," i
L ,/ -7 [Sy= 1284 Nimm? L i
40 L — 4 - p _
r /// o JON =325 N/mm? h r /// h
30 = /4, =0210% ] S -
d 8
-// - = // S -
r N r 4 I N
20 — 2 — X —
T o }/Gleichgewicht T
_ C _
10 i tr /" Hgew = 13.9 mrad/m i
0 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 ] 0 V 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 ]
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 20 40 60 80 100
e [%] X [mrad/m]

Abb. E-1: Links: Aufteilung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung in eine bilineare und eine nichtlineare
Beziehung. Rechts: Momenten-Krimmungs-Diagramm der zentrisch belasteten Stlize.

_ n—a\?] _
Mn pl,z = VVpl,z'fy,e [1_ 1_a } = 8.65 kNm

Zudem koénnen die Biegesteifigkeiten sowohl fiir den elastischen wie auch fiir den plastischen
Bereich berechnet werden

4T4E
Tl = —22— 1= 112 kNn? -Gl 25a

(JEo+ [To)’
_ 4SE

(JE+ /%)’

Die beiden Fixpunkte A° und B® im Momenten-Kriimmungs-Diagramm kénnen nun bestimmt

|, = 45.3 kNn?

werden. Der erste Fixpunke liegt im Koordinatenursprung, da die axiale Belastung die Proportio-
nalititsgrenze iiberschreitet. Der zweite Fixpunkt B ist durch die Kriimmung %, und dem plasti-
schen Widerstandsmoment My 5 gegeben.
M -M W
py = B8 B = 0291 rad/m — Gl 4.25

S( I Wel

Die Momenten-Kriimmungs-Beziehung des inneren Biegemomentes My g ldsst sich nun durch
die Gleichungen 4.26 bis 4.26 ¢ beschreiben. Dafiir miissen zuerst die Parameter a bis C bestimmt
werden.

(MN, pl — MN el)2

a= = 4.90 kNm
Ly =%p) - Tkl =2 (My o =My &)

b = Ja-(ty—xp) - Txl +a* = 13.6 kNm

a
c= J(xy—xp)~(xy—xp+a) = 0.312 rad/m
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Anhang E Berechnungsbeispiele

Die mit der Gleichung4.26 beschriebene Momenten-Kriimmungs-Beziechung ist in
Abbildung E-1 rechts dargestellt. In der gleichen Abbildung ist zusitzlich das einwirkende Biege-
moment Mg, in Funktion der Kriimmung dargestellt. Dieses ergibt sich aus der initialen geomet-
rischen Imperfektion und der Stiitzenverformung multipliziert mit der axialen Belastung Ng.
Dabei wird die Beziehung zwischen der Kriimmung und der Verformung der Stiitze von der affin
zur Sinusfunktion angenommenen Verformungsfigur abgeleitet.

2
_ Lk

Mg = (eo-'-X'_z}'NE
T

Wie aus der Abbildung E-1 rechts ersichtlich, schneiden sich die Funktionen des inneren und 4us-
seren Biegemoments im Gleichgewichtspunkt bei einer Kriimmung in Stiitzenmitte von
Xggw = 13.9 mrad/m. Daraus lisst sich die Verformung in Stiitzenmitte der gedriickten Stiitze
berechnen.

L

Wi = €t Xggw' T, " 7.62 mm

1L
Zuletzt bleibt zu tiberpriifen, ob ein lokales Stabilititsversagen in Form eines Ausbeulens der Flan-
sche in Stiitzenmitte infolge der Einwirkungen nach Theorie 2*" Ordnung eintritt. Dabei werden
die Dehnungen infolge der Verformungen der gedriickten Stiitzen am meisten beanspruchten
Stiitzenquerschnitt berechnet und mit der Stauchung €, verglichen, die gemiss Kapitel 6.3 zum
Ausbeulen der Flansche fiihrt. Zur Berechnung der Dehnungen in den Randfasern des Quer-
schnittes muss der innere Hebelarm b; gemiss Gleichung 6.12b bestimmt werden. Dafiir wird der
Tangentenmodul Tgy bendtigt, der zur Berticksichtigung zusitzlicher Plastifizierungen im Quer-
schnitt infolge der Stiitzenverformung mit einer um 20% erhohten Normalspannung berechnet
wird.

b, = =

———-b =153 mm — Gl 6.12b
JTo* g

Die maximale Randdehnung €g,,q der verformten Stiitze ergibt sich somit zu

die mit dem Stoffgesetz bei der erhdhten Temperatur zu einer Randspannung Ggapg = 39.2 N/mmn?

fuhrt. Der Flansch wird als unendlich lange, dreiseitig gelenkig gelagerte Platte betrachtet, wobei
eine linienformig verteilte Belastung gemiss Abbildung 5-8 links angenommen wird.

ON

v = = 0.829

ORand
Vereinfachend konnte die Belastung auch konstant betrachtet werden (y = 1.0), wobei die Traglast
des Flansches dabei unterschitzt wiirde. Zur Berechnung der Verzweigungslast muss der Beulfak-
tor K der dreiseitig gelagerten Platte bei der erhohten Temperatur bestimmt werden. Durch die
Belastung der Platte mit Gggng = 39.2 N/ mm? ergibt sich folgende Plastizititsfunktion o.

€ (0}
o=—2-=1_—Fd -7
€Rand Ee " €Rand



E.2 Exzentrisch belastete Stiitze

Mit dieser lsst sich nun der Beulfaktor gemiss Gleichung 5.36b fiir den Belastungsfall 2 der drei-
seitig gelenkig gelagerten Platte berechnen, da beide Randspannungen der Platte 6y und Oggng
oberhalb der Proportionalititsgrenze liegen. Mit der Annahme einer unendlich langen Platte redu-
ziert sich die Gleichung zur Berechnung des Beulfaktors zu folgendem Ausdruck:

k = [%(l—v)(l—m)]

T

4 0.145 mit v = 0.3 — Gl. 5.36b
3y +1
Die Gleichung 5.29, welche die Verzweigungsspannung in Funktion der Plattenschlankheit
beschreibt, wird nun fiir das Verhiltnis b/t der Platte gelost. Damit kann eine in Funktion der vor-
handenen Spannung maximale Schlankheit berechnet werden, bei der kein lokales Ausbeulen der
Platte eintritt.

2
" Egk
(-?) = > = 9.57
max 12(1 =V')ORrand
Der Flansch beult nicht aus, falls dieses Verhiltnis der Flanschbreite zu Dicke nicht {iberschritten
wird. Da das Gelenk der Lingslagerung der dreiseitig gestiitzten Platte am Ende der Ausrundung
der Verbindung Steg-Flansch angenommen wird, ergibt sich folgendes Verhiltnis zwischen der

Flanschbreite und Flanschdicke:

b_tw_,
(9) = 2 2 = 7.88 mitr = 18 mm
t t;

Da die maximal zulidssige Schlankheit der Platte nicht tiberschritten wird, bleibt der Flansch stabil.
Bei der gegebenen Belastung kommt es demzufolge weder zu einem globalen noch zu einem loka-
len Stabilitdtsversagen.

E.2 Exzenirisch belastete Stiitze

Die exzentrisch belastete Stiitze (RRW200x200x5, $S355) hat eine Knicklinge Ly von zwei Metern
und ist bei einer Temperatur von 400°C durch eine Normalkarft Ng = 700 KN belastet. Die Lastex-
zentrizitit betrdgt € = 30 MM, wihrend die geometrischen Imperfektionen mit einem Maximal-

wert von €, = Li/1000 angenommen werden. Die Querschnittsgeometrie sowie das Materialver-
halten nach EN 1993-1-2 sind durch folgende Kennwerte beschrieben:

h = 200 mm k, = 1.00

b = 200 mm k, = 0.420

t =50 mm ke = 0.700

A = 37873 mn? fyo = 355 N/mm?

| = 24’500"000 mm* foo = 149 N/mnv
W, = 245’000 mm? Eq = 1477000 N/mn?
W, = 2847000 mm?

Da die Stiitze exzentrisch belastet ist, kann das vereinfachte Spannungsmodell zur Berechnung der
Knicklast nicht verwendet werden.
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Anhang E Berechnungsbeispiele

o [N/mm?] S355, 400°C (EN1993-1-2) Mnro [KNm] RRW200x200x5, S355 (400°C)
400 i T T T | T , T T | T T T | T T T | T T T | 50 [ T T T | T T T | T T ]
i j Ty = 51'820 N/mm? i -]
- 40 — —
300 ] : Xggw = 31.9 mrad/m - :
i o Gleichgewicht B
30 — —
200 — - e= R
] 20 —
100 — k
i 10 —
0 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 0 1 1 | 1 i

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.02 0.04 0.06 0.08

€ [%] X [rad/m]

Abb. E-2: Links: Auffeilung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung in eine bilineare und eine nichtlineare
Beziehung. Rechts: Momenten-Krimmungs-Diagramm der exzentrisch belasteten Stutze.

E.2.1 Vereinfachtes Gleichgewichtsmodell

Die Berechnungen folgen dem Vorgehen des Beispiels E.1 der zentrisch belasteten Stiitze. Da die
Lastexzentrizitdt nicht allzu gross ist, wird die Verformungsfigur trotz der Exzentrizitit affin zu
einer Sinusfunktion gewihlt. Bei grossen Lastexzentrizititen wire eine parabolische Funktion zur
Beschreibung der Geometrie der verformten Stiitzenbiegelinie geeigneter.

Wiederum besteht der erste Berechnungsschritt in der Aufteilung der nichtlinearen Span-
nungs-Dehnungs-Beziehung des Materials in eine bilineare und eine nichtlineare Funktion

(Abb. E-2 links).

oy = Ng/A = 181 N/mn? Ty = 517820 N/mm?

9’380 N/mmy — Gl. 4.24

ey = 0.00143 S

Der elastische und der plastische Biegewiderstand, der infolge der einwirkenden Normalkraft Ng
reduziert werden miissen, ergeben sich aus folgenden Gleichungen:

My g = 0.0 kNm da oy >f,,

Zur Berechnung des infolge Normalkraft reduzierten plastischen Biegewiderstands, werden die
Interaktionsformeln des Eurocodes verwendet.

A—2bt _ _ 1
A 0.484 &= 1-0.5a

= 1.32

NE

Zudem koénnen die Biegesteifigkeiten fiir den elastischen wie auch fiir den plastischen Bereich
berechnet werden.

2T,E

(= =221 = 1’880 kNm? — GL 2.5b
Eo + Tg
2S,E

S| - 230 - )kt

Eo+Sy
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E.2 Exzentrisch belastete Stiitze

Daraus ergeben sich die Fixpunkte A° und B im Momenten-Kriimmungs-Diagramm, wobei der
erste Fixpunkt im Koordinatenursprung liegt, da die axiale Belastung die Proportionalititsgrenze
iiberschreitet. Der zweite wird durch folgende Kriimmung %, und dem plastischen Biegewider-
stand My beschrieben:

My o —M W,
N, pl Nel YVpI _
Xy = Sl Wel = 0.174 rad/m — Gl. 4.25

Die Momenten-Kriimmungs-Beziehung des Biegewiderstands Mygrg ldsst sich durch die
Gleichungen 4.26 bis 4.26 ¢ beschreiben. Dafiir miissen die Parameter @ bis C bestimmt werden.

2
(MN pl — |le,eI)
(Xy Xp) TK 2'(I\/lN,pl_l\/IN,el)

= 21.6 kNm

o
1

Ja- Ot —1p) - Tl +a° = 86.6 kKNm

(¢
|

= J(xy—xp)-( Xpt+ I) = 0.180 rad/m

Die Bezichung zwischen dem Biegewiderstand My grg und der Kriimmung ist in Abbildung E-2
rechts in einem Momenten-Kriimmungs-Diagramm dargestellt. Zusitzlich ist das einwirkende
Biegemoment 2°“ Ordnung Mg | in der gleichen Darstellung in Funktion der Kriimmung gezeigt.
Diese ergibt sich aus der Lastexzentrizitit, der geometrischen Imperfektion und der Stiitzenverfor-
mung, sowie der Belastung Ng. Da die geometrische Form der Stiitzenbiegelinie affin zu einer
Sinusfunktion gewihlt wurde, ergibt sich folgende Bezichung fiir das einwirkende Biegemoment:

LZ
ME,II:[e te Ty j Ng
n

Das Gleichgewicht zwischen den dusseren und innernen Biegemomenten wird bei einer Kriim-
mung in Stiitzenmitte Ygqy = 31.9 Mrad/m erreicht. Daraus lisst sich die Auslenkung in Stiitzen-
mitte berechnen.

2
LK
W = €t Xggw  —5 = 14.9 mm
T
Wie schon bei der zentrischen Stiitze, bleibt zu tiberpriifen, ob ein lokales Stabilititsversagen infol-
ge der Einwirkungen 2'" Ordnung in Stiitzenmitte eintritt. Zur Berechnung des inneren Hebel-
arms h; gemiss Gleichung 6.9 wird der Tangentenmodul Tg mit einer um 20% erhéhten Normal-
spannung im Querschnitt berechnet. Dies, um zusitzliche Plastifizierungen am Stiitzenrand

infolge der Verformung zu beriicksichtigen.

To(By - On) = 287360 N/MM? wobei By -Gy = 1.20- 181 = 217 N/mm?

h h = 168 mm - GL 6.9

1:T+E9

Die maximale Randdehnung €ryng der verformten Stiitze ergibt sich somit zu folgender Glei-
chung,
€rand = EN T Xggw M = 0.00678

die mit dem Stoffgesetz zu einer Randspannung von Gggnq = 292 N/ mm? fithre. Der Flansch wird
als unendlich lange, vierseitig gelenkig gelagerte Platte betrachtet, wobei eine gleichmaissig verteilte
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Anhang E Berechnungsbeispiele

Belastung (y = 1.0) angenommen wird. Zur Berechnung der Verzweigungslast muss der Beulfak-
tor K der vierseitig gelagerten Platte bei der erhohten Temperatur bestimmt werden. Durch die
Belastung der Platte mit Gggng = 292 N/mm? ergeben sich folgende Materialkennwerte, welche die
Plastifizierungen im Flansch beschreiben.

To(ORand) € °
e = 2R - 00771 und o = —B- = Rl - 707

Ee €Rand Ee " €Rand

Mit diesen lisst sich nun der Beulfaktor der vierseitig gelenkig gelagerten Platte gemiss
Gleichung 5.30 berechnen.

4
k=] /TE(I—w)+(1—m)]-m = 0.888 — GL. 5.30

Aus der Gleichung 5.29, welche die Verzweigungsspannung in Funktion der Plattenschlankheit
beschreibt, kann ein maximales Verhiltnis b/t der Platte gefunden werden, fiir die der Flansch
gerade nicht ausbeult.

2
n E, k
(t—)) = 29 = 20.1
Vmax  4/12(1 =v)0pang

Diese maximale Schlankheit gilt es einzuhalten, um ein Ausbeulen des Flansches zu vermeiden.

Der vierseitig gelenkig gelagerte Flansch des RRW200x200x5 Querschnittes hat folgende Schlank-

heit:
9t

Dabei wird eine Ausrundung ' = 1.5t auf beiden Seiten des Flansches angenommen. Die maximal
zuldssige Schlankheit wird somit nicht eingehalten, was bedeutet, dass infolge der Belastung und
der Verformungen 2" Ordnung der Stiitze, ein lokales Versagen des am meisten beanspruchten
Flansches in Stiitzenmitte zu erwarten ist. Wird die maximale Normalkraft gesucht, fir die das
lokale Versagen nicht eintritt, geschieht dies mit einer iterativen Berechnung, die fiir jede gegebene
Belastung den oben beschriebenen Berechnungsvorgang durchliuft. Aus dieser folgt, dass fiir eine
Normalkraft kleiner als Ng = 540 kN das lokale Versagen nicht eintritt.



Anhang F Aluminiumstutzen

Die Beschreibung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung von Aluminium erfolgt gemiss
EN 1999-1-1 mit einem einstufigen Ramberg/Osgood-Ansatz [53]. Dabei werden folgende drei

Materialparameter benotigt:

* Elastizititsmodul E = 70°000 N/mm?
* Spannung bei 0.2% plastischer Dehnung fo02
* Verfestigungsexponenten n

Fiir jede gegebene Spannung ¢ kann durch folgende Gleichung eine zugehorige Dehnung €
berechnet werden

n
e = 9+0.002-(i) (E1)
E fo 02
wobei
n = Aﬂf& mit der Spannung f;, o o1 bei 0.01% plastischer Dehnung (Ela)
In( f p.0.2 )

P, 0.01

Wegen des Exponenten n fiir die Verfestigung in der Gleichung E1 ldsst sich fiir eine gegebene
Dehnung die dazugehorige Spannung nicht analytisch berechnen. Diese kann nur mit einer Ziel-
wertsuche gefunden werden. Zudem hat dieser Ansatz zur Beschreibung des Materialverhaltens
keinen klar abgegrenzten elastischen Bereich. Dennoch kann die Spannung f; o 01 als Proportiona-
lititsspannung aufgefasst werden, wihrend die Spannung f, o, fiir eine Bemessung oftmals der
maximalen Spannung oder Fliessspannung gleichgesetzt wird.

In Abbildung F-1 oben links sind fiir vier unterschiedliche Legierungen die Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen nach Eurocode dargestellt. Nebst den unterschiedlichen Festigkeiten ist auch
ein grosser Unterschied in der Form der Spannungs-Dehnungs-Beziehung festzustellen. Wihrend
die Legierung AW-6082-T4 (n=8) und AW-5083-O (n=0) cher eine sanfte Ausrundung im
Materialverhalten zeigen, ist die Legierung AW-3103-H14 (n=31) annihernd linear elastisch,
ideal plastisch, obwohl alle Materialien dhnliche Festigkeiten aufweisen. Dieser Unterschied in der
Form wird hauptsichlich durch den Verfestigungsexponenten bestimmt. Je hoher dieser ist, desto
niher liegt die Form der Spannungs-Dehnungs-Kurve bei einem linear elastischen, ideal plasti-
schen Materialverhalten.

In Abbildung F-1 oben rechts sind die Knickspannungskurven des Eurocodes fiir zentrisch
gedriickte Aluminiumstiitzen mit den Ergebnissen des vereinfachten Gleichgewichtsmodells ver-
glichen. Im Allgemeinen bestitigen die Ergebnisse des vereinfachten Gleichgewichtsmodells die
Knickspannungskurven des Eurocodes, wobei die Ergebnisse der Stiitzen mit der Legierung
AW-3103-H14 (n=31) besser mit der Knickspannungskurve der Klasse A tibereinstimmt. Das
vereinfachte Gleichgewichtsmodell erlaubt eine Berechnung der Knicklasten unabhingig von
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Anhang F Aluminiumstitzen

o [N/mm?] Aluminium (EN 1999-1-1) Nick / Ny RRW100x100x4
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R0 ¢ | | | | ] =] | | | ]
r = L AN \ —— Vereinfachtes Ggw-Modell 4
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C ] 0.8 — NN —
250 |- - I o]
L ] N I
L 4 B \\ 1
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E E B \\\ f T
L o——""4 L AN i
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C n 04 N Klasse BJ\ ]
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L s AW-3103-H14 A [ - AW-3103-H14 (B) TN i
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T T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T T
I | | | ] [ | | IR
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- 'y = - 7, 7l .
02 - NE/ Ny - 02 =7/ o Ne/Npi ]
% 2020 o060 T r S 2020 o060 T
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Abb. F-1: Oben links: Materialverhalten unterschiedlicher Aluminiumlegierungen. Oben rechts: Knick-
spannungskurven im Vergleich. Mitte und unten: Momenten-Krimmungs-Diagramme mit Vergleich der
Ergebnisse des reduzierten und des vereinfachten Gleichgewichtsmodells.

158



deren Klassierung und erméglicht, wie im Kapitel 4.2.2 erldutert, die Beurteilung exzentrisch
gedriickter Stiitzen sowie Stiitzen, die durch Biegung und Normalkraft beansprucht werden.

In den vier unteren Momenten-Kriimmungs-Diagrammen der Abbildung F-1 sind die
Momenten-Kriimmungs-Bezichungen des reduzierten und des vereinfachten Gleichgewichtsmo-
dells fur die vier unterschiedlichen Legierungen dargestellt. Obwohl der Exponent n der vier
Legierungen stark unterschiedlich ist, kann das Momenten-Kriimmungs-Verhalten der Stiitzen bei
unterschiedlicher, axialer Belastung mit dem vereinfachten Gleichgewichtsmodell gut angenihert
werden. Dies verspricht gute Ergebnisse bei der Berechnung der Traglasten von exzentrisch
gedriickten Stiitzen oder Stiitzen, die zusitzlich zur Normalkraft auch durch ein Biegemoment
beansprucht werden. Das vereinfachte Gleichgewichtsmodell gemiss Kapitel 4.2.2 erméglicht eine
gute Beurteilung des Tragverhaltens von Aluminiumstiitzen.
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Anhang G Verzeichnisse

G.1

Bezeichnungen

Lateinische Grossbuchstaben

Querschnittsfliche

Tensor der Plattensteifigkeiten
Elastizititsmodul

Gesamtpotential des Systems
Schubmodul (GI. A.5)
Trigheitsmoment
Kompressionsmodul (Gl. A.10)
Stiitzenldnge, Knicklinge
Biegemoment

Einwirkendes Biegemoment
Biegemoment 1'" Ordnung
Biegemoment 2" Ordnung
Elastisches Widerstandsmoment
Widerstandsmoment mit Berticksich-
tigung der vorhandenen Normalkraft
Plastisches Widerstandsmoment
Widerstandsmoment

Biegung um y-Achse

Biegung um z-Achse

Normalkraft

Einwirkende Normalkraft
Verzweigungslast

Knickwiderstand

Plastischer Normalkraftwiderstand
Normalkraftwiderstand

Traglast der Normalkraft
Sekantenmodul

Tangentenmodul

Knickmodul nach Engesser-Kdrman
Aussere Arbeit, Energie

Elastischer Anteil der dusseren Arbeit

Inelastischer Anteil der dusseren

Arbeit

Ui
Wy

Wy

Innere Arbeit, Energie
Elastisches Widerstandsmoment

Plastisches Widerstandsmoment

Lateinische Kleinbuchstaben

XTI O L L mfcm

3&E FFELS &

5

Plattenlinge

Plattenbreite, Querschnittsbreite
wirksame Plattenbreite
Geometrische Imperfektion

Stich der geometrischen Imperfektion
Ersatzimperfektion fiir Knicken
Planmissige Lastexzentrizitit
Proportionalititsgrenze des Materials
Fliessgrenze des Materials
Querschnittshohe
Vergrosserungsfaktor 2 Ordnung,
Beulfaktor

Beulfaktor der auf die wirksame Breite
reduzierten Platte.

Elastischer Beulfaktor
Reduktionsfaktor fiir den E-Modul
Reduktionsfaktor fiir die Proportio-
nalititsgrenze

Plastischer Beulfaktor
Reduktionsfaktor fiir die Fliessgrenze
Exzentrizititsmass (Abb. 3-14),
Anzahl Halbwellen in Langsrichtung
Anzahl Halbwellen in Querrichtung,
auf Ny bezogene Normalkraft
Linienlast

Plattendicke

Flanschdicke

Stegdicke
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u Verschiebung in x-Richtung
v Verschiebung in y-Richtung
w Durchbiegung, Verformung
W,  Durchbiegung in Stiitzenmitte
W, Durchbiegung in Plattenmitte
Wy, Durchbiegung 2" Ordnung

X,¥,Z Koordinaten

Griechische Buchstaben

o Imperfektionsbeiwert fiir Knicken

o Parameter zur Bestimmung des
Knickkriteriums (Gl. 4.15a, 4.15b)

B Imperfektionsbeiwert fiir Beulen

Y Schubverzerrung

€ Dehnung, Verzerrung

€eig Dehnungen infolge Eigenspannungen

€p Proportionalititsdehnung des
Materials

€pl Plastischen Dehnungen

€ Maximale Randdehnung fiir Beulen
(GL. 6.8a, 6.8b)

gy Fliessdehnung des Materials

0 Temperatur

O Verdrehung

Ak Geometrische Knickschlankheit

Ak Bezogene Knickschlankheit

XK,grenz Grenzschlankheit fiir elastisches Kni-
cken (GI. 2.6)

Ap Geometrische Beulschlankheit

Ap Bezogene Beulschlankheit

XP,grenz Grenzschlankheit fur elastisches Beu-

len (Gl. 5.1)

% Querdehnzahl

p Kriimmunggsradius, Reduktionsfaktor
fir Beulen

o Spannung

Oy  Verzweigungsspannung

Geg  Eigenspannungen

T Schubspannung

T Verhiltnis Tangenten- zu E-Modul
(Gl. 5.11a)

X Kriimmung

Uk Kriimmung infolge Kriechen
AK Reduktionsfaktor fiir Knicken

Am Kriimmung in Stiitzenmitte

Verteilung der Belastung (Abb. 3-15,
Abb. 5-1)
Verformungs-Kriimmungs-
Beziehung fiir asym. belasteten
Stiitzen (Gl. 3.25), Plastizitits-
funktion (Gl. 5.10a)
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